
経験による理解の真の法則への接近
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統計の役割のひとつに、認識の営みの数理的枠組みを与
えることが挙げられると思います。本稿では、認識の例として、
自然現象の認識におけるような、理想的な条件下での簡明な
法則を抽出する過程を考えます。勿論、日常の多くの現象に
ついては、真の法則と云うべきものは無いでしょうが、ここでは、
真の法則があることを仮定します。認識の過程において、私
たちは、観察から真の法則の近似としての法則を立てる操作
と、より多くの観察をより良く予測するものを優れているとする規
準で法則を選ぶ操作を繰り返して、真の法則に漸近すること
を目指します。その結果、真の法則が得られたならば、その現
象を完全に理解できたと云えるでしょう。
このような営みの例は幾らでも挙げることができると思います
が、量子力学の理解においては、認識が本質的と思われます。
John von Neumann の「量子力学の統計的性格をわれわれ
の自然の記述の多意性（すなわち不完全性）に帰することが
はたして可能であるかという問題である。この多意性による説
明は、確率論的な主張がすべてわれわれの知識の不完全さ
から生ずるとする一般的な原理にもっともよく相応していると云
えよう（1932、量子力学の数学的基礎、井上、広重、恒藤訳）」
という問題意識に、このことが良く表れています。記述の不完
全性に帰することが可能であるか否かは、Bellの不等式
（1964）の周辺で行われてきたように、観察に拠って検証でき
ることです。
ところで、ここで考えている認識の営みは、経験を通じて事
象の関係を把握する試みであり、得られる法則は、より多くの
観察をより良く予測するとしても、真の法則に一致することを保
証できないかも知れません。経験を通じた帰納的推論の限界
を指摘したDavid Hume に依れば、“That the sun will not 

rise tomorrow is no less intelligible a proposition, and 

implies no more contradiction, than the affirmation, that it 

will rise. (1772, An Enquiry Concerning Human Under-

standing)” と云うことですが、経験を通じた認識においては、
確率的論理が欠かせないように思われます。Thomas Bayes 

はHume と同時代を生きましたが、Bayes の法則は、経験を
通じて認識を更新する枠組みと捉えることもできそうです。
ここでは、経験を通じて認識を更新しても、真の法則に近
付くとは限らず、寧ろ離れて「誤解」に導かれることも多いこと

を、2 項抽出を例に表してみます。真の法則を母数が1/2 の2 

項分布とし、母数の分布を1/2 のDirac 測度とします。事前
の法則は、最頻値としては正しく、信念の強さを込めて、母数
a（≥1）の対称ベータ分布とします。n 回の試行から得られる経
験を成功の回数 t  とし、それを通じて、法則は母数（a + t, a + 

n – t）のベータ分布に更新されます。分布の「距離」は、
Kullback-Leibler divergence で測るのが標準的でしょう（適
当な正則化を仮定します）。10 回も抽出を行えば、何か議論
してもよいでしょう。プロットは、n = 10 の場合に、幾つかの信
念の強さについて、経験に拠る真の法則への接近を示してい
ます。真の法則に近付くのは難しいことが分かります。信念が
弱い場合、経験に偏りがあると、真の法則から大きく離れます。
一方、信念が強い場合は、真の法則から離れる確率が大きく
なります。信念の強さが a = 1, 5, 10 の場合、真の法則に近
付く確率は、それぞれ、57/64, 21/32, 21/32 です。この確率
は n について漸近的に1 に収束しますが、少数しか経験でき
ない抽出では、この現象を無視することはできないでしょう。謂
わば、経験を考慮しない方が良い、ということが起こります。こ
こでは、単純のために、無標本の法則と、最大の情報である
十分統計量が与えられた下での法則を比較しましたが、現実
は、これらの間に位置するものと思います。
以上の例は単純ですが、一般に、認識の営みは数式で表

すことができて、その考察には統計的な考え方が有効に働くよ
うに思われます。
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Translation with comment of

認識するということ (Recognition)

by Shuhei Mano

Column in Institute of Statistical Mathematics News 129, 2015

The forth paragraph: Here, we see an example, in which updating of our recognition

by an experience does not always improve our understanding of the truth. Rather,

it may lead us “misunderstanding”. Assume the truth is the Bernoulli trial of

parameter 1/2, namely, the true law is a Dirac measure at 1/2. Let the prior law be

the symmetric beta distribution of parameter a ≥ 1. The mode is the same as the

true law, and a quantifies magnitude of our belief of the prior law. When we have an

experience that the number of successes in n trials is t, the posterior law is updated

to be the beta distribution of parameter (a + t, a + n − t). A standard “distance”

of laws is the Kullback–Leibler (KL) divergence (a regularization is assumed). We

may say something after n = 10 trials. The plot shows how we get closer to the

true law by an experience for different magnitude of our belief. If our belief is

weak, we will be away from the true law by a rare experience. On the other hand,

if our belief is strong, we have a large probability that we will be away from the

true law. For a = 1, 5, 10, the probability that we will be close to the true law is

57/64, 21/32, 21/32, respectively. The probability tends to 1 asymptotically in n,

but we cannot ignore this phenomenon when our experience is limited. It may not

be better to consider our experience. For simplicity, we compared the no sample

law and the law with the maximal information (sufficient statistics). The reality is

between the two.

Comment: Let the true law of the parameter p be f(p) = 1(|p− 1/2| < ϵ/2)/ϵ for a

small positive ϵ, where 1 is the indicator function. The KL divergence between f and

the posterior law g is D(f∥g) = logB(a+t, a+n−t)+(2a+n−2) log 2−log ϵ+O(ϵ),

where B is the beta function. The plot shows the improvement D(f∥h)−D(f∥g),
where h is the prior law. The improvement occurs when B(a, a)/B(a+t, a+n−t) >

2n, where t follows the binomial distribution of parameter 1/2 and length n.


