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■記法について
• N := {0, 1, . . .}とします．
• ベクトル x, y ∈ Rd に対し，内積を ⟨x, y⟩ :=∑d

i=1 xiyi，ノルムを ∥x∥ :=
√
⟨x, x⟩と定めます．

• 行列 A ∈ Rm×n に対し，∥A∥をその作用素ノルムとします．∥A∥ := supx∈Rn\{0}
∥Ax∥
∥x∥ です．

• 正定値とは限らない対称行列 A ∈ Rd×d とベクトル x ∈ Rd に対し，⟨Ax, x⟩を ∥x∥2A と表します．
（∥x∥2A < 0になることもありますが，記号の濫用をします．）

問題 1. 基礎的問題
関数 f : Rd → Rは 2階微分可能とする．

(a) 任意の x ∈ Rd に対し ∥∇2f(x)∥ ≤ Lならば，∇f は L-Lipschitz連続であることを示せ．
(b) ∇f が L-Lipschitz連続ならば，任意の x ∈ Rd に対し ∥∇2f(x)∥ ≤ Lであることを示せ．
(c) ∇f の Lipschitz定数は大きいが，∇2f の Lipschitz定数は小さい関数 f の例を挙げよ．
(d) ∇f の Lipschitz定数は小さいが，∇2f の Lipschitz定数は大きい関数 f の例を挙げよ．

問題 2. 正則化無しのNewton法が収束しない強凸平滑関数の例
関数 g : R→ Rを

g(x) :=
√

1 + x2

と定める．
(a) g が凸関数であること，また g′ が 1-Lipschitz連続であることを示せ．
(b) g′′ が Lipschitz連続であることを示せ．
(c) µ > 0に対し，関数 f : R→ Rを

f(x) := g(x) +
µ

2
x2

と定め，関数 f に対する Newton法

xk+1 = xk −
f ′(xk)

f ′′(xk)
(k = 0, 1, . . . )

を考える．µが十分小さいとき，ある α ∈ Rが存在し，初期点 x0 = αから始めた Newton法が収
束しないことを示せ．
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問題 3. ステップサイズを大きくすることも許す場合の最急降下法の計算量
関数 f : Rd → R について，∇f は L-Lipschitz 連続であると仮定する．x0 ∈ Rd, ℓinit > 0,

α > 1 ≥ β > 0を任意にとり，∆ := f(x0)− infx∈Rd f(x), ℓmax := max{ℓinit, αL}とおく．以下のア
ルゴリズムは，∥∇f(xk)∥ ≤ εなる点 xk を⌈

2ℓmax∆

ε2

⌉
logα

(
α

β

)
+ logα

(
ℓmax

ℓinit

)
回以下の反復で見つけることを示せ．（k が増加しない反復もあることに注意．）

1: ℓ← ℓinit, k ← 0

2: repeat

3: x← xk − 1
ℓ∇f(xk)

4: if f(x)− f(xk) ≤ ⟨∇f(xk), x− xk⟩+ ℓ
2∥x− xk∥2 :

5: xk+1 ← x, k ← k + 1, ℓ← βℓ

6: else

7: ℓ← αℓ

問題 4. 最急降下法の収束が遅くなる関数の例
(a) r0 > r1 > 0を定数とする．微分可能な関数 g : R→ Rのうち，条件

g(0) = 0, g′(0) = −r0, g(r0) ≥ −r20, g′(r0) = −r1,

と

|g′(x)− g′(y)| ≤ |x− y|, ∀x, y ∈ [0, r0]

を満たすものを一つ求めよ．
(b) 0 < δ < 1 を定数とする．微分可能な関数 f : R → R と実数 L,∆ > 0 の組のうち，以下の条件

(i)–(iii)を全て満たすものを一つ構成せよ:

(i) f ′ は L-Lipschitz連続である．
(ii) f(0)− infx∈R f(x) ≤ ∆．
(iii) 数列 (xk)k∈N を，初期点 x0 = 0，ステップサイズ 1

L の最急降下法

xk+1 = xk −
1

L
f ′(xk) (k = 0, 1, . . . )

により定める．このとき，任意の ε > 0に対し，|f ′(xk)| ≤ εを満たす最小の k は

δL∆

2ε2−δ
− 1

以上である．
ヒント: 不等式∑∞

k=1 k
− 2

2−δ ≤ 2
δ を証明無しに用いてよい．
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問題 5. 3次正則化Newton法の子問題の性質
定数M > 0，ベクトル g ∈ Rd，（半正定値とは限らない）対称行列H ∈ Rd×d に対し，最適化問題

min
u∈Rd

{
f(u) := ⟨g, u⟩+ 1

2
∥u∥2H +

M

6
∥u∥3

}
を考える．この問題の任意の最適解を u∗ ∈ Rd とおき，さらに σ := M

2 ∥u
∗∥とおく．

(a) 等式 (H + σI)u∗ = −g が成り立つことを示せ．
(b) 行列

H + σI + σ

(
u∗

∥u∗∥

)(
u∗

∥u∗∥

)⊤

は半正定値であることを示せ．
(c) ⟨u∗, v⟩ ̸= 0なる v ∈ Rd を任意に固定する．等式

f(u∗ + αv)− f(u∗) =
α2

2
∥v∥2H+σI

を満たす α ̸= 0を一つ求めよ．
(d) 行列 H + σI は半正定値であることを示せ．

問題 6. Hesse行列の Lipschitz連続性から従うHessian-free不等式
関数 f : Rd → Rについて，∇2f はM -Lipschitz連続であると仮定する．

(a) x1, . . . , xn ∈ Rd と，∑n
i=1 λi = 1なる λ1, . . . , λn ≥ 0を任意にとり，x̄ :=

∑n
i=1 λixi とおく．以

下の式を示せ:∥∥∥∥∥∇f(x̄)−
n∑

i=1

λi∇f(xi)

∥∥∥∥∥ ≤ M

2

n∑
i=1

λi∥xi − x̄∥2 =
M

2

∑
1≤i<j≤n

λiλj∥xi − xj∥2.

(b) 任意の x, y ∈ Rd に対し，以下の不等式を示せ:

f(x)− f(y) ≤ 1

2
⟨∇f(x) +∇f(y), x− y⟩+ M

12
∥x− y∥3.

ヒント: (a)を用いる．

問題 7. Heavy-ball法における関数値減少量の評価
関数 f : Rd → Rについて，∇f は L-Lipschitz 連続，∇2f はM -Lipschitz 連続であると仮定する．
点列 (xk)k∈N を，慣性係数が 1の Heavy-ball法

xk+1 = 2xk − xk−1 −
1

L
∇f(xk) (k = 0, 1, . . . )

で定める．ただし x−1 := x0 とする．表記の簡略化のため，k ≥ −1に対し uk := xk+1 − xk とおき，
k ≥ 0に対し Sk :=

∑k−1
i=0 ∥ui∥2 とおく．

(a) k ≥ 0に対し，以下の不等式を示せ:

f(xk+1)− f(xk) ≤
L

2
⟨uk−1, uk⟩ −

L

2
⟨uk, uk+1⟩+

M

12
∥uk∥3.
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(b) k ≥ 0に対し，以下の不等式を示せ:

f(xk+1) + f(xk)

2
− f(x0) ≤ −

L

4
∥uk∥2 +

M

12

k−1∑
i=0

∥ui∥3.

ただし∑−1
i=0∥ui∥3 = 0と約束する．

(c) k ≥ 1に対し，以下の不等式を示せ:

min
1≤i≤k

f(xi)− f(x0) ≤
1

2k − 1

(
−LSk

2
+

M

6
(k − 1)

k−2∑
i=0

∥ui∥3
)
.

(d) k ≥ 1を任意に固定する．
√

(k − 1)5Sk−1 ≤ 3L
4M であるとき，以下の不等式を示せ:

min
1≤i≤k

f(xi)− f(x0) ≤ −
LSk

4k
.

ヒント: ℓp ノルムの単調性と，k ≥ 2に対し 2(k − 1)3/2 ≥ k が成り立つことを使う．

問題 8. Heavy-ball法における勾配ノルムの評価
本問題では前問と同じ設定を引き継ぐ．k ≥ 1に対し x̄k := 1

k

∑k−1
i=0 xi とおく．

(a) 0 ≤ i < j < k に対し，∥xi − xj∥2 ≤ kSk−1 を示せ．
ヒント: 三角不等式と Cauchy–Schwarzの不等式を用いる．

(b) k ≥ 1に対し，以下の不等式を示せ:

k∥∇f(x̄k)∥ ≤ L∥uk−1∥+
M

4
k(k − 1)Sk−1.

(c) k ≥ 1に対し，以下の不等式を示せ:

k∑
i=1

i∥∇f(x̄i)∥ ≤ L
√

kSk +
M

12
k(k2 − 1)Sk−1.

(d) k ≥ 1を任意に固定する．
√

(k − 1)5Sk−1 ≤ 3L
4M であるとき，以下の不等式を示せ:

min
1≤i≤k

∥∇f(x̄i)∥ ≤ 3L

√
Sk

k3
.

問題 9. Levenberg–Marquardt法の計算量（難）
ベクトル値関数 F : Rd → Rn の Jacobi 行列関数 J : Rd → Rn×d が L-Lipschitz 連続であると仮定
する．点列 (xk)k∈N を，最小二乗問題

min
x∈Rd

{
f(x) :=

1

2
∥F (x)∥2

}
に対する Levenberg–Marquardt (LM) 法

xk+1 ∈ argmin
x∈Rd

{
f̄k(x) :=

1

2
∥F (xk) + J(xk)(x− xk)∥2 +

λk

2
∥x− xk∥2

}
(k = 0, 1, . . . )

で定める．ただしパラメータ λk は λk := L∥F (xk)∥と定める．表記の簡略化のため uk := xk+1 − xk,

∆ := f(x0)− infx∈Rd f(x)とおく．
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(a) k ≥ 0に対し，以下の不等式を示せ:

f̄k(xk+1) ≤ f(xk)−
λk

2
∥uk∥2.

(b) k ≥ 0に対し，以下の不等式を示せ:

f(xk+1) ≤ f̄k(xk+1).

ヒント: (a)を用いて ∥F (xk) + J(xk)uk∥ ≤ λk

L − L∥uk∥2 を示す．

以下では，σ > 0を定数とし，任意の k ∈ Nに対し ∥J(xk)∥ ≤ σ が成り立つと仮定する．
(c) k ≥ 0に対し，以下の不等式を示せ:

∥∇f(xk+1)∥ ≤ 2λk∥uk∥+
Lσ

2
∥uk∥2.

(d) k ≥ 1に対し，以下の不等式を示せ:

k−1∑
i=0

λi∥ui∥ ≤
√

2L∆∥F (x0)∥k.

ヒント: Cauchy–Schwarzの不等式を用いる．
(e) k ≥ 0に対し，以下の不等式を示せ:

∥uk∥2 ≤
2

L2
(λk − λk+1).

(f) k ≥ 1に対し，以下の不等式を示せ:

min
1≤i≤k

∥∇f(xi)∥ ≤
√

8L∆∥F (x0)∥
k

+
σ∥F (x0)∥

k
.

5


