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問題 1. 基礎的問題
(a) 微分積分学の基本定理より，

∇f(x)−∇f(y) =

∫ 1

0

∇2f(y + t(x− y))(x− y) dt.

両辺のノルムをとり，∥∇2f(x)∥ ≤ Lを使うと，

∥∇f(x)−∇f(y)∥ ≤
∫ 1

0

∥∥∇2f(y + t(x− y))(x− y)
∥∥ dt ≤ ∫ 1

0

L∥x− y∥ dt = L∥x− y∥

を得る．
(b) 方向微分と偏微分の関係より，

∇2f(x)v = lim
t→0

∇f(x+ tv)−∇f(x)

t
.

両辺のノルムをとり，∇f の Lipschitz連続性を使うと，
∥∥∇2f(x)v

∥∥ = lim
t→0

∥∇f(x+ tv)−∇f(x)∥
|t|

≤ L∥v∥

を得る．これが任意の v ∈ R2 に対し成り立つため，∥∇2f(x)∥ ≤ Lである．
(c) 例えば f(x) = 100x2 とすると，f ′ の Lipschitz定数は 200，f ′′ の Lipschitz定数は 0である．
(d) 例えば f(x) = sin(100x)

10000 とすると，f ′′(x) = − sin(100x), f ′′′(x) = −100 cos(100x) であるため，
f ′ の Lipschitz定数は 1，f ′′ の Lipschitz定数は 100である．
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問題 2. 正則化無しのNewton法が収束しない強凸平滑関数の例
本問題は [Doikov, 2021, Example 1.4.3]を参考に作成しました．

(a)

g′(x) =
x√

1 + x2
, g′′(x) =

1

(1 + x2)3/2

である．0 ≤ g′′(x) ≤ 1より g は凸関数であり，g′ は 1-Lipschitz連続である．
(b)

g′′′(x) = − 3x

(1 + x2)5/2

であり，

|g′′′(x)| = 3|x|
(1 + x2)5/2

= 3
(
|x|−2/5 + |x|8/5

)−5/2

= 3

(
4 · |x|

−2/5

4
+ |x|8/5

)−5/2

≤ 3
(
5 · 2−8/5

)−5/2

が成り立つ．最後の不等号には AM–GM 不等式を用いた．|g′′′(x)| が有界であるため，g′′ は
Lipschitz連続である．

(c)

h(x) := x− f ′(x)

f ′′(x)

とおくと，

h(x) = x− g′(x) + µx

g′′(x) + µ
= −g′(x)− xg′′(x)

g′′(x) + µ
= − x3

1 + µ(1 + x2)3/2

である．若干唐突だが，h(x) = −xなる x > 0について考える（これは h(x)を小さい µに対して
プロットすると思いつける）．x > 0の下では h(x) = −xは

µ =
x2 − 1

(x2 + 1)3/2

と等価である．よって，µ > 0が集合{
x2 − 1

(x2 + 1)3/2

∣∣∣∣ x > 0

}
に含まれるほど小さければ，h(α) = −α なる α > 0 が存在する．x0 = α とすると，x1 = −α,

x2 = α, x3 = −α, . . . となり，Newton法は収束しない．なお，

max
x>0

{
x2 − 1

(x2 + 1)3/2

}
=

√
6

9

であるため，µ ≤
√
6
9 のときに上記の αが存在する．
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問題 3. ステップサイズを大きくすることも許す場合の最急降下法の計算量
アルゴリズムが ε-停留点を見つけるまでに，5行目がNsuc 回，7行目がNunsuc 回実行されるとする．
総反復数は Nsuc +Nunsuc である．
アルゴリズム中の ℓが ℓmax を超えないことから，

ℓinitβ
NsucαNunsuc ≤ ℓmax

が成り立つ．両辺の対数をとり，

Nunsuc ≤ Nsuc logα

(
1

β

)
+ logα

(
ℓmax

ℓinit

)
を得る．一方，講義中に示した β = 1の場合と同様に

Nsuc ≤
⌈
2ℓmax∆

ε2

⌉
が成り立つ．これらを合わせると，

Nsuc +Nunsuc ≤ Nsuc logα

(
α

β

)
+ logα

(
ℓmax

ℓinit

)
≤
⌈
2ℓmax∆

ε2

⌉
logα

(
α

β

)
+ logα

(
ℓmax

ℓinit

)
を得る．
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問題 4. 最急降下法の収束が遅くなる関数の例
本問題は [Cartis et al., 2010]を参考に作成しました．

(a) 2次関数

g(x) =

∫ x

0

((
1− r1

r0

)
t− r0

)
dt =

(
1− r1

r0

)
x2

2
− r0x

は条件を全て満たす．例えば，g(r0) = − 1
2r0(r0 + r1) ≥ −r20 である．

(b) 数列 (rk)k∈N を

rk = (k + 1)−
1

2−δ

と定め，(a)と同様に関数の列 (gk)k∈N を

gk(x) =

(
1− rk+1

rk

)
x2

2
− rkx

と定める．これを用いて関数 f : R → Rを

f(x) :=


−r0x for x ≤ 0,

gk

(
x−

k−1∑
i=0

ri

)
+

k−1∑
i=0

gi(ri) for

k−1∑
i=0

ri ≤ x ≤
k∑

i=0

ri (k = 0, 1, . . . )

と定める．すると f は連続的微分可能である．この f と

L = 1, ∆ =
2

δ

が条件 (i)–(iii)を満たすことを示す．
まず，(a)と f の定義から f ′ は 1-Lipschitz連続であるため，条件 (i)を満たす．
次に，f が R上で単調減少であることと，

lim
x→+∞

f(x) =

∞∑
i=0

gi(ri) ≥ −
∞∑
i=0

r2i = −
∞∑
k=1

k−
2

2−δ ≥ −2

δ

を合わせると，

f(0)− inf
x∈R

f(x) ≤ 2

δ
= ∆

が得られ，条件 (ii)が示された．
最後に条件 (iii)を考える．帰納的に xk =

∑k−1
i=0 ri と f ′(xk) = −rk = −(k + 1)−

1
2−δ がいえる．

よって |f ′(xk)| ≤ εを満たす最小の k は

1

ε2−δ
− 1 = L · δ∆

2
· 1

ε2−δ
− 1

以上であり，条件 (iii)も成り立つ．
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図 1: 問題 4(b)で構成した関数 f に最急降下法を適用した結果 (δ = 0.1)
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問題 5. 3次正則化Newton法の子問題の性質
本問題は [Cartis et al., 2011, Theorem 3.1]を参考に作成しました．

(a) 1次の最適性条件より ∇F (u∗) = 0が成り立つ．これと

∇f(u∗) = g +Hu∗ +
M

2
∥u∗∥u∗

= g + (H + σI)u∗

より示された．
(b) 2次の最適性条件より ∇2f(u∗) ⪰ O が成り立つ．これと

∇2f(u∗) = H +
M

2

(
∥u∗∥I + 1

∥u∗∥
u∗(u∗)

⊤
)

= H + σI + σ

(
u∗

∥u∗∥

)(
u∗

∥u∗∥

)⊤

より示された．
(c) ∥u∗ + αv∥ = ∥u∗∥かつ α ̸= 0となるように

α = −2
⟨u∗, v⟩
∥v∥2

ととってみる．このとき，

f(u∗ + αv)− f(u∗) =

(
⟨g, u∗ + αv⟩+ 1

2
∥u∗ + αv∥2H

)
−
(
⟨g, u∗⟩+ 1

2
∥u∗∥2H

)
= α⟨g +Hu∗, v⟩+ α2

2
∥v∥2H

= −ασ⟨u∗, v⟩+ α2

2
∥v∥2H ((a)より)

=
α2σ

2
∥v∥2 + α2

2
∥v∥2H (αの定義)

=
α2

2
∥v∥2H+σI

が成り立つ．
(d) (b)より，⟨u∗, v⟩ = 0なる任意の v ∈ Rd に対し ∥v∥2H+σI ≥ 0である．また (c)より，⟨u∗, v⟩ ̸= 0

なる任意の v ∈ Rd に対しても ∥v∥2H+σI ≥ 0である．以上で示された．
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問題 6. Hesse行列の Lipschitz連続性から従うHessian-free不等式
本問題は [Marumo and Takeda, 2024a, Lemmas 3.1 and 3.2]をもとに作成しました．

(a) 微分積分学の基本定理より

∇f(x̄)−∇f(xi) =

∫ 1

0

∇2f(x̄+ t(xi − x̄))(x̄− xi) dt.

これに λi をかけ，iについて足すと，

∇f(x̄)−
n∑

i=1

λi∇f(xi) =

n∑
i=1

λi

∫ 1

0

∇2f(x̄+ t(xi − x̄))(x̄− xi) dt

=

n∑
i=1

λi

∫ 1

0

(
∇2f(x̄+ t(xi − x̄))−∇2f(x̄)

)
(x̄− xi) dt

を得る．ノルムをとり，∇2f のM -Lipschitz連続性を使うと，∥∥∥∥∥∇f(x̄)−
n∑

i=1

λi∇f(xi)

∥∥∥∥∥ ≤
n∑

i=1

λi

∫ 1

0

∥∥∇2f(x̄+ t(xi − x̄))−∇2f(x̄)
∥∥∥x̄− xi∥ dt

≤
n∑

i=1

λi

∫ 1

0

Mt∥xi − x̄∥2 dt = M

2

n∑
i=1

λi∥xi − x̄∥2

を得る．これで不等号が示された．等号は以下のように示される:∑
1≤i<j≤n

λiλj∥xi − xj∥2 =
1

2

n∑
i,j=1

λiλj∥xi − xj∥2

=
1

2

n∑
i,j=1

λiλj∥xi∥2 +
1

2

n∑
i,j=1

λiλj∥xj∥2 −
n∑

i,j=1

⟨λixi, λjxj⟩

=

n∑
i=1

λi∥xi∥2 − ∥x̄∥2 =

n∑
i=1

λi∥xi − x̄∥2.

(b)

f(x)− f(y) =

∫ 1

0

⟨∇f(tx+ (1− t)y), x− y⟩ dt,

1

2
⟨∇f(x) +∇f(y), x− y⟩ =

∫ 1

0

〈
t∇f(x) + (1− t)∇f(y), x− y

〉
dt

より，

f(x)− f(y)− 1

2
⟨∇f(x) +∇f(y), x− y⟩

=

∫ 1

0

〈
∇f(tx+ (1− t)y)− t∇f(x)− (1− t)∇f(y), x− y

〉
dt

≤
∫ 1

0

∥∥∥∇f(tx+ (1− t)y)− t∇f(x)− (1− t)∇f(y)
∥∥∥∥x− y∥ dt

が成り立つ．1つ目のノルムは，(a)の不等式で n = 2としたものを使うと∥∥∥∇f(tx+ (1− t)y)− t∇f(x)− (1− t)∇f(y)
∥∥∥ ≤ M

2
t(1− t)∥x− y∥2

と評価できる．あとは積分計算 ∫ 1

0
t(1− t) dt = 1

6 をすれば示すべき式を得る．
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問題 7. Heavy-ball法における関数値減少量の評価
本問題は [Marumo and Takeda, 2024b]をもとに作成しました．

(a) 更新式は

uk = uk−1 −
1

L
∇f(xk)

と書き直せる．これを使って ∇2f の Lipschitz連続性から従う不等式を変形すると，

f(xk+1)− f(xk) ≤
1

2
⟨∇f(xk) +∇f(xk+1), uk⟩+

M

12
∥uk∥3

=
L

2
⟨(uk−1 − uk) + (uk − uk+1), uk⟩+

M

12
∥uk∥3

=
L

2
⟨uk−1, uk⟩ −

L

2
⟨uk, uk+1⟩+

M

12
∥uk∥3

を得る．
(b) (a)の不等式の添字 k を iに取り替え，0 ≤ i < k について足し合わせると

f(xk)− f(x0) ≤ −L

2
⟨uk−1, uk⟩+

M

12

k−1∑
i=0

∥ui∥3

を得る（これは k = 0でも成立する）．一方，∇f の Lipschitz連続性から

f(xk+1)− f(xk) ≤ ⟨∇f(xk), uk⟩+
L

2
∥uk∥2 = L⟨uk−1 − uk, uk⟩+

L

2
∥uk∥2

= L⟨uk−1, uk⟩ −
L

2
∥uk∥2

も成り立つ．これを 1/2倍して先の不等式に足すと示すべき式を得る．
(c) (b)の不等式の添字 k を iに取り替え，0 ≤ i < k について足し合わせると(

1

2
f(xk) +

k−1∑
i=1

f(xi)

)
−
(
k − 1

2

)
f(x0) ≤ −LSk

4
+

M

12

k−1∑
j=0

j−1∑
i=0

∥ui∥3

≤ −LSk

4
+

M

12
(k − 1)

k−2∑
i=0

∥ui∥3

を得る．左辺第 1項を (k − 1
2

)
min1≤i≤k f(xi)で下から押さえ，両辺を k − 1

2 = 2k−1
2 で割ると，

示すべき式を得る．
(d) k = 1の場合は容易．以下 k ≥ 2を仮定する．ℓp ノルムの単調性より，

∑k−2
i=0 ∥ui∥3 ≤ (Sk−1)

3/2

が成り立つ．これを (c)の不等式に適用し少々計算すると，以下のように示すべき不等式を得る:

min
1≤i≤k

f(xi)− f(x0) ≤
1

2k − 1

(
−LSk

2
+

M

6
(k − 1)(Sk−1)

3/2

)
≤ 1

2k − 1

(
−L

2
+

M

6
(k − 1)

√
Sk−1

)
Sk (Sk−1 ≤ Sk より)

≤ 1

2k − 1

(
−L

2
+

L

8(k − 1)3/2

)
Sk (

√
(k − 1)5Sk−1 ≤ 3L

4M より)

≤ 1

2k − 1

(
−L

2
+

L

4k

)
Sk (k ≥ 2より)

= −LSk

4k
.
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問題 8. Heavy-ball法における勾配ノルムの評価
本問題は [Marumo and Takeda, 2024b]をもとに作成しました．

(a) 三角不等式と Cauchy–Schwarzの不等式を使うと，

∥xi − xj∥2 ≤

(
j−1∑
l=i

∥ul∥

)2

≤ (j − i)

j−1∑
l=i

∥ul∥2 ≤ k

k−2∑
l=0

∥ul∥2 = kSk−1

を得る．
(b) Heavy-ball法の更新式を足し合わせると，

uk−1 = − 1

L

k−1∑
i=0

∇f(xi)

を得る．一方，∇2f の Lipschitz連続性から従う Hessian-free不等式と (a)の不等式を使うと，∥∥∥∥∥∇f(x̄k)−
1

k

k−1∑
i=0

∇f(xi)

∥∥∥∥∥ ≤ M

2k2

∑
0≤i<j<k

∥xi − xj∥2 ≤ M

2k

∑
0≤i<j<k

Sk−1 =
M

4
(k − 1)Sk−1

を得る．これらを組み合わせると示すべき不等式を得る．
(c) (b)の不等式の添字 k を iに取り替え，1 ≤ i ≤ k について足し合わせると，

k∑
i=1

i∥∇f(x̄i)∥ ≤ L

k∑
i=1

∥ui−1∥+
M

4

k∑
i=1

i(i− 1)Si−1

を得る．右辺の各項を
k∑

i=1

∥ui−1∥ ≤
√
kSk (Cauchy–Schwarzの不等式より),

k∑
i=1

i(i− 1)Si−1 ≤ Sk−1

k∑
i=1

i(i− 1) =
1

3
k(k2 − 1)Sk−1

と押さえると，示すべき不等式を得る．
(d) k = 1の場合は容易．以下 k ≥ 2を仮定する．示すべき不等式は以下のように得られる:

min
1≤i≤k

∥∇f(x̄i)∥ ≤ 2

k(k + 1)

k∑
i=1

i∥∇f(x̄i)∥

≤ 2L

√
Sk

k(k + 1)2
+

M

6
(k − 1)Sk−1 ((c)の不等式より)

≤ 2L

√
Sk

k3
+

M

6
(k − 1)

√
Sk−1

√
Sk

≤ 2L

√
Sk

k3
+

L

8(k − 1)3/2

√
Sk (

√
(k − 1)5Sk−1 ≤ 3L

4M より)

≤ 2L

√
Sk

k3
+

L

8(k/2)3/2

√
Sk (k ≥ 2より)

≤ 3L

√
Sk

k3
.
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問題 9. Levenberg–Marquardt法の計算量（難）
本問題は [Marumo et al., 2022, 2023] をもとに作成しました．以下では，表記の簡略化のために

Fk := F (xk), Jk := J(xk)と書きます．
(a) f̄k の λk-強凸性と ∇f̄k(xk+1) = 0より，

f̄k(xk)− f̄k(xk+1) ≥
〈
∇f̄k(xk+1), xk+1 − xk

〉
+

λk

2
∥xk+1 − xk∥2

=
λk

2
∥xk+1 − xk∥2

が成り立つ．これと f̄k(xk) = f(xk)より示された．
(b) J の Lipschitz連続性から従う不等式

∥Fk+1 − Fk − Jkuk∥ ≤ L

2
∥uk∥2 (1)

を使うと，

f(xk+1)− f̄k(xk+1) =
1

2
∥Fk+1∥2 −

1

2
∥Fk + Jkuk∥2 −

λk

2
∥uk∥2

≤ 1

2

(
∥Fk + Jkuk∥+

L

2
∥uk∥2

)2

− 1

2
∥Fk + Jkuk∥2 −

λk

2
∥uk∥2

=
L

2
∥Fk + Jkuk∥∥uk∥2 +

L2

8
∥uk∥4 −

λk

2
∥uk∥2

を得る．これの右辺第一項に

∥Fk + Jkuk∥ =

√
2f̄k(xk+1)− λk∥uk∥2

≤
√
2f(xk)− 2λk∥uk∥2 ((a)より)

=

√
λ2
k

L2
− 2λk∥uk∥2 (λk = L∥Fk∥より)

≤ λk

L

(
1− L2

λk
∥uk∥2

)
(
√
1− 2x ≤ 1− xより)

を使うと，

f(xk+1)− f̄k(xk+1) ≤
λk

2

(
1− L2

λk
∥uk∥2

)
∥uk∥2 +

L2

8
∥uk∥4 −

λk

2
∥uk∥2

= −3L2

8
∥uk∥4 ≤ 0

を得る．
(c) (a), (b)を合わせると，

f(xk+1) ≤ f(xk)−
λk

2
∥uk∥2 (2)

を得る．すなわち，f(xk) や λk = L∥Fk∥ は単調減少である．この事実はこれ以降の小問でも
使う．
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∇f(xk+1)を

∇f(xk+1) = ∇f(xk+1)−∇f̄k(xk+1)

= J⊤
k+1Fk+1 − J⊤

k (Fk + Jkuk)− λkuk

= (Jk+1 − Jk)
⊤
Fk+1 + J⊤

k (Fk+1 − Fk − Jkuk)− λkuk

と 3項に分解する．第 1項のノルムは∥∥∥(Jk+1 − Jk)
⊤
Fk+1

∥∥∥ ≤ ∥Jk+1 − Jk∥∥Fk+1∥

≤ L∥uk∥∥Fk+1∥ (J の Lipschitz連続性より)

≤ λk∥uk∥ (λk = L∥Fk∥ ≥ L∥Fk+1∥より)

と，第 2項のノルムは∥∥J⊤
k (Fk+1 − Fk − Jkuk)

∥∥ ≤ σ∥Fk+1 − Fk − Jkuk∥ (仮定 ∥Jk∥ ≤ σ より)

≤ Lσ

2
∥uk∥2 ((1)より)

と押さえられる．以上より示すべき式を得る．
(d) Cauchy–Schwarzの不等式を用いると，

k−1∑
i=0

λi∥ui∥ ≤

√√√√(k−1∑
i=0

λi

)(
k−1∑
i=0

λi∥ui∥2
)

≤
√

(kλ0) · (2∆) =
√
2L∆∥F (x0)∥k

を得る．2つ目の不等号には λk の単調減少性と (2)を用いた．
(e) (2)は λk を使って

λ2
k+1 ≤ λ2

k − L2λk∥uk∥2

と書き直せる．これと λk+1 ≤ λk を使うと

∥uk∥2 ≤
λ2
k − λ2

k+1

L2λk
=

λk + λk+1

λk

λk − λk+1

L2
≤ 2

λk − λk+1

L2

を得る．
(f) (c)の不等式の添字 k を iに取り替えて 0 ≤ i < k について足し合わせ，(d), (e)を適用すると示
すべき式を得る．
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