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講演の概要

•内容：制約想定が不要な代数的最適性条件の導出[Iori and Ohtsuka 2020]

• 制約想定（CQ）：KKT条件が最適性必要条件となるための付加的な条件
• 代数的：ここでは“方程式で書ける”ぐらいのイメージ
• 代数的な条件の導出には実行可能集合の数式による記述が必須

•理論的なツール：代数幾何学
• 代数（多項式方程式）と幾何（解集合）の対応関係を調べる分野
• 解集合には方程式ではなく“方程式の無限集合（イデアル）”が対応
• イデアルを対象とする数式処理で最適性条件を導く
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幾何的対象 代数的対象



目次

•講義１：連続最適化問題の最適性条件
• KKT条件とCQについて
• 既存のCQが不要な最適性条件（FJ条件，ペナルティ関数法に基づく条件）

•講義２：ペナルティ関数法と射影空間
• 射影空間：線形空間に無限遠点を付加した空間
• ペナルティパラメータの極限計算を射影空間上で厳密に考慮

•講義３：代数幾何学による最適性条件の導出
• 射影空間上の幾何学的な操作を代数計算で実現
• いくつかの例題の紹介
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連続最適化問題の最適性条件
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問題設定

•制約付き非線形最適化問題（COP）

• 𝑓𝑓:ℝ𝑛𝑛 → ℝ, 𝑔𝑔:ℝ𝑛𝑛 → ℝ𝑚𝑚：多項式
• 講義２までの内容は 𝑓𝑓,𝑔𝑔 がより一般の関数であっても成立
• 𝒳𝒳 ≔ 𝑥𝑥 ∈ ℝ𝑛𝑛 𝑔𝑔 𝑥𝑥 = 0 ：許容集合
• 不等式条件 ℎ 𝑥𝑥 ≤ 0 は等式条件 ℎ 𝑥𝑥 + 𝑠𝑠2 = 0 へ帰着[Bertsekas2005, Fukuda2017]
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COP ∶ �
min
𝑥𝑥∈ℝ𝑛𝑛

𝑓𝑓 𝑥𝑥

s. t. 𝑔𝑔 𝑥𝑥 = 0

𝑠𝑠 ∈ ℝ：2乗スラック変数

𝑥𝑥 = 𝑥𝑥1 𝑥𝑥2 ⋯ 𝑥𝑥𝑛𝑛 ⊤ ∈ ℝ𝑛𝑛：決定変数



最適性（必要）条件

• Karush-Kuhn-Tucker (KKT) 条件

• �𝑥𝑥 が最適解 ⇒ KKT条件を満たす 𝜆𝜆 ∈ ℝ𝑚𝑚 が存在
• 代数的な最適性条件
• 制約想定（ 𝑔𝑔 と �𝑥𝑥 に関する追加の条件）が必要

•一次独立制約想定（Linear independence CQ, LICQ）

• 代数的でチェックが容易
• 「KKT条件が最適性条件である」ための十分条件
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𝑔𝑔 𝑥𝑥 = 0, 𝑓𝑓𝑥𝑥 𝑥𝑥 + 𝑔𝑔𝑥𝑥 𝑥𝑥 𝜆𝜆 = 0
𝑓𝑓𝑥𝑥 ≔

𝜕𝜕𝑓𝑓
𝜕𝜕𝑥𝑥1

𝜕𝜕𝑓𝑓
𝜕𝜕𝑥𝑥2

⋯
𝜕𝜕𝑓𝑓
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑛𝑛

⊤

:ℝ𝑛𝑛 → ℝ𝑛𝑛

𝑔𝑔𝑥𝑥 ≔

𝜕𝜕𝑔𝑔1
𝜕𝜕𝑥𝑥1

⋯
𝜕𝜕𝑔𝑔𝑚𝑚
𝜕𝜕𝑥𝑥1

⋮ ⋱ ⋮
𝜕𝜕𝑔𝑔1
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑛𝑛

⋯
𝜕𝜕𝑔𝑔𝑚𝑚
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑛𝑛

:ℝ𝑛𝑛 → ℝ𝑛𝑛×𝑚𝑚

rank 𝑔𝑔𝑥𝑥 �𝑥𝑥 = 𝑚𝑚

必要十分条件となるCQが存在（Guignard CQ）



制約想定が成り立つ例

•最適解はKKT条件を満たす
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min
𝑥𝑥∈ℝ2

1
2
𝑥𝑥12 + 𝑥𝑥22

s. t. 2𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 − 5 = 0

KKT条件： �
2𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 − 5 = 0

𝑥𝑥1 + 2𝜆𝜆 = 0
𝑥𝑥2 + 𝜆𝜆 = 0

𝑥𝑥1 = 2, 𝑥𝑥2 = 1, 𝜆𝜆 = −1

𝒳𝒳

最適値の等高線



制約想定が成り立たない例１

•任意の実行可能解がKKT条件を
満たさない
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min
𝑥𝑥∈ℝ2

1
2
𝑥𝑥12 + 𝑥𝑥22

s. t. 2𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 − 5 2 = 0

KKT条件： �
2𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 − 5 = 0

𝑥𝑥1 + 4𝜆𝜆 2𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 − 5 = 0
𝑥𝑥2 + 2𝜆𝜆 2𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 − 5 = 0

任意の 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2 ∈ 𝒳𝒳 について解を持たない



制約想定が成り立たない例２

•最適解はKKT条件を満たさない
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min
𝑥𝑥∈ℝ2

1
2
𝑥𝑥12 + 𝑥𝑥22

s. t. 𝑥𝑥1 − 1 2 − 𝑥𝑥2 − 1 3 = 0

KKT条件：�
𝑥𝑥1 − 1 2 − 𝑥𝑥2 − 1 3 = 0

𝑥𝑥1 + 2𝜆𝜆 𝑥𝑥1 − 1 = 0
𝑥𝑥2 + 3𝜆𝜆 𝑥𝑥2 − 1 2 = 0

 

𝑥𝑥1 = 𝑥𝑥2 = 1 で実数解を持たない

明らかに 𝑥𝑥1 = 𝑥𝑥2 = 1 が最適解だが…



線形化錐，接錐

•線型化錐： 𝑔𝑔 𝑥𝑥 の線形近似から定まる錐

• 関数 𝑔𝑔 𝑥𝑥 に依存（𝒳𝒳 のみから定まらない）
• 𝒳𝒳 の �𝑥𝑥 周りの代数的な線形化

•接錐：幾何的に定まる集合の“線形化”

• “どの方向から近づけるか”を表す集合
• 𝒳𝒳 の �𝑥𝑥 周りの幾何的な線形化
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𝒯𝒯𝒳𝒳 �𝑥𝑥 ≔ 𝑑𝑑 ∈ ℝ𝑛𝑛
∃ 𝑥𝑥𝑘𝑘 ⊂ 𝒳𝒳, 𝑡𝑡𝑘𝑘 ↓ 0

s. t. 𝑥𝑥𝑘𝑘 → �𝑥𝑥, 𝑥𝑥𝑘𝑘 − �𝑥𝑥
𝑡𝑡𝑘𝑘

→ 𝑑𝑑

ℒ𝒳𝒳 �𝑥𝑥 ≔ 𝑑𝑑 ∈ ℝ𝑛𝑛 𝑑𝑑⊤𝑔𝑔𝑥𝑥 �𝑥𝑥 = 0
𝑔𝑔 𝑥𝑥 = 0

�𝑥𝑥
ℒ𝒳𝒳 �𝑥𝑥

𝑔𝑔𝑥𝑥 �𝑥𝑥

𝑑𝑑

�𝑥𝑥
𝒯𝒯 𝑥𝑥

𝑑𝑑

𝑥𝑥𝑘𝑘



制約想定

• Guignard 制約想定（GCQ）：ℒ𝒳𝒳 �𝑥𝑥 ⊆ co 𝒯𝒯𝒳𝒳 �𝑥𝑥
• co 𝑇𝑇𝒳𝒳 �𝑥𝑥 ：接錐 𝑇𝑇𝒳𝒳 �𝑥𝑥 の凸包
• 集合の包含関係で記述される幾何的な制約想定
• 代数的な線形化（ℒ𝒳𝒳 �𝑥𝑥 ）と幾何的な線形化（𝒯𝒯𝒳𝒳 �𝑥𝑥 ）の
間にギャップが無いことを表す条件

• 「KKT条件が最適性条件である」ための必要十分条件[福島 2001]
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定義から常に
co 𝒯𝒯𝒳𝒳 �𝑥𝑥 ⊆ ℒ𝒳𝒳 �𝑥𝑥
が成立

�𝑥𝑥 が局所最適かつGCQを満たさない 
⇒ �𝑥𝑥 はKKT条件を満たさない



制約想定が成り立たない例２（再掲）

•最適解はKKT条件を満たさない
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min
𝑥𝑥∈ℝ2

1
2
𝑥𝑥12 + 𝑥𝑥22

𝑠𝑠. 𝑡𝑡. 𝑥𝑥1 − 1 2 − 𝑥𝑥2 − 1 3 = 0

𝒯𝒯𝒳𝒳
1
1 = 𝑑𝑑 ∈ ℝ2 𝑑𝑑1 = 0,𝑑𝑑2 ≥ 0

= co 𝒯𝒯 �𝑥𝑥

ℒ𝒳𝒳
1
1 = 𝑑𝑑 ∈ ℝ2 𝑑𝑑⊤𝑔𝑔𝑥𝑥

1
1 = 0

= ℝ2 ∵ 𝑔𝑔𝑥𝑥
1
1 = 0

𝒯𝒯𝒳𝒳
1
1



制約想定が成り立たない例２（再掲）

•最適解はKKT条件を満たさない
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min
𝑥𝑥∈ℝ2

1
2
𝑥𝑥12 + 𝑥𝑥22

𝑠𝑠. 𝑡𝑡. 𝑥𝑥1 − 1 2 − 𝑥𝑥2 − 1 3 = 0

𝒯𝒯𝒳𝒳
1
1 = 𝑑𝑑 ∈ ℝ2 𝑑𝑑1 = 0,𝑑𝑑2 ≥ 0

= co 𝒯𝒯 �𝑥𝑥

ℒ𝒳𝒳
1
1 = 𝑑𝑑 ∈ ℝ2 𝑑𝑑⊤𝑔𝑔𝑥𝑥

1
1 = 0

= ℝ2 ∵ 𝑔𝑔𝑥𝑥
1
1 = 0

GCQを満たさない！

ℒ𝒳𝒳
1
1

𝒯𝒯𝒳𝒳
1
1



既存の最適性条件

• KKT条件
• 利点：方程式・不等式で記述（代数的）
• 欠点：制約想定が必要

•制約想定の不要な最適性条件
• Fritz John (FJ) 条件
• 逐次最適性条件（AGP[Martinez et al. 2003], AKKT[Andreani et al. 2011], etc. ）
• ペナルティ関数法に基づく条件
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先行研究[Andreani et al. 2011]にてAKKT条件の提案に際し導出



制約想定が不要な最適性条件１

• Fritz John（FJ）条件

• �𝑥𝑥 が最適解 ⇒ 非ゼロの 𝜆𝜆0 𝜆𝜆⊤ ∈ ℝ𝑚𝑚+1 が存在
• 𝜆𝜆0 ≠ 0 の場合：KKT条件に帰着
• 𝜆𝜆0 = 0 の場合：コスト関数 𝑓𝑓 に依存しない式となる（最適性？）
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𝑔𝑔 𝑥𝑥 = 0, 𝜆𝜆0𝑓𝑓𝑥𝑥 𝑥𝑥 + 𝑔𝑔𝑥𝑥 𝑥𝑥 𝜆𝜆 = 0, 𝜆𝜆0 𝜆𝜆⊤ ≠ 0

この状況は 𝑔𝑔 𝑥𝑥 を変えることで容易に作れる
• 𝑔𝑔𝑥𝑥 𝑥𝑥 の列ベクトルが線形従属である全ての点
• 等式制約 𝑔𝑔 𝑥𝑥 = 0 を２つの不等式 𝑔𝑔 𝑥𝑥 ≤ 0, 𝑔𝑔 𝑥𝑥 ≥ 0 に分けた場合
• 任意の実行可能解 �̅�𝑥 について自明な不等式 − 𝑥𝑥 − �̅�𝑥 2 ≤ 0 を加える

最適性条件としての有用性…？



制約想定が不要な最適性条件２

•ペナルティ関数法に基づく最適性条件
• ペナルティ関数：制約違反にペナルティを課したコスト関数

• 𝑟𝑟 ∈ ℝ：ペナルティの大きさを調節するパラメータ
• 𝑃𝑃 𝑥𝑥; 𝑟𝑟 の局所最適解が 𝑟𝑟 → ∞ でCOPの局所最適解に収束
（適切な修正が必要）
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𝑃𝑃 𝑥𝑥; 𝑟𝑟 ≔ 𝑓𝑓 𝑥𝑥 + 𝑟𝑟𝑔𝑔⊤ 𝑥𝑥 𝑔𝑔 𝑥𝑥

𝑃𝑃 𝑥𝑥; 𝑟𝑟 の局所最適解の収束列の存在 → 最適性必要条件



ペナルティ関数法のイメージ
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𝑓𝑓 𝑥𝑥 =
1
2
𝑥𝑥12 +

1
2
𝑥𝑥2 − 1 2

𝑔𝑔 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥12 + 1 白実線：実行可能集合
オレンジ実線：ペナルティ関数の等高線

𝑟𝑟 = 0.2 𝑟𝑟 = 0.5 𝑟𝑟 = 2.0



ペナルティ関数法の収束性

•大域最適解への収束性[Bertsekas 2005]

• 収束点が大域最適解であるための十分条件（演習問題）

•局所最適解[Fiacco and McCormick 1968]

• 𝒳𝒳∗ = �𝑥𝑥 の場合，点列 𝑥𝑥𝑘𝑘 の存在は最適性必要条件
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𝑃𝑃 𝑥𝑥; 𝑟𝑟  の大域最適解が 𝑟𝑟 → ∞ で収束するならば，
その収束点はCOPの大域最適解

𝒳𝒳∗ ⊂ 𝒳𝒳 をCOPの局所最適値 𝑣𝑣∗ に対応する
局所最適解の集合で，コンパクトなものとする．
このとき，𝑃𝑃 𝑥𝑥; 𝑟𝑟  の局所最適解 𝑥𝑥𝑘𝑘 であって，
𝑘𝑘 → ∞ で dist 𝒳𝒳∗, 𝑥𝑥𝑘𝑘 → 0 となるものが存在する． dist 𝒳𝒳∗, 𝑥𝑥𝑘𝑘 ≔ min

𝑥𝑥∈𝒳𝒳∗ 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑘𝑘

（ℝ𝑛𝑛の部分集合について）
コンパクト⇔ 有界かつ閉



最適性条件とならない例１

• 𝒳𝒳∗ が複数の点を含んでいる場合
• 𝒳𝒳∗ のある点への収束列 𝑥𝑥𝑘𝑘  存在するが任意の点に対してではない
• 例）
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𝑓𝑓 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥1 𝑥𝑥12 + 𝑥𝑥22 − 1
𝑔𝑔 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥12 + 𝑥𝑥22 − 1 任意の 𝑥𝑥 ∈ 𝒳𝒳 が局所最適解（𝑓𝑓 𝑥𝑥 = 0）

𝑟𝑟 = 0.2 𝑟𝑟 = 0.5 𝑟𝑟 = 2.0



最適性条件とならない例２

• 𝒳𝒳∗ がコンパクトでない場合
• ペナルティ関数 𝑃𝑃 𝑥𝑥; 𝑟𝑟  が局所最適解を持たない場合
• 例）
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𝑓𝑓 𝑥𝑥 = −𝑥𝑥12𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥2, 𝑔𝑔 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥2

これらの例外にも対応できる最適性必要条件？

𝑟𝑟 = 0.2 𝑟𝑟 = 0.5 𝑟𝑟 = 2.0



ペナルティ関数法の収束性（再掲）

•大域最適解への収束性[Bertsekas 2005, Nocedal 2006]

• 収束点が大域最適解であるための十分条件

•局所最適解[Fiacco and McCormick 1968]

• 𝒳𝒳∗ = �𝑥𝑥 の場合，点列 𝑥𝑥𝑘𝑘 の存在は最適性必要条件
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𝑃𝑃 𝑥𝑥; 𝑟𝑟  の大域最適解が 𝑟𝑟 → ∞ で収束すれば
収束点はCOPの大域最適解

𝒳𝒳∗ ⊂ 𝒳𝒳 をCOPの局所最適値 𝑣𝑣∗ に対応する
局所最適解の集合で，コンパクトなものとする．
このとき，𝑃𝑃 𝑥𝑥; 𝑟𝑟  の局所最適解 𝑥𝑥𝑘𝑘 であって，
𝑘𝑘 → ∞ で dist 𝒳𝒳∗, 𝑥𝑥𝑘𝑘 → 0 となるものが存在する．



ペナルティ関数に基づく条件

•局所ペナルティ関数

• 𝒳𝒳∗ = �𝑥𝑥 となるようコスト関数を修正
• 局所最適解 �𝑥𝑥 近傍の最適化問題に対応するペナルティ関数
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𝑃𝑃loc 𝑥𝑥; 𝑟𝑟, �𝑥𝑥 ≔ 𝑓𝑓 𝑥𝑥 + 𝑥𝑥 − �𝑥𝑥 2 + 𝑟𝑟𝑔𝑔⊤ 𝑥𝑥 𝑔𝑔 𝑥𝑥

COP�𝑥𝑥
loc: �

min
𝑥𝑥∈ℬ𝜀𝜀 �𝑥𝑥

𝑓𝑓 𝑥𝑥 + 𝑥𝑥 − �𝑥𝑥 2

s. t. 𝑔𝑔 𝑥𝑥 = 0
ℬ𝜀𝜀 �𝑥𝑥 ≔ 𝑥𝑥 ∈ ℝ𝑛𝑛 𝑥𝑥 − �𝑥𝑥 ≤ 𝜀𝜀

�𝑥𝑥 はCOP�𝑥𝑥
locの孤立局所最適解（ペナルティ関数法の収束 = 最適性条件）



ペナルティ関数に基づく条件

•定理 [Andreani et al. 2011]

•系（ペナルティ関数法に基づく最適性条件）
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�𝑥𝑥：COPの局所最適解
𝑟𝑟𝑘𝑘 𝑘𝑘=1

∞ ： lim
𝑘𝑘→∞

𝑟𝑟𝑘𝑘 = ∞ を満たす単調増加列
⇓

𝑥𝑥𝑘𝑘 𝑘𝑘=1
∞ ：𝑃𝑃loc 𝑥𝑥; 𝑟𝑟𝑘𝑘 , �𝑥𝑥  の局所最適解の列が存在し， lim

𝑘𝑘→∞
𝑥𝑥𝑘𝑘 = �𝑥𝑥

最適性条件

�𝑥𝑥：COPの局所最適解
𝑟𝑟𝑘𝑘 𝑘𝑘=1

∞ ： lim
𝑘𝑘→∞

𝑟𝑟𝑘𝑘 = ∞ を満たす単調増加列
⇓

𝑥𝑥𝑘𝑘 𝑘𝑘=1
∞ ：𝑃𝑃𝑥𝑥loc 𝑥𝑥; 𝑟𝑟𝑘𝑘 , �𝑥𝑥 = 0 を満たす点列が存在し， lim

𝑘𝑘→∞
𝑥𝑥𝑘𝑘 = �𝑥𝑥

停留条件で置き換え



ペナルティ関数法に基づく最適性条件

•幾何学的解釈
• 停留条件 𝑃𝑃𝑥𝑥loc 𝑥𝑥; 𝑟𝑟, �𝑥𝑥 = 0 の解軌跡 𝑥𝑥 𝑟𝑟, �𝑥𝑥 が
収束する点 ＝ 最適解候補

•実用性は低い
• 欠点１：局所最適解 �𝑥𝑥 は本来は未知
• 欠点２：極限操作 𝑟𝑟 → ∞ は代入 𝑟𝑟 = ∞ では

代替できない
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0 = 𝑃𝑃𝑥𝑥loc 𝑥𝑥; 𝑟𝑟, �𝑥𝑥

⇔ 𝑔𝑔⊤𝑔𝑔𝑥𝑥 𝑥𝑥 = −
𝑓𝑓𝑥𝑥 𝑥𝑥 + 2 𝑥𝑥 − �𝑥𝑥

2𝑟𝑟
→ 0 𝑟𝑟 → ∞

𝑟𝑟 𝑥𝑥1

𝑥𝑥2



既存の最適性条件まとめ

• KKT条件
• 利点：方程式・不等式で記述（代数的）
• 欠点：制約想定が必要（𝑔𝑔 𝑥𝑥 の表現に依存）

• FJ条件
• 利点：制約想定が不要
• 欠点：条件が弱い

•ペナルティ関数法に基づく条件
• 利点：制約想定が不要，𝑔𝑔 𝑥𝑥 の表現に依存しない
• 欠点：点列の収束で記述（他の逐次最適性条件も同様）（幾何学的）
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𝜆𝜆0 = 0 の場合は
最適解に関する情報
を何も与えない 幾何学的条件から

代数的条件を導出？



ペナルティ関数法と射影空間
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1コマ目のおさらい

•ペナルティ関数法に基づく最適性条件
• 任意の局所最適解 �𝑥𝑥 に対して
停留条件 𝑃𝑃𝑥𝑥loc 𝑥𝑥; 𝑟𝑟, �𝑥𝑥 = 0 の解軌跡が
 𝑟𝑟 → ∞ で �𝑥𝑥 に収束

•無限遠点の近傍の情報が知りたい
• 𝑟𝑟 = ∞ の代入は意味がない
• ℝ𝑛𝑛 内のある点近傍の情報

→ ヤコビ行列等で調べることが可能
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無限遠点をℝ𝑛𝑛内の普通の点と同等にあつかう枠組み → 射影空間

（無限遠と見なせるほど）遠い太陽が
写真の中の一点として表されている



射影空間 ~ 1次元の場合~

•まずは１次元の場合
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ℝ 𝑥𝑥



射影空間 ~ 1次元の場合~

•まずは１次元の場合
• ℝを 𝑈𝑈 = 𝑥𝑥, 1 ∈ ℝ2 𝑥𝑥 ∈ ℝ
と同一視；ℝ ∋ 𝑥𝑥 ↦ 𝑋𝑋 = 𝑥𝑥, 1 ∈ 𝑈𝑈
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ℝ 𝑥𝑥

𝑈𝑈

𝑂𝑂

𝑋𝑋0,1



射影空間 ~ 1次元の場合~

•まずは１次元の場合
• ℝを 𝑈𝑈 = 𝑥𝑥, 1 ∈ ℝ2 𝑥𝑥 ∈ ℝ
と同一視；ℝ ∋ 𝑥𝑥 ↦ 𝑋𝑋 = 𝑥𝑥, 1 ∈ 𝑈𝑈

• 𝑋𝑋 ∈ 𝑈𝑈を 直線𝑂𝑂𝑋𝑋に沿って
𝑈𝑈′ = 1,𝑦𝑦 ∈ ℝ2 ∣ 𝑦𝑦 ∈ ℝ
に写し取る（𝑋𝑋𝑋）
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ℝ 𝑥𝑥

𝑈𝑈

𝑈𝑈′

𝑂𝑂

𝑋𝑋𝑋

𝑋𝑋



射影空間 ~ 1次元の場合~

•まずは１次元の場合
• ℝを 𝑈𝑈 = 𝑥𝑥, 1 ∈ ℝ2 𝑥𝑥 ∈ ℝ
と同一視；ℝ ∋ 𝑥𝑥 ↦ 𝑋𝑋 = 𝑥𝑥, 1 ∈ 𝑈𝑈

• 𝑋𝑋 ∈ 𝑈𝑈を 直線𝑂𝑂𝑋𝑋に沿って
𝑈𝑈′ = 1,𝑦𝑦 ∈ ℝ2 ∣ 𝑦𝑦 ∈ ℝ
に写し取る（𝑋𝑋𝑋）

• 𝑋𝑋 → ∞ のとき 𝑋𝑋′ → 𝑋𝑋∞′ = 1,0
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ℝ 𝑥𝑥 ∞

𝑈𝑈

𝑈𝑈′

𝑋𝑋

𝑂𝑂

𝑋𝑋𝑋

∞

𝑋𝑋𝑋∞ = 1,0



射影空間 ~ 1次元の場合~

•まずは１次元の場合
• ℝを 𝑈𝑈 = 𝑥𝑥, 1 ∈ ℝ2 𝑥𝑥 ∈ ℝ
と同一視；ℝ ∋ 𝑥𝑥 ↦ 𝑋𝑋 = 𝑥𝑥, 1 ∈ 𝑈𝑈

• 𝑋𝑋 ∈ 𝑈𝑈を 直線𝑂𝑂𝑋𝑋に沿って
𝑈𝑈′ = 1,𝑦𝑦 ∈ ℝ2 ∣ 𝑦𝑦 ∈ ℝ
に写し取る（𝑋𝑋𝑋）

• 𝑋𝑋 → ∞ のとき 𝑋𝑋′ → 𝑋𝑋∞′ = 1,0
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ℝ 𝑥𝑥 ∞

𝑈𝑈 の無限遠点が 𝑈𝑈′ の有限な点に写る

1次元射影空間 ℙ = 𝑈𝑈 と 𝑈𝑈′ の貼り合わせ

𝑈𝑈

𝑈𝑈′

𝑋𝑋

𝑂𝑂

𝑋𝑋𝑋

∞

𝑋𝑋𝑋∞ = 1,0



射影空間 ~ 2次元の場合 ~

• ℝ2 を以下と同一視

• 例）𝑋𝑋 ∈ 𝑈𝑈は 𝑋𝑋′ ∈ 𝑈𝑈′に写る
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𝑈𝑈

𝑋𝑋0

𝑋𝑋1
𝑋𝑋2

𝑂𝑂

𝑈𝑈′
𝑋𝑋

𝑋𝑋′

𝑈𝑈 = 1, 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ ℝ3 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ ℝ2

𝑈𝑈′ = 𝑧𝑧, 𝑥𝑥, 1 ∈ ℝ3 𝑥𝑥, 𝑧𝑧 ∈ ℝ2



射影空間 ~ 2次元の場合 ~

• ℝ2 を以下と同一視

• 𝑈𝑈の無限遠点は 𝑈𝑈′ 上の有限な点に写る
例）𝑋𝑋 = 1,𝑋𝑋1,𝑋𝑋2  で 𝑋𝑋2 → ∞ のとき

𝑋𝑋′ → 𝑋𝑋∞′ = 0,0,1
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𝑈𝑈′

𝑋𝑋0

𝑋𝑋1
𝑋𝑋2

𝑂𝑂

∞
𝑋𝑋

𝑋𝑋′

𝑋𝑋∞′
||

0,0,1

𝑈𝑈 = 1, 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ ℝ3 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ ℝ2

𝑈𝑈′ = 𝑧𝑧, 𝑥𝑥, 1 ∈ ℝ3 𝑥𝑥, 𝑧𝑧 ∈ ℝ2

𝑈𝑈



射影空間 ~ 2次元の場合 ~

• ℝ2 を以下と同一視

• 𝑈𝑈の無限遠点は 𝑈𝑈′ 上の有限な点に写る

•無限遠の方向により収束先が異なる
• 𝑋𝑋1 → ∞のとき 𝑈𝑈′ 上でも無限遠
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𝑈𝑈 = 1, 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ ℝ3 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ ℝ2

𝑈𝑈′ = 𝑧𝑧, 𝑥𝑥, 1 ∈ ℝ3 𝑥𝑥, 𝑧𝑧 ∈ ℝ2
𝑈𝑈′

𝑋𝑋0

𝑋𝑋1
𝑋𝑋2

𝑂𝑂

∞

𝑋𝑋

𝑋𝑋′

𝑈𝑈

∞



射影空間 ~ 2次元の場合 ~

• ℝ2 を以下と同一視

• 𝑈𝑈の無限遠点は 𝑈𝑈′ 上の有限な点に写る

•無限遠の方向により収束先が異なる
• 𝑋𝑋1 → ∞のとき 𝑈𝑈′ 上でも無限遠

→ 平面をもう一枚考える
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𝑈𝑈

𝑈𝑈′′

𝑋𝑋0

𝑋𝑋1
𝑋𝑋2

𝑂𝑂

𝑋𝑋

𝑋𝑋′′

𝑈𝑈′

𝑈𝑈′′ = 𝑧𝑧, 1,𝑦𝑦 ∈ ℝ3 𝑦𝑦, 𝑧𝑧 ∈ ℝ2

𝑈𝑈 = 1, 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ ℝ3 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ ℝ2

𝑈𝑈′ = 𝑧𝑧, 𝑥𝑥, 1 ∈ ℝ3 𝑥𝑥, 𝑧𝑧 ∈ ℝ2



射影空間 ~ 2次元の場合 ~

• ℝ2 を以下と同一視

• 𝑈𝑈の無限遠点は 𝑈𝑈′ 上の有限な点に写る

•無限遠の方向により収束先が異なる
• 𝑋𝑋1 → ∞のとき 𝑈𝑈′ 上でも無限遠

→ もう一枚の平面 𝑈𝑈′′ が必要

• 𝑋𝑋′′ → 𝑋𝑋∞′′ = 0,1,0  ：有限な点
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𝑈𝑈

𝑈𝑈′′

𝑋𝑋0

𝑋𝑋1
𝑋𝑋2

𝑂𝑂

∞

𝑋𝑋

𝑋𝑋′′

𝑈𝑈′

𝑈𝑈′′ = 𝑧𝑧, 1,𝑦𝑦 ∈ ℝ3 𝑦𝑦, 𝑧𝑧 ∈ ℝ2

𝑈𝑈 = 1, 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ ℝ3 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ ℝ2

𝑈𝑈′ = 𝑧𝑧, 𝑥𝑥, 1 ∈ ℝ3 𝑥𝑥, 𝑧𝑧 ∈ ℝ2

2次元射影空間 ℙ2
= 𝑈𝑈, 𝑈𝑈′, 𝑈𝑈′′ の貼り合わせ



射影空間

•射影空間 ℙ𝑛𝑛 のフォーマルな定義[Cox et al. 2015]

• ℝ𝑛𝑛+1 ∖ 0  に定まる同値関係“∼”

• 同値関係 ∼で ℝ𝑛𝑛+1 ∖ 0 を割ったもの

•射影空間の点： 𝑋𝑋 ≔ 𝑋𝑋′ ∈ ℝ𝑛𝑛+1 𝑋𝑋 ∼ 𝑋𝑋′

• 斉次座標： 𝑋𝑋0 ∶ 𝑋𝑋1 ∶ ⋯ ∶ 𝑋𝑋𝑛𝑛 ≔ 𝑋𝑋0,𝑋𝑋1, … ,𝑋𝑋𝑛𝑛 ∈ ℙ𝑛𝑛
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𝑋𝑋 ∼ 𝑋𝑋′ ⇔ ∃𝜆𝜆 ≠ 0,𝑋𝑋 = 𝜆𝜆𝑋𝑋′

ℙ𝑛𝑛 ≔ ⁄ℝ𝑛𝑛+1 ∖ 0 ∼
𝑂𝑂

𝑋𝑋0 𝑋𝑋1

𝑋𝑋2

𝑋𝑋3

𝑋𝑋𝑛𝑛

𝑋𝑋
𝑋𝑋

∈ ℝ𝑛𝑛+1



射影空間と線形空間

• ℙ𝑛𝑛 は 𝑛𝑛 + 1 個の ℝ𝑛𝑛 の貼り合わせ

• 同様に部分集合 𝑈𝑈1,𝑈𝑈2, … ,𝑈𝑈𝑛𝑛 も定まる
• 各 𝑈𝑈𝑖𝑖 について以下の全単射 𝜙𝜙𝑖𝑖 が存在
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𝜙𝜙𝑖𝑖: 𝑈𝑈𝑖𝑖 ∋ 𝑋𝑋 = 𝑋𝑋0 ∶ ⋯ ∶ 𝑋𝑋𝑖𝑖 ∶ ⋯ ∶ 𝑋𝑋𝑛𝑛

↦
𝑋𝑋0
𝑋𝑋𝑖𝑖

, … ,
𝑋𝑋𝑖𝑖−1
𝑋𝑋𝑖𝑖

,
𝑋𝑋𝑖𝑖+1
𝑋𝑋𝑖𝑖

, … ,
𝑋𝑋𝑛𝑛
𝑋𝑋𝑖𝑖

⊤

∈ ℝ𝑛𝑛

𝜙𝜙𝑖𝑖−1: ℝ𝑛𝑛 ∋ 𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛 ⊤

↦ 𝑥𝑥1 ∶ ⋯ ∶ 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∶ 1 ∶ 𝑥𝑥𝑖𝑖+1 ∶ ⋯ ∶ 𝑥𝑥𝑛𝑛 ∈ 𝑈𝑈𝑖𝑖

𝜙𝜙𝑗𝑗

𝜙𝜙𝑗𝑗−1 𝜙𝜙𝑖𝑖𝜙𝜙𝑖𝑖−1

𝑈𝑈0 ≔ 𝑋𝑋0 ∶ ⋯ ∶ 𝑋𝑋𝑛𝑛 ∈ ℙ𝑛𝑛 𝑋𝑋0 ≠ 0
ℝ𝑛𝑛 𝑥𝑥

𝑈𝑈𝑗𝑗

𝑈𝑈𝑖𝑖 ℙ𝑛𝑛

𝑋𝑋𝑖𝑖

𝑋𝑋𝑗𝑗

𝑋𝑋𝑖𝑖 = 1

𝑋𝑋𝑗𝑗 = 1

𝑂𝑂

𝑋𝑋



射影空間と線型空間

• ℝ𝑛𝑛 同士を貼り合わせる関数

• 定義域：𝐷𝐷 = 𝜙𝜙𝑖𝑖 𝑋𝑋 ∣ 𝑋𝑋 ∈ 𝑈𝑈𝑗𝑗 ⊂ ℝ𝑛𝑛

• 値域：𝑅𝑅 = 𝜙𝜙𝑗𝑗 𝑋𝑋 𝑋𝑋 ∈ 𝑈𝑈𝑖𝑖 ⊂ ℝ𝑛𝑛

• 例）
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𝜓𝜓𝑖𝑖,𝑗𝑗 ≔ �𝜙𝜙𝑗𝑗 𝑈𝑈𝑖𝑖∩𝑈𝑈𝑗𝑗
∘ 𝜙𝜙𝑖𝑖−1 : 𝐷𝐷 → 𝑅𝑅

𝜙𝜙𝑖𝑖−1 𝜙𝜙𝑗𝑗

𝑈𝑈𝑗𝑗

𝑈𝑈𝑖𝑖 ℙ𝑛𝑛

𝑋𝑋𝑖𝑖

𝑋𝑋𝑗𝑗

𝑋𝑋𝑖𝑖 = 1

𝑋𝑋𝑗𝑗 = 1

𝑂𝑂

𝑋𝑋

ℝ𝑛𝑛 𝜓𝜓𝑖𝑖,𝑗𝑗 𝑥𝑥

ℝ𝑛𝑛 𝑥𝑥

𝜓𝜓0,𝑛𝑛 𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛 ⊤

= 𝜙𝜙𝑛𝑛 1 ∶ 𝑥𝑥1 ∶ ⋯ ∶ 𝑥𝑥𝑛𝑛

=
1
𝑥𝑥𝑛𝑛

,
𝑥𝑥1
𝑥𝑥𝑛𝑛

,⋯ ,
𝑥𝑥𝑛𝑛−1
𝑥𝑥𝑛𝑛

⊤



射影空間と線形空間

•具体例によるイメージ
• 𝑈𝑈0 上の軌跡は 

𝜓𝜓0,2 𝑋𝑋1,𝑋𝑋2 =
1
𝑋𝑋2

,
𝑋𝑋1
𝑋𝑋2

によって 𝑈𝑈2 上の軌跡に写る
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𝑈𝑈0 ≅ ℝ2

𝑈𝑈2 ≅ ℝ2
𝑋𝑋0

𝑋𝑋1 𝑋𝑋2



停留点の軌跡の変換

• 𝑟𝑟-𝑥𝑥 空間から 𝜌𝜌-𝜉𝜉 空間への変換

• lim
𝑟𝑟→∞

𝑥𝑥 𝑟𝑟 = 𝑥𝑥∞ ∈ ℝ𝑛𝑛 のとき

𝜌𝜌
𝜉𝜉 → 0 𝑟𝑟 → ∞  （原点へ収束） 

•収束点 𝑥𝑥∞ の情報は？
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𝜌𝜌
𝜉𝜉 ≔ 𝜓𝜓0,𝑛𝑛+1

𝑥𝑥
𝑟𝑟 =

1
𝑟𝑟

,
𝑥𝑥1
𝑟𝑟

, … ,
𝑥𝑥𝑛𝑛
𝑟𝑟

⊤

簡単のため 𝑃𝑃𝑥𝑥loc 𝑥𝑥; 𝑟𝑟, �𝑥𝑥 = 0
ではなく 𝑃𝑃𝑥𝑥 𝑥𝑥; 𝑟𝑟 = 0 を考える

𝑟𝑟 → ∞

𝜌𝜌 → 0

射影空間 ℙ𝑛𝑛+1

𝑥𝑥∞ = lim
𝑟𝑟→∞

𝑥𝑥 𝑟𝑟 = lim
𝑟𝑟→∞

𝜉𝜉 𝑟𝑟
𝜌𝜌 𝑟𝑟

= lim
𝜌𝜌→0

𝜉𝜉 𝜌𝜌
𝜌𝜌

𝑥𝑥∞ は“勾配”として
現れる！

ℝ3

ℝ3

𝜉𝜉



特異点

• “勾配”の計算
• ℱ 𝜌𝜌, 𝜉𝜉 = 0：𝜌𝜌-𝜉𝜉 空間の軌道が満たす方程式

• 陰函数定理より ℱ𝜉𝜉 が正則であれば

•局所最適解が複数存在
• 複数の軌道が原点で交差
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原点は ℱ 𝜌𝜌, 𝜉𝜉 = 0 の
解集合の特異点（ℱ𝜉𝜉 が退化）

lim
𝜌𝜌→0

𝜉𝜉 𝜌𝜌
𝜌𝜌

=
𝑑𝑑𝜉𝜉
𝑑𝑑𝜌𝜌

= ℱ𝜉𝜉
−1 𝜕𝜕ℱ
𝜕𝜕𝜌𝜌

𝜌𝜌

𝜉𝜉1

𝜉𝜉2



特異点

•具体例
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ℱ 𝜌𝜌, 𝜉𝜉 = 𝜌𝜌3𝜉𝜉1 − 4𝜉𝜉1 𝜌𝜌𝜉𝜉2 − 𝜉𝜉12 + 𝜌𝜌2

𝜌𝜌2𝜉𝜉2 − 𝜌𝜌3 + 2 𝜌𝜌𝜉𝜉2 − 𝜉𝜉12 + 𝜌𝜌2

𝜌𝜌

𝜉𝜉1

𝜉𝜉2

�ℱ𝜉𝜉 𝜌𝜌, 𝜉𝜉
𝜌𝜌=0,𝜉𝜉=0

= 𝑂𝑂2×2

原点でのヤコビアンを計算

特異行列



代数幾何学における“接錐”

•接線の幾何学的定義
• 割線：

• 接線：
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𝑃𝑃，𝑄𝑄：曲線と割線の交点
点 𝑄𝑄 が曲線上を動いて 𝑃𝑃 に収束するとき
割線 𝑃𝑃𝑄𝑄 が収束する先を接線と呼ぶ

曲線と2点以上で交わる線

𝑃𝑃 𝑄𝑄 𝑃𝑃

𝑄𝑄

𝑃𝑃 = 𝑄𝑄

𝜌𝜌



代数幾何学における“接錐”

• 𝐶𝐶0 𝑉𝑉 ：集合 𝑉𝑉 ∋ 0 の（原点における）接錐
• 原点における全ての接線の和集合

• 凸解析の接錐とは異なる

•「局所最適解＝傾き」となる直線が必ず存在
• 𝑥𝑥∞ = lim

𝜌𝜌→0
⁄𝜉𝜉 𝜌𝜌 𝜌𝜌は 1, 𝑥𝑥∞⊤ ∈ 𝐶𝐶0(𝑉𝑉) を満たす

• 接錐 𝐶𝐶0 𝑉𝑉  の定義方程式は最適性条件

2024/08/25 制約想定が不要な最適性条件の導出 46

点列 𝑞𝑞𝑘𝑘 𝑘𝑘=1
∞ ⊂ 𝑉𝑉 ∖ 0 で lim

𝑘𝑘→∞
𝑞𝑞𝑘𝑘 = 0 なるものが存在し，

2点 0,𝑞𝑞𝑘𝑘 を通る割線 𝐿𝐿𝑘𝑘 が直線 𝐿𝐿 に収束するとき，
𝐿𝐿 を 𝑉𝑉 の原点における接線と呼ぶ

𝜌𝜌 = 1

𝑥𝑥∞ 𝑉𝑉

𝐶𝐶0 𝑉𝑉

𝐶𝐶0 𝑉𝑉

𝑉𝑉

𝑂𝑂

𝑞𝑞𝑘𝑘

凸解析の接錐



代数幾何学による最適性条件の導出
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２コマ目のおさらい

•局所最適解 ∈ 𝑥𝑥 ∈ ℝ𝑛𝑛 1, 𝑥𝑥 ∈ 𝐶𝐶0 𝑉𝑉
• 𝑉𝑉 ⊂ ℝ𝑛𝑛+1：方程式 ℱ 𝜌𝜌, 𝜉𝜉 = 0 の解軌跡
• 𝐶𝐶0 𝑉𝑉 ⊂ ℝ𝑛𝑛+1：𝑉𝑉 の原点における接錐 ＝ 接線全体の和集合
• 局所最適解は接線の傾き（𝜌𝜌 = 1 のときの 𝜉𝜉 の値）に対応
• 解集合が 𝐶𝐶0 𝑉𝑉 となる多項式 𝒢𝒢が存在 → 𝒢𝒢 1, 𝑥𝑥∞ = 0 は最適性条件

•代数幾何学
• 代数方程式とその解集合の関係性を調べる数学の一分野
• ℱ から 𝒢𝒢 を計算するアルゴリズムが存在
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射影空間上の方程式

• 𝜌𝜌-𝜉𝜉 空間上の方程式 ℱ = 0 を求める
• 材料：𝑥𝑥-𝑟𝑟 空間上の方程式 𝐹𝐹 𝑥𝑥, 𝑟𝑟 = 𝑃𝑃𝑥𝑥 𝑥𝑥; 𝑟𝑟 = 0

• 𝑥𝑥-𝑟𝑟 空間と 𝜌𝜌-𝜉𝜉 空間は ℙ𝑛𝑛+1 を通して関連

• ℙ𝑛𝑛 上の方程式を定める関数
• 一般の ℝ𝑛𝑛+1 上の関数は方程式を定めない
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簡単のため 𝑃𝑃𝑥𝑥loc 𝑥𝑥; 𝑟𝑟, �𝑥𝑥 = 0
ではなく 𝑃𝑃𝑥𝑥 𝑥𝑥; 𝑟𝑟 = 0 を考える

ある整数 𝑑𝑑 > 0 が存在し
𝐻𝐻 𝜆𝜆𝑥𝑥 = 𝜆𝜆𝑑𝑑𝐻𝐻 𝑥𝑥 𝜆𝜆 ≠ 0, 𝑥𝑥 ∈ ℝ𝑛𝑛+1

を満たす関数 𝐻𝐻:ℝ𝑛𝑛+1 → ℝ を斉次関数と呼ぶ

斉次関数 𝐻𝐻 に対して
𝐻𝐻 = 0

は ℙ𝑛𝑛 上の方程式として
意味を持つ（演習問題）

𝐹𝐹 𝑥𝑥, 𝑟𝑟 = 0 ℱ 𝜌𝜌, 𝜉𝜉 = 0ℙ𝑛𝑛+1 上の方程式変換 変換



射影空間上の方程式

•斉次多項式：∑ 𝛼𝛼 =𝑑𝑑 𝑐𝑐𝛼𝛼𝑥𝑥𝛼𝛼 （例： 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑧𝑧, 𝑥𝑥𝑦𝑦 + 𝑦𝑦𝑧𝑧, 𝑥𝑥3 + 𝑦𝑦2𝑧𝑧 + 𝑥𝑥𝑦𝑦𝑧𝑧, etc.）

•斉次化：ℝ𝑛𝑛 ≅ 𝑈𝑈0 上の方程式から ℙ𝑛𝑛 上の方程式を作る操作
• 全次数 𝑑𝑑 の多項式 𝑓𝑓 𝑥𝑥 𝑥𝑥 ∈ ℝ𝑛𝑛  に対し，その斉次化を以下で定義

•非斉次化：ℙ𝑛𝑛 上の方程式から ℝ𝑛𝑛 ≅ 𝑈𝑈𝑛𝑛 上の方程式を作る操作
• 斉次多項式 𝑔𝑔 𝑋𝑋 = 0 𝑋𝑋 ∈ ℙ𝑛𝑛 に対し，その非斉次化を以下で定義
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𝑓𝑓hom 𝑋𝑋 ≔ 𝑋𝑋0𝑑𝑑𝑓𝑓
𝑋𝑋1
𝑋𝑋0

, … ,
𝑋𝑋𝑛𝑛
𝑋𝑋0

𝑋𝑋 = 𝑋𝑋0 ∶ ⋯ ∶ 𝑋𝑋𝑛𝑛 ∈ ℙ𝑛𝑛

𝑔𝑔dehom 𝑥𝑥 ≔ 𝑔𝑔 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛, 1 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛 ∈ ℝ𝑛𝑛



射影空間と線形空間

• 𝑟𝑟-𝑥𝑥 空間から 𝜌𝜌-𝜉𝜉 空間への方程式の変換
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0 = 𝐹𝐹 𝑥𝑥, 𝑟𝑟

0 = ℱ 𝜌𝜌, 𝜉𝜉 ≔ 𝐹𝐹hom dehom 𝜌𝜌, 𝜉𝜉
= 𝐹𝐹hom 𝑋𝑋0, … ,𝑋𝑋𝑛𝑛, 1

0 = 𝐹𝐹hom 𝑋𝑋0, … ,𝑋𝑋𝑛𝑛+1

≔ 𝐷𝐷 𝑋𝑋0 𝐹𝐹
𝑋𝑋1
𝑋𝑋0

, … ,
𝑋𝑋𝑛𝑛+1
𝑋𝑋0

斉次化

非斉次化

𝑈𝑈0

𝑈𝑈𝑛𝑛+1𝑋𝑋0

𝑋𝑋1,…,𝑛𝑛 𝑋𝑋𝑛𝑛+1
ℱ 𝜌𝜌, 𝜉𝜉 = 0

𝐷𝐷 𝑋𝑋0 ≔ diag 𝑑𝑑1, … ,𝑑𝑑𝑛𝑛
𝑑𝑑𝑖𝑖：多項式 𝐹𝐹𝑖𝑖 の全次数

𝐹𝐹 𝑥𝑥, 𝑟𝑟 = 0



•代数学
• 代数方程式

• イデアル
𝑉𝑉上で消える多項式の無限集合

•幾何学
• 集合・図形
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代数幾何学のイメージ

𝑥𝑥12 + 𝑥𝑥22 − 1 = 0

𝑥𝑥12 + 1 𝑥𝑥12 + 𝑥𝑥22 − 1 = 0

𝑥𝑥1 𝑥𝑥12 + 𝑥𝑥22 − 1 = 0

𝐼𝐼 ≔ 𝑓𝑓 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2 𝑥𝑥12 + 𝑥𝑥22 − 1 𝑓𝑓 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2 : 多項式

同じ集合を解に持つ多項式は複数存在
1,0𝑂𝑂

0,1

𝑉𝑉

対応関係

解集合

解集合
解集合

（の一部）



代数幾何学の基礎

•多項式：𝑓𝑓 𝑥𝑥 = 𝑓𝑓 𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛 = ∑𝛼𝛼 𝑐𝑐𝛼𝛼𝑥𝑥𝛼𝛼

• 単項式：𝑥𝑥𝛼𝛼 = 𝑥𝑥1
𝛼𝛼1 ⋯𝑥𝑥𝑛𝑛

𝛼𝛼𝑛𝑛

•多項式環：ℝ 𝑥𝑥 = ℝ 𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛 ≔ 𝑛𝑛 変数多項式 𝑓𝑓 𝑥𝑥  全ての集合

• ℝ 𝑥𝑥 上のイデアル： 𝐼𝐼 ≔ 𝑎𝑎1𝑓𝑓1 + ⋯𝑎𝑎𝑠𝑠𝑓𝑓𝑠𝑠 ∈ ℝ 𝑥𝑥 𝑎𝑎1, … ,𝑎𝑎𝑠𝑠 ∈ ℝ 𝑥𝑥

• 生成元：𝑓𝑓1, … ,𝑓𝑓𝑠𝑠 ∈ ℝ 𝑥𝑥 （𝐼𝐼 = 𝑓𝑓1, … ,𝑓𝑓𝑠𝑠  とも書く）

• ℝ 𝑥𝑥 上の任意のイデアルは有限生成（Hilbertの定理）

•代数的集合：𝑉𝑉 𝑓𝑓1, … ,𝑓𝑓𝑠𝑠 ≔ 𝑥𝑥 ∈ ℝ𝑛𝑛 𝑓𝑓1 𝑥𝑥 = ⋯ = 𝑓𝑓𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 0

• 代数多様体（Algebraic variety）とも
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𝑥𝑥 = 𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛 ：不定元
𝛼𝛼 = 𝛼𝛼1, … ,𝛼𝛼𝑛𝑛 ∈ ℕ𝑛𝑛：次数ベクトル

（“manifold” ではない）



代数幾何学の基礎

•イデアルと代数的集合の関係
• イデアル → 代数的集合： 𝐕𝐕 𝐼𝐼 ≔ 𝑥𝑥 ∈ ℝ𝑛𝑛 𝑓𝑓 𝑥𝑥 = 0 for all 𝑓𝑓 ∈ 𝐼𝐼

• 代数的集合 → イデアル： 𝐈𝐈 𝑉𝑉 ≔ 𝑓𝑓 ∈ ℝ 𝑥𝑥 𝑓𝑓 𝑥𝑥 = 0 for all 𝑥𝑥 ∈ 𝑉𝑉

• 写像 𝐕𝐕, 𝐈𝐈は包含関係を逆転

•計算機代数（数式処理，記号計算等とも）
• 代数的対象（イデアルや代数的集合等）を計算するアルゴリズムを与える
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𝐼𝐼1 ⊆ 𝐼𝐼2 ⇒ 𝐕𝐕 𝐼𝐼1 ⊇ 𝐕𝐕 𝐼𝐼2
𝑉𝑉1 ⊆ 𝑉𝑉2 ⇒ 𝐈𝐈 𝑉𝑉1 ⊇ 𝐈𝐈 𝑉𝑉2

方程式の数が多い（少ない）
↑↓

解集合は小さい（大きい）



計算機代数

•多項式の演算
• 加算・乗算：𝑓𝑓, 𝑔𝑔 ∈ ℝ 𝑥𝑥 ⇒ 𝑓𝑓 + 𝑔𝑔 ∈ ℝ 𝑥𝑥 , 𝑓𝑓 ⋅ 𝑔𝑔 ∈ ℝ 𝑥𝑥

•多項式同士の除算
• 単項式の除算

• 多項式の除算
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𝑥𝑥3𝑦𝑦4 = 𝑥𝑥𝑦𝑦4 ⋅ 𝑥𝑥2

𝑥𝑥2𝑦𝑦 + 𝑥𝑥𝑦𝑦 = 𝑥𝑥𝑦𝑦 ⋅ 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑥𝑥𝑦𝑦 − 𝑥𝑥𝑦𝑦2

𝑥𝑥2𝑦𝑦 + 𝑥𝑥𝑦𝑦 = 𝑦𝑦 ⋅ 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑥𝑥2𝑦𝑦 − 𝑦𝑦2

商

余り？

項の順番によって
結果が変化

項順序商？

環：加算・乗算で閉じる集合



計算機代数

•単項式の項順序
• 重要な性質：最小元（= 1）が存在
• 項順序の例

• 辞書式順序（Lex）：𝑥𝑥3 >lex 𝑥𝑥2𝑧𝑧2 >lex 𝑥𝑥𝑦𝑦2𝑧𝑧 >lex 𝑥𝑥𝑧𝑧2

• 逆辞書式順序（Revlex）：𝑥𝑥3 >revlex 𝑥𝑥𝑦𝑦2𝑧𝑧 >revlex 𝑥𝑥𝑧𝑧2 >revlex 𝑥𝑥2𝑧𝑧2

• 次数付き逆辞書式順序（Grevlex）：𝑥𝑥𝑦𝑦2𝑧𝑧 >grevlex 𝑥𝑥2𝑧𝑧2 >grevlex 𝑥𝑥3 >grevlex 𝑥𝑥𝑧𝑧2

•割り算アルゴリズム
• 先頭項同士で割り算を実行
• 先頭項の順序が単調減少
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Lex: Lexicographic Order
Revlex: Reverse Lex
Grevlex: Graded Revlex

𝑥𝑥2𝑦𝑦 + 𝑥𝑥𝑦𝑦 = 𝑥𝑥𝑦𝑦 ⋅ 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 − 𝑥𝑥𝑦𝑦2 + 𝑥𝑥𝑦𝑦 𝑥𝑥𝑦𝑦2 >lex 𝑥𝑥

= 𝑥𝑥𝑦𝑦 − 𝑦𝑦2 ⋅ 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑥𝑥𝑦𝑦 + 𝑦𝑦3 𝑥𝑥𝑦𝑦 >lex 𝑥𝑥

= 𝑥𝑥𝑦𝑦 − 𝑦𝑦2 + 𝑦𝑦 ⋅ 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑦𝑦3 − 𝑦𝑦2 𝑥𝑥 >lex 𝑦𝑦3𝑥𝑥2𝑦𝑦 >lex 𝑥𝑥𝑦𝑦2 >lex 𝑥𝑥𝑦𝑦 >lex 𝑦𝑦3



計算機代数

•単項式の項順序
• 重要な性質：最小元（= 𝟏𝟏）が存在
• 項順序の例

• 辞書式順序（Lex）：𝑥𝑥3 >lex 𝑥𝑥2𝑧𝑧2 >lex 𝑥𝑥𝑦𝑦2𝑧𝑧 >lex 𝑥𝑥𝑧𝑧2

• 逆辞書式順序（Revlex）：𝑥𝑥3 >revlex 𝑥𝑥𝑦𝑦2𝑧𝑧 >revlex 𝑥𝑥𝑧𝑧2 >revlex 𝑥𝑥2𝑧𝑧2

• 次数付き逆辞書式順序（Grevlex）：𝑥𝑥𝑦𝑦2𝑧𝑧 >grevlex 𝑥𝑥2𝑧𝑧2 >grevlex 𝑥𝑥3 >grevlex 𝑥𝑥𝑧𝑧2

•割り算アルゴリズム
• 先頭項同士で割り算を実行
• 先頭項の順序が単調減少
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Lex: Lexicographic Order
Revlex: Reverse Lex
Grevlex: Graded Revlex

𝑥𝑥2𝑦𝑦 + 𝑥𝑥𝑦𝑦 = 𝑥𝑥𝑦𝑦 ⋅ 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 − 𝑥𝑥𝑦𝑦2 + 𝑥𝑥𝑦𝑦 𝑥𝑥𝑦𝑦2 >lex 𝑥𝑥

= 𝑥𝑥𝑦𝑦 − 𝑦𝑦2 ⋅ 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑥𝑥𝑦𝑦 + 𝑦𝑦3 𝑥𝑥𝑦𝑦 >lex 𝑥𝑥

= 𝑥𝑥𝑦𝑦 − 𝑦𝑦2 + 𝑦𝑦 ⋅ 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑦𝑦3 − 𝑦𝑦2 𝑥𝑥 >lex 𝑦𝑦3𝑥𝑥2𝑦𝑦 >lex 𝑥𝑥𝑦𝑦2 >lex 𝑥𝑥𝑦𝑦 >lex 𝑦𝑦3

割り算アルゴリズムの終了を保証



計算機代数

•複数の多項式による除法

• Gröbner 基底：𝐼𝐼 = 𝑔𝑔1, … ,𝑔𝑔𝑡𝑡
• 性質の良い生成元の集合（項順序ごとに定まる）
• Gröbner 基底による剰余は（𝑔𝑔1, … ,𝑔𝑔𝑡𝑡 の順番に依らず）一意
• LT 𝑓𝑓 𝑓𝑓 ∈ 𝐼𝐼 = LT 𝑔𝑔1 , … , LT 𝑔𝑔𝑡𝑡
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𝑥𝑥2𝑦𝑦 + 𝑥𝑥𝑦𝑦2 + 𝑦𝑦2 = 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 ⋅ 𝑥𝑥𝑦𝑦 − 1 + 1 ⋅ 𝑦𝑦2 − 1 + 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 1

= 𝑥𝑥 + 1 ⋅ 𝑦𝑦2 − 1 + 𝑥𝑥 ⋅ 𝑥𝑥𝑦𝑦 − 1 + 2𝑥𝑥 + 1

除算の順番によって商も剰余も変化

接錐の定義式の計算に重要な性質
LT 𝑓𝑓 ：多項式 𝑓𝑓 の先頭項



接錐の代数的定義

•接錐のイデアルを用いた表現

• 𝑓𝑓min：多項式 𝑓𝑓 から最低次の項のみ抜き出したもの
例）𝑓𝑓 = 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦𝑧𝑧 + 𝑥𝑥𝑦𝑦𝑧𝑧 + 𝑥𝑥𝑧𝑧3 → 𝑓𝑓min = 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦𝑧𝑧

• イメージ：高次項は原点近傍では低次項に比べて０
→ 原点近傍の振る舞いは最低次の項によって決まる

• 𝑉𝑉 = 𝐕𝐕 𝐼𝐼 となるイデアル 𝐼𝐼 ⊂ 𝐈𝐈 𝑉𝑉 でも 𝐶𝐶0 𝑉𝑉 ⊂ 𝐕𝐕 𝑓𝑓min 𝑓𝑓 ∈ 𝐼𝐼 が成立
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𝐶𝐶0 𝑉𝑉 = 𝐕𝐕 𝑓𝑓min 𝑓𝑓 ∈ 𝐈𝐈 𝑉𝑉

代数幾何学の
接錐

代数的集合

𝑂𝑂

イデアル 𝑓𝑓min 𝑓𝑓 ∈ 𝐼𝐼  の生成元（有限個）を計算すれば良い



接錐の定義式の計算

•イデアル 𝑓𝑓min 𝑓𝑓 ∈ 𝐼𝐼 の生成元の計算
• 定義からは計算できない（ 𝐼𝐼 は無限集合）
• イメージ：もし LT 𝑓𝑓 = 𝑓𝑓min なる項順序があれば

より，Gröbner の計算で接錐の定義式が求まる

•問題：全次数の小さい順で項順序は定義できない
• 最小元が存在しない（いくらでも高次の項が存在）

→ 割り算アルゴリズムが停止しない
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𝑓𝑓min 𝑓𝑓 ∈ 𝐼𝐼 = LT 𝑓𝑓 ∣ 𝑓𝑓 ∈ 𝐼𝐼 = LT 𝑔𝑔1 , … , LT 𝑔𝑔𝑡𝑡

※ 𝑓𝑓min は一般に複数の項を含むので
正確な議論ではないことに注意

斉次化による
計算アルゴリズム



斉次化と項順序

•斉次化により定まる項順序
• 斉次化：∑ 𝛼𝛼 ≤𝑑𝑑 𝑐𝑐𝛼𝛼𝑥𝑥𝛼𝛼 → ∑ 𝛼𝛼 ≤𝑑𝑑 𝑐𝑐𝛼𝛼ℎ 𝑑𝑑− 𝛼𝛼 𝑥𝑥𝛼𝛼（𝑑𝑑 次斉次多項式）

• ℝ 𝑥𝑥  の項順序 > から以下のように ℝ ℎ, 𝑥𝑥  の項順序 >′ を定める

• 斉次多項式 → ℎの次数：大 ⇔ 𝑥𝑥 の全次数：小
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ℎ𝛼𝛼𝑥𝑥𝛽𝛽 >′ ℎ𝛾𝛾𝑥𝑥𝛿𝛿 ⇔ 𝛼𝛼 > 𝛾𝛾 or 𝛼𝛼 = 𝛾𝛾 and 𝛽𝛽 > 𝛿𝛿

𝑥𝑥 の全次数が小さい項が先頭項となる

ℎ ∈ ℝ, 𝛼𝛼, 𝛾𝛾 ∈ ℕ
𝑥𝑥 ∈ ℝ𝑛𝑛, 𝛽𝛽, 𝛿𝛿 ∈ ℕ𝑛𝑛

まずは ℎ の次数の大きい順 ℎ の次数が等しい場合のみ
 > で比較

変数 ℎ に関する
消去順序



𝑉𝑉

𝐶𝐶0 𝑉𝑉

接錐の計算アルゴリズム

• Tangent Cone アルゴリズム[Cox et al. 2015, Kreuzer and Robbiano 2005]

• 入力：イデアル 𝐼𝐼 ⊂ 𝐈𝐈 𝑉𝑉 ⊂ ℝ 𝑥𝑥

• 出力：𝐶𝐶0 𝑉𝑉 ⊂ 𝐕𝐕 𝐽𝐽  を満たすイデアル 𝐽𝐽 ⊂ ℝ 𝑥𝑥

• アルゴリズム

1. 𝑓𝑓1, … ,𝑓𝑓𝑠𝑠 から 𝐹𝐹𝑖𝑖 = 𝑓𝑓𝑖𝑖hom ∈ ℝ 𝑋𝑋 を得る
2. 𝑋𝑋0 に関する消去順序で

グレブナー基底 𝐺𝐺1, … ,𝐺𝐺𝑡𝑡 を計算

3. 𝑔𝑔𝑖𝑖 = 𝐺𝐺𝑖𝑖dehom ∈ ℝ 𝑥𝑥 を計算

4. イデアル 𝐽𝐽 = 𝑔𝑔1min, … ,𝑔𝑔𝑡𝑡min を返す

2024/08/25 制約想定が不要な最適性条件の導出 62



制約想定の不要な最適性条件の導出

•ペナルティ関数法に基づく最適性条件（再掲）

• �𝑥𝑥 は未知 → 補助変数 𝑦𝑦 ∈ ℝ𝑛𝑛 で置換
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�𝑥𝑥：COPの局所最適解
𝑟𝑟𝑘𝑘 𝑘𝑘=1

∞ ： lim
𝑘𝑘→∞

𝑟𝑟𝑘𝑘 = ∞ を満たす単調増加列
⇓

𝑥𝑥𝑘𝑘 𝑘𝑘=1
∞ ：𝑃𝑃𝑥𝑥loc 𝑥𝑥; 𝑟𝑟𝑘𝑘 , �𝑥𝑥 = 0 を満たす点列が存在し， lim

𝑘𝑘→∞
𝑥𝑥𝑘𝑘 = �𝑥𝑥

停留条件：𝐹𝐹 𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑟𝑟 = 𝑃𝑃𝑥𝑥loc 𝑥𝑥; 𝑟𝑟,𝑦𝑦 = 0



制約想定の不要な最適性条件の導出
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𝑥𝑥-𝑦𝑦-𝑟𝑟 空間の方程式
𝐹𝐹 𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑟𝑟 = 𝑃𝑃𝑥𝑥loc 𝑥𝑥; 𝑟𝑟,𝑦𝑦 = 0

𝜌𝜌-𝜉𝜉-𝜂𝜂 空間の方程式
ℱ 𝜌𝜌, 𝜉𝜉, 𝜂𝜂 = 0

斉次化・非斉次化

Tangent Cone
アルゴリズム

𝒢𝒢 1, 𝑥𝑥∞,𝑦𝑦∞ = 0

接錐の定義式
𝒢𝒢 𝜌𝜌, 𝜉𝜉, 𝜂𝜂 = 0

𝜌𝜌 = 1,
𝜉𝜉 = 𝑥𝑥∞𝜌𝜌,
𝜂𝜂 = 𝑦𝑦∞𝜌𝜌

𝑦𝑦𝑘𝑘 = 𝑦𝑦∞ = �𝑥𝑥 であれば
最適性条件より 𝑥𝑥∞ = 𝑦𝑦∞

制約想定が不要で
代数的な最適性条件
𝐺𝐺 𝑥𝑥 ≔ 𝒢𝒢 1, 𝑥𝑥, 𝑥𝑥 = 0



数値例１

•簡単な例で提案法を見てみる
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min
𝑥𝑥

1
2
𝑥𝑥12 + 𝑥𝑥2 − 1 2

𝑠𝑠. 𝑡𝑡. 𝑥𝑥2 = 𝑥𝑥12 − 1

𝐹𝐹 𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑟𝑟 ≔ 𝑃𝑃𝑥𝑥loc 𝑥𝑥; 𝑟𝑟,𝑦𝑦 = 𝑥𝑥1 − 4𝑟𝑟𝑥𝑥1 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥12 + 1 + 𝑥𝑥1 − 𝑦𝑦1
𝑥𝑥2 − 1 + 2𝑟𝑟 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥12 + 1 + 𝑥𝑥2 − 𝑦𝑦2

停留条件

𝑃𝑃loc 𝑥𝑥; 𝑟𝑟,𝑦𝑦 =
1
2
𝑥𝑥12 + 𝑥𝑥2 − 1 2

+𝑟𝑟 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥12 + 1 2 + 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 2

局所ペナルティ関数
𝑟𝑟 → ∞

𝐹𝐹 𝑥𝑥, �𝑥𝑥, 𝑟𝑟 = 0

�𝑥𝑥？

�𝑥𝑥？
�𝑥𝑥？



数値例１
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ℱ 𝜌𝜌, 𝜉𝜉, 𝜂𝜂 = 𝜌𝜌3𝜉𝜉1 − 4𝜉𝜉1 𝜌𝜌𝜉𝜉2 − 𝜉𝜉12 + 𝜌𝜌2 + 𝜌𝜌3 𝜉𝜉1 − 𝜂𝜂1
𝜌𝜌2𝜉𝜉2 − 𝜌𝜌3 + 2 𝜌𝜌𝜉𝜉2 − 𝜉𝜉12 + 𝜌𝜌2 + 𝜌𝜌2 𝜉𝜉2 − 𝜂𝜂2

𝐺𝐺 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2 =
1
6

−2𝑥𝑥12 + 2𝑥𝑥22 + 3𝑥𝑥2 + 1
6𝑥𝑥12 − 6𝑥𝑥2 − 6

2𝑥𝑥1𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1

𝒢𝒢 𝜌𝜌, 𝜉𝜉, 𝜂𝜂 = 𝜌𝜌, 𝜉𝜉, 𝜂𝜂の 5次, 2次, 4次 斉次多項式

接錐の定義式の計算

𝜌𝜌 = 1, 𝜉𝜉 = 𝜂𝜂 = 𝑥𝑥 の代入

𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2 = −
1
2

6,
1
2

,
1
2

6,
1
2

, 0,−1

斉次化・非斉次化
ℱ 𝜌𝜌, 𝜉𝜉, �𝑥𝑥𝜌𝜌 = 0

𝜉𝜉 = �𝑥𝑥𝜌𝜌？

𝜉𝜉 = �𝑥𝑥𝜌𝜌？

𝜉𝜉 = �𝑥𝑥𝜌𝜌？



数値例１
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局所最適解

停留解

ℱ 𝜌𝜌, 𝜉𝜉, 𝜂𝜂 = 𝜌𝜌3𝜉𝜉1 − 4𝜉𝜉1 𝜌𝜌𝜉𝜉2 − 𝜉𝜉12 + 𝜌𝜌2 + 𝜌𝜌3 𝜉𝜉1 − 𝜂𝜂1
𝜌𝜌2𝜉𝜉2 − 𝜌𝜌3 + 2 𝜌𝜌𝜉𝜉2 − 𝜉𝜉12 + 𝜌𝜌2 + 𝜌𝜌2 𝜉𝜉2 − 𝜂𝜂2

𝐺𝐺 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2 =
1
6

−2𝑥𝑥12 + 2𝑥𝑥22 + 3𝑥𝑥2 + 1
6𝑥𝑥12 − 6𝑥𝑥2 − 6

2𝑥𝑥1𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1

𝒢𝒢 𝜌𝜌, 𝜉𝜉, 𝜂𝜂 = 𝜌𝜌, 𝜉𝜉, 𝜂𝜂の 5次, 2次, 4次 斉次多項式

接錐の定義式の計算

𝜌𝜌 = 1, 𝜉𝜉 = 𝜂𝜂 = 𝑥𝑥 の代入

𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2 = −
1
2

6,
1
2

,
1
2

6,
1
2

, 0,−1

斉次化・非斉次化



数値例２

•補助変数 𝒚𝒚 の役割

• 提案法により求まった条件式

• 𝑃𝑃loc 𝑥𝑥; 𝑟𝑟,𝑦𝑦  ではなく𝑃𝑃 𝑥𝑥; 𝑟𝑟  を用いた場合
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𝑓𝑓 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥1 𝑥𝑥12 + 𝑥𝑥22 − 1
𝑔𝑔 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥12 + 𝑥𝑥22 − 1

𝐺𝐺 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2 =
𝑥𝑥13 + 𝑥𝑥1𝑥𝑥22 − 𝑥𝑥1
𝑥𝑥23 + 𝑥𝑥12𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥2

𝐺𝐺′ 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2 =

𝑥𝑥13 + 𝑥𝑥1𝑥𝑥22 − 𝑥𝑥1
𝑥𝑥23 + 𝑥𝑥12𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥2

𝑥𝑥23 − 𝑥𝑥2
𝑥𝑥1𝑥𝑥2

一部の局所最適解のみ

𝒳𝒳 = 𝒳𝒳∗



• CQが成り立つ場合

• 提案法により求まった条件式

• CQが成り立たない場合

• 提案法により求まった条件式
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数値例２

min
𝑥𝑥∈ℝ2

1
2
𝑥𝑥12 + 𝑥𝑥22

s. t. 2𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 − 5 = 0
min
𝑥𝑥∈ℝ2

1
2
𝑥𝑥12 + 𝑥𝑥22

s. t. 2𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 − 5 2 = 0

𝐺𝐺 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2 = 𝑥𝑥2 − 1 3

𝑥𝑥1 − 2𝑥𝑥2
𝐺𝐺 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2 = 𝑥𝑥1 − 2

𝑥𝑥2 − 1

2,1



数値例３

• CQが成り立たない例

• 提案法により求まった条件式
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min
𝑥𝑥∈ℝ2

1
2
𝑥𝑥12 + 𝑥𝑥22

s. t. 𝑥𝑥1 − 1 2 − 𝑥𝑥2 − 1 3 = 0

𝐺𝐺 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2 =

𝑥𝑥25 − 5𝑥𝑥24 +
2
3
𝑥𝑥12𝑥𝑥2 + 10𝑥𝑥23 − 2𝑥𝑥1𝑥𝑥2 − 11𝑥𝑥22 +

25
3
𝑥𝑥2 − 2

𝑥𝑥13 + 𝑥𝑥23 − 2𝑥𝑥12 +
2
9
𝑥𝑥1𝑥𝑥2 −

11
3
𝑥𝑥22 +

7
3
𝑥𝑥1 +

37
3
𝑥𝑥2 − 2

𝑥𝑥1𝑥𝑥22 −
4
3
𝑥𝑥1𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥1 −

2
3
𝑥𝑥2

1,1高次多項式だが
実根は１つ



まとめ
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•制約想定が不要かつ代数的な最適性条件の導出
• ペナルティ関数に基づく最適性条件が基礎
• ペナルティパラメータの極限操作を射影空間上で厳密に考慮
• 代数幾何学に基づく数式処理で代数的な条件を導出
• 実行可能集合 𝒳𝒳 とその表式 𝑔𝑔 𝑥𝑥 のギャップを代数幾何学で埋める

•雑談
• 最適化で多項式というと実代数幾何に基づいたSOS最適化やQE（限量記号消去法）という
イメージだが，幾何と代数を結びつけるという意味では普通の代数幾何も有効

• D加群の理論に基づく数式処理では多項式よりも広い範囲の非線形関数を（間接的に）取
り扱える → ホロノミック勾配法[Nakayama et al. 2011]，逐次ベイズ推定の効率化[Iori and Ohtsuka 2023]
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SageMathの利用方法
• ① CoCalc（クラウドサービス）を使う

• 「CoCalc」で検索
• アカウント作成
• ダウンロードしたファイルをアップロード

• ② Anaconda の仮想環境としてインストール
• Anaconda or Miniconda をインストール
• “conda config --add channels conda-forge”
• “conda config --set channel_priority strict”
• 仮想環境の作成：“conda create –n sage sage python=3.XX” (XX = 10, 11)
• Jupyter カーネルにSageMathを登録

“jupyter kernelspec install --user $(sage -sh -c 'ls -d 
$SAGE_VENV/share/jupyter/kernels/sagemath') --name sagemath-dev”
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「Install from conda-forge」
https://doc.sagemath.org/html/en/inst
allation/conda.html
「Setting up SageMath as a Jupyter
kernel in an existing Jupyter notebook 
or JupyterLab installation」
https://doc.sagemath.org/html/en/inst
allation/launching.html#setting-up-
sagemath-as-a-jupyter-kernel-in-an-
existing-jupyter-notebook-or-
jupyterlab-installation

https://doc.sagemath.org/html/en/installation/conda.html
https://doc.sagemath.org/html/en/installation/conda.html
https://doc.sagemath.org/html/en/installation/launching.html#setting-up-sagemath-as-a-jupyter-kernel-in-an-existing-jupyter-notebook-or-jupyterlab-installation
https://doc.sagemath.org/html/en/installation/launching.html#setting-up-sagemath-as-a-jupyter-kernel-in-an-existing-jupyter-notebook-or-jupyterlab-installation
https://doc.sagemath.org/html/en/installation/launching.html#setting-up-sagemath-as-a-jupyter-kernel-in-an-existing-jupyter-notebook-or-jupyterlab-installation
https://doc.sagemath.org/html/en/installation/launching.html#setting-up-sagemath-as-a-jupyter-kernel-in-an-existing-jupyter-notebook-or-jupyterlab-installation
https://doc.sagemath.org/html/en/installation/launching.html#setting-up-sagemath-as-a-jupyter-kernel-in-an-existing-jupyter-notebook-or-jupyterlab-installation
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