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はじめの例 1/100

x(k+1) = x(k) − hk∇f
(
x(k)

)
連続最適化の視点

最小化問題 min f(x)に対する
最急降下法

• 目的：
最適解の発見

• hk：
関数値等を基準に選ぶ

• キーワード：
収束条件，収束レート，...

数値解析の視点

勾配流 ẋ = −∇f(x) に対する
陽的 Euler法

• 目的：
解軌道の忠実な再現

• hk：
誤差や安定性を基準に選ぶ

• キーワード：
収束性，安定性，精度，...

目的は違うが，全く同じ更新式が使われている
→ 数値解析の視点は連続最適化に有用である (こともある)



連続最適化と微分方程式の数値解析 2/100

連続最適化問題
例：無制約最適化問題

min
x∈Rd

f(x)

微分方程式
例：勾配流

ẋ = −∇f(x)

最適化手法
例：最急降下法

x(k+1) = x(k) − hk∇f
(
x(k)

)
Nesterov の加速勾配法，Newton 法，...

数値解法
例：陽的 Euler 法

x(k+1) = x(k) − hk∇f
(
x(k)

)
Runge–Kutta 法，線形多段階法，...

対応

反復による
最適解の探索

離散化連続極限



最適化手法と常微分方程式 (ODE) の関係の例 3/100

最急降下法

近接点法

加速勾配法

加速勾配法 (強凸)
Polyak’s heavy ball

ẋ = −∇f(x)

ẍ+ 3
t ẋ+∇f(x) = 0

ẍ+ γẋ+∇f(x) = 0

陽的 Euler 法

[Su et al., 2014]

[Polyak, 1964]

線形
多段
階法

[S
cie
ur
et
al.
, 2
01
7]

陰的
Eule

r 法

右向きの矢印：連続極限
左向きの矢印：既存の数値解法としての解釈



ODEアプローチのご利益の例 1：新手法の構成 4/100

連続極限の方が扱いやすいことも多く，手法の設計に役立つ．

• 加速鏡像降下法 [Krichene et al., 2015]

鏡像降下 ODE 加速勾配 ODE

加速鏡像降下 ODE加速鏡像降下法
離散化

• 凸と強凸に対する Nesterovの加速勾配法の統合 [Kim and Yang, 2023]

加速勾配 ODE (凸) 加速勾配 ODE (強凸)

加速勾配 ODE (統合)新たな加速勾配法
離散化



ODEアプローチのご利益の例 2：「加速」の説明 5/100

[Scieur et al., 2017]

目的関数 f : Rd → R が µ-強凸 (かつ L-平滑) の場合 (f⋆：最適値)

最急降下法
f
(
x(k)

)
− f⋆ = O

(
e−2 µ

L
k
) 勾配流 ẋ = −∇f(x)

f(x(t))− f⋆ = O
(
e−2µt

)

加速勾配法
f
(
x(k)

)
− f⋆ = O

(
e−
√

µ
L
k
)

陽的 Euler 法

tk = O
(
k
L

)

線形
多段
階法

tk
=
O

( k
√ µL

)
「加速」の (一つの) 解釈：
安定性の向上による
ステップ幅制限の緩和

数値解析でよく知られている「安定性」の条件から，

• 陽的 Euler法：hk = O
(
1
L

)
→ tk :=

∑k−1
i=0 hi = O

(
k
L

)
，

• 線形多段階法：hk = O
(

1√
µL

)
→ tk = O

(
k√
µL

)
．



今日の目標 6/100

常微分方程式の数値解析の基礎をざっくりと理解する．

連続最適化に役立ちつつある概念

• 各種の陽的数値解法
陽的：次のステップの数値解が直接計算できる．

• 安定性
安定：数値解 (あるいは混入した誤差) が発散しない．

• 構造保存数値解法
微分方程式のもつ構造を再現する数値解法．

現状ではあまり有効活用されていない概念

• 各種の陰的数値解法
陰的：次のステップの数値解を計算するために，非線形方程式を解く．

• 収束性 (精度)
ステップ幅を小さくした際の厳密解への近づき方．



教科書の紹介 7/100

• E. Hairer, S. P. Nørsett, and G. Wanner. Solving ordinary differential
equations I, Nonstiff problems, Springer-Verlag, 1993, xvi+528 pp.

• E. Hairer and G. Wanner. Solving ordinary differential equations II,
Stiff and differential-algebraic problems, Springer-Verlag, 1996,
xvi+614 pp.

コメント： 網羅的に ODE の数値解析の知見がまとめられている．数値実
験例も豊富．和訳も「常微分方程式の数値解法 I」「常微分方程式の数値解
法 II」という名前で出版されている．

• 三井 斌友．常微分方程式の数値解法，岩波書店，2003，146 pp.

コメント：常微分方程式の数値解析の基礎がコンパクトにまとめられてい
る．演習問題に解答もついており，親切．

• E. Hairer, C. Lubich, G. Wanner. Geometric Numerical Integration,
Springer-Verlag, 2006, xviii+644 pp.

コメント：ODEに対する構造保存数値解法 (後述) の定番教科書．
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加速勾配法の連続極限 [Su et al., 2014] 9/100
Nesterovの加速勾配法{
x(k+1) = y(k) − s∇f

(
y(k)

)
y(k+1) = x(k+1) + k

k+3

(
x(k+1) − x(k)

)
収束レート：

f
(
x(k)

)
− f⋆ = O

(
1

k2

)
→

連続極限

ẍ+
3

t
ẋ+∇f(x) = 0

収束レート：

f(x(t))−f⋆ = O

(
1

t2

)

• 「加速」の直感的な理解
• 3

t ẋは「摩擦項」
• 連続系の収束レートの証明は簡潔 (後述)

• Nesterovの加速勾配法の変種の導出

• 鏡像降下法との組合せ [Krichene et al., 2015]

• 強凸版との統合 [Kim and Yang, 2023]



連続極限の導出 10/100

Nesterovの加速勾配法{
x(k+1) = y(k) − s∇f

(
y(k)

)
y(k+1) = x(k+1) + k

k+3

(
x(k+1) − x(k)

)
連続極限

ẍ+
3

t
ẋ+∇f(x) = 0

↓ 第二式の時刻をずらす

{
x(k+1) = y(k) − s∇f

(
y(k)

)
y(k) = x(k) + k−1

k+2

(
x(k) − x(k−1)

)
↓ 二式の和

x(k+1) = x(k)+
k − 1

k + 2

(
x(k) − x(k−1)

)
−s∇f

(
y(k)

)



連続極限の導出 10/100

Nesterovの加速勾配法{
x(k+1) = y(k) − s∇f

(
y(k)

)
y(k+1) = x(k+1) + k

k+3

(
x(k+1) − x(k)

)
連続極限

ẍ+
3

t
ẋ+∇f(x) = 0

↓

x(k+1) = x(k)+
k − 1

k + 2

(
x(k) − x(k−1)

)
−s∇f

(
y(k)

)
↓ k−1

k+2 = 1− 3
k+2

x(k+1) − 2x(k) + x(k−1)

s
+

3

(k + 2)
√
s

x(k) − x(k−1)

√
s

+∇f
(
y(k)

)
= 0



連続極限の導出 10/100

Nesterovの加速勾配法{
x(k+1) = y(k) − s∇f

(
y(k)

)
y(k+1) = x(k+1) + k

k+3

(
x(k+1) − x(k)

)
連続極限

ẍ+
3

t
ẋ+∇f(x) = 0

↓ ↑
√
s→ 0

x(k+1) − 2x(k) + x(k−1)

s
+

3

(k + 2)
√
s

x(k) − x(k−1)

√
s

+∇f
(
y(k)

)
= 0

x(k) ≈ x(k
√
s)という想定

ẍ 3

t
ẋ x

(この離散化は不自然)



連続系の収束レート 11/100

以下の関数を用いて，収束レートを示す (x⋆：最適解)：

E(t) := t2(f(x(t))− f⋆) + 2

∥∥∥∥x(t) + t

2
ẋ(t)− x⋆

∥∥∥∥2
1

d
dtE(t) ≤ 0：E(t)は単調非増加．

d

dt
E(t) = 2t(f(x)− f⋆) + t2⟨∇f(x), ẋ⟩+ 4

⟨
x+

t

2
ẋ− x⋆,

3

2
ẋ+

t

2
ẍ

⟩
= 2t(f(x)− f⋆)− 2t⟨∇f(x), x− x⋆⟩
≤ 0

2 収束レートの証明：

f(x(t))− f⋆ ≤ E(t)
t2
≤ E(0)

t2
=

2∥x(0)− x⋆∥2

t2

= − t
2∇f(x)

(前頁の ODE)← 凸関数は接線で下から抑えられる



再掲：加速勾配法の連続極限 [Su et al., 2014] 12/100
Nesterovの加速勾配法{
x(k+1) = y(k) − s∇f

(
y(k)

)
y(k+1) = x(k+1) + k

k+3

(
x(k+1) − x(k)

)
収束レート：

f
(
x(k)

)
− f⋆ = O

(
1

k2

)
→

連続極限

ẍ+
3

t
ẋ+∇f(x) = 0

収束レート：

f(x(t))−f⋆ = O

(
1

t2

)

• 「加速」の直感的な理解
• 3

t ẋは「摩擦項」
• 連続系の収束レートの証明は簡潔

• Nesterovの加速勾配法の変種の導出

• 鏡像降下法との組合せ [Krichene et al., 2015]

• 強凸版との統合 [Kim and Yang, 2023]
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常微分方程式 (ODE: Ordinary Differential Equation)14/100

常微分方程式の初期値問題 (x : [0, T )→ Rd, ẋ := dx
dt )

ẋ(t) = g(t, x(t)) (t ∈ (0, T )), x(0) = x0.

g(t, ·) が局所 Lipschitz連続であれば，解は一意に存在する．

古典的な例

• 調和振動子：{
ṗ = kx,

mẋ = p.

• Lotka–Volterra 方程式：{
ẋ = ax− bxy,

ẏ = cxy − dy.

近年の例

• 加速勾配法の連続極限
[Su et al., 2014]：

ẍ+
3

t
ẋ+∇f(x) = 0.

• Neural ODE
[Chen et al., 2018]：

ẋ = fNN(θ, x, t).



最も単純な数値解法：陽的 Euler法 15/100

陽的 Euler法：

x(k+1) − x(k)

hk
= g
(
tk, x

(k)
)

(k = 0, 1, . . . ), x(0) = x0.

cf. ODE
ẋ(t) = g(t, x(t)) (t ∈ (0, T )), x(0) = x0.

適切な仮定の下，∥∥∥x(k) − x(tk)
∥∥∥ ≤ Chmax

(
hmax := max

i
hi

)
.

• ステップ幅 hk が十分小さいとき，x(k) は x(tk) の良い近似．

• 右辺が hmax について 1次なので，1次精度という．



より高度な数値解法 16/100
陽的 Euler法：

x(k+1) − x(k)

hk
= g
(
tk, x

(k)
)

(k = 0, 1, . . . ), x(0) = x0.

過去の情報の利用
(x(k−1) など)

1ステップの中に
内部段を作る

Runge–Kutta 法

• Heun法

• いわゆる Runge–Kutta 法

• Dormand–Prince の方法
(MATLABの ode45,
scipy.integrate.solve ivp 等)

線形多段階法

• Adams–Bashforth 公式

• Adams–Moulton 公式

• 後退微分公式
(BDF: Backward
Differentiation Formula)

これらの共通の一般化 (一般線形法) や，これらに属さない手法もある．



Runge–Kutta法 17/100

定義： Runge–Kutta 法

ẋ = g(t, x) に対する s 段 Runge–Kutta 法：
X

(k)
i = x(k) + h

s∑
j=1

aijg
(
tk + cjh,X

(k)
j

)
(i = 1, . . . , s),

x(k+1) = x(k) + h

s∑
i=1

big
(
tk + cih,X

(k)
i

)
.

X
(k)
i ：内部段

aij , bi, ci：パラメータ

例：陽的 Euler 法

x(k+1) − x(k)

h
= g

(
tk, x

(k)
)
−→

X
(k)
1 = x(k) + h · 0 · g

(
tk, X

(k)
1

)
x(k+1) = x(k) + h · 1 · g

(
tk, X

(k)
1

)



拡張のご利益 (の例)：計算量の改善 18/100

問題設定：時刻 T > 0 の厳密解 x(T ) の誤差 ε > 0 以内の近似の計算
(簡単のため，ステップ幅 h := T/K は固定．)

• 陽的 Euler 法：ベクトル場の計算回数 O
(
1
ε

)
∵ 誤差評価

∥∥x(K) − x(T )
∥∥ ≤ Ch = C T

K = ε ⇒ K = CT
ε

• p 次精度の Runge–Kutta 法：ベクトル場の計算回数 O
((

1
ε

) 1
p

)
∵ 誤差評価

∥∥x(K) − x(T )
∥∥ ≤ Cph

p = Cp

(
T
K

)p
= ε ⇒ K = T

(
Cp

ε

) 1
p

数値例：
ẋ = −x, T = 10.

要求精度が小さいとき，
次数が高いほど有利．

10−14 10−5 104
100

103

106

ε

ベ
ク
ト
ル
場
の
計
算
回
数 1段 1次

2段 2次
4段 4次
6段 5次
12段 8次



Butcher配列 19/100

Runge–Kutta 法のパラメータは，[Butcher, 1964]に従って以下のように表
示することが多い：

c1 a11 · · · a1s
...

...
...

cs as1 · · · ass
b1 · · · bs

再掲：Runge–Kutta 法

ẋ = g(t, x) に対する s 段 Runge–Kutta 法：
X

(k)
i = x(k) + h

s∑
j=1

aijg
(
tk + cjh,X

(k)
j

)
(i = 1, . . . , s),

x(k+1) = x(k) + h

s∑
i=1

big
(
tk + cih,X

(k)
i

)
.



陽的 Runge–Kutta 法と陰的 Runge–Kutta 法 20/100

定義：陽的 Runge–Kutta 法

Runge–Kutta 法が陽的 ⇐⇒ 任意の i ≤ j に対して，aij = 0．
そうでない場合，陰的 Runge–Kutta 法と呼ばれる．

Heun 法 (陽的)：

0 0 0
1 1 0

1/2 1/2

X
(k)
1 は陽的に計算可能

X
(k)
2 は陽的に計算可能

X
(k)
2 = x(k) + h · 1 · g

(
tk, X

(k)
1

)
+ h · 0 · g

(
tk + h,X

(k)
2

)
X

(k)
2 = x(k) + h · 0 · g

(
tk, X

(k)
1

)
+ h · 0 · g

(
tk + h,X

(k)
2

)

陰的台形則 (陰的):

0 0 0
1 1/2 1/2

1/2 1/2

X
(k)
1 は陽的に計算可能

X
(k)
2 は陽的に計算できない

X
(k)
2 = x(k) + h · 12 · g

(
tk, X

(k)
1

)
+ h · 12 · g

(
tk + h,X

(k)
2

)



Runge–Kutta 法の例 21/100

• 1次の方法:

陽的 Euler 法

0 0

1

陰的 Euler 法

1 1

1

• 2次の方法:

陰的台形則

0 0 0
1 1/2 1/2

1/2 1/2

陰的中点則

1/2 1/2

1

Heun 法

0 0 0
1 1 0

1/2 1/2

• いわゆる Runge–Kutta 法 (4次)

0
1/2 1/2
1/2 0 1/2
1 0 0 1

1/6 1/3 1/3 1/6



線形多段階法 22/100

定義：線形多段階法 (固定刻み幅)

ẋ = g(t, x) に対する 線形 r 段階法：

αrx
(k+r) + αr−1x

(k+r−1) + · · ·+ α0x
(k)

= h(βrgk+r + βr−1gk+r−1 + · · ·+ β0gk),

gk := g
(
tk, x

(k)
)
.

αi, βi：パラメータ (αr ̸= 0, |α0|+ |β0| ̸= 0)
陽的 ⇐⇒ βr = 0, 陰的 ⇐⇒ βr ̸= 0

例：陽的 Euler 法
x(k+1) − x(k)

h
= g

(
tk, x

(k)
)

−→ 1 · x(k+1) + (−1) · x(k) = h
(
0 · g

(
tk+1, x

(k+1)
)
+ 1 · g

(
tk, x

(k)
))



出発値 23/100

定義：線形多段階法 (固定刻み幅)

r∑
i=0

αix
(k+i) = h

r∑
i=0

βig
(
tk+i, x

(k+i)
)
.

線形多段階法を用いるには，初期値 x(0) だけではなく，
出発値 x(1), . . . , x(r−1) も事前に用意しておく必要がある．

x(i) ≈ x(ih) の計算法の例：

• 厳密解の Taylor 展開

• Runge–Kutta 法

• 低段階の多段階法
出発値が満たすべき条件は後述．



線形多段階法の例 24/100
定義：線形多段階法 (固定刻み幅)

r∑
i=0

αix
(k+i) = h

r∑
i=0

βig
(
tk+i, x

(k+i)
)
.

• Adams型：積分表示の右辺を Lagrange 補間を用いて近似．

積分表示： x(tk+r)− x(tk+r−1) =

∫ tk+r

tk+r−1

g(t, x(t))dt.

• Adams–Bashforth 公式：陽的 (x(k), . . . , x(k+r−1) を用いる)．
• Adams–Moulton 公式：陰的 (x(k), . . . , x(k+r) を用いる)．

• 後退微分公式 (BDF)：ODEの左辺を高次の片側差分で近似．

ẋ(tk+r) = g
(
tk+r, x

(k+r)
)
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最急降下法の収束条件の数値解析的解釈 26/100

目的関数は L-平滑 (勾配が L-Lipschitz 連続) とする．

凸関数に対する最急降下法の収束条件 cf. [Nesterov, 2004, Thm. 2.1.14]

最急降下法は，hk < 2/Lのとき f
(
x(k)

)
→ f⋆ を満たす．

↓ 数値解析の言葉で言い換え

勾配流に対する陽的 Euler法 (= 最急降下法) は，
hk < 2/Lのもとで平衡点に収束する．

数値解析の手法で同様の条件は出るか？
↓

線形安定性解析



Dahlquistのテスト方程式と安定領域 27/100

定義：安定性と安定領域

Dahlquistのテスト方程式 (λ ∈ Cは定数)

ẋ = λx, x(0) = 1

に対して 1 ステップ数値解法を適用した場合の出力を R(hλ) とする．
このとき，R を安定性関数，S = {z ∈ C | |R(z)| ≤ 1} を安定領域と
いう．

陽的 Euler法の安定性関数は R(z) = 1 + z

−2 −1 1

−1

1

Re

Im安定領域：

(|λh+ 1| ≤ 1)



安定領域の意味 28/100

定義：安定性と安定領域

Dahlquistのテスト方程式 (λ ∈ Cは定数) ẋ = λx, x(0) = 1 に対して
1ステップ数値解法を適用した場合の出力を R(hλ) とする．このとき，
Rを安定性関数，S = {z ∈ C | |R(z)| ≤ 1}を安定領域という．

与えられたパラメータ λ ∈ C に対して，
ステップ幅 h で数値解法を適用したとき，

x(k) = (R(hλ))kx(0).

⇒ 「supk
∣∣x(k)∣∣ <∞ ⇐⇒ |R(hλ)| ≤ 1」

安定領域の意味

与えられたパラメータ λ ∈ C に対して，hλ ∈ S を満たすようにステッ
プ幅 h を取れば，数値解は有界に留まる．



安定領域の使い方の例 29/100

ODE：勾配流

• 勾配流 ẋ = −∇f(x) の線形化：δ̇ = −∇2f(x)δ

• f が L-平滑な凸関数 ⇒ ∇2f(x)の固有値は [0, L]に含まれる．

• ∇2f(x) の対角化により，d 個の独立なスカラー線形方程式
(Dahlquistのテスト方程式) に分離できる．

• 分離後の各 ODE について，λ ∈ [−L, 0]．

数値解法：陽的 Euler 法の安定領域

−2 −1 1

−1

1

Re

Im安定領域：

(|λh+ 1| ≤ 1)

安定領域の意味：
∀λ ∈ [−L, 0], λh ∈ S ⇒ 安定

⇕
h ≤ 2

L

(最急降下法のよく知られてい
るステップ幅上限を再現)．



Runge–Kutta (RK) 法の安定性関数 30/100

命題：RK 法の安定性関数 (cf. [Hairer and Wanner, 1996, IV, Prop. 3.2]

A = (aij), b = (bi) とおくと，RK 法の安定性関数 R は以下を満たす：

R(z) =
det(I − zA+ z1bT)

det(I − zA)
.

(I ∈ Rs×s：単位行列，1 ∈ Rs：全要素が 1のベクトル)

• 陽的 RK の場合 (Aが狭義下三角)，R は s 次多項式．

• 陰的 RK の場合，R は有理関数
(分母，分子ともに s 次以下の多項式)．

Dahlquist のテスト方程式に，RK法を適用すると，直ちに

R(z) = 1 + zbT(I − zA)−11

が得られる．上の命題は Schur 補行列を使えば容易に示せる (演習問題)．



陽的 Runge–Kutta 法の安定領域 31/100

s 段 p 次陽的 Runge–Kutta 法の安定性関数

• 安定性関数は s 次多項式

• Dahlquist のテスト方程式の厳密解 x(h) = exp(λh)
→ R(z) の p 次以下の係数は exp(z) の Taylor 展開と一致．

• p = sの場合 (s ≤ 4)，R(z) = 1 + z + z2

2! + · · ·+
zs

s!．

[Hairer and Wanner, 1996]より引用．



A安定性 32/100

Dahlquist のテスト方程式 ẋ = λx の厳密解 x(t) = exp(λt) が有界
⇐⇒ λ ∈ C− := {z ∈ C | Re z ≤ 0}

定義：A安定性

数値解法が A安定 ⇐⇒ 安定性領域 S が S ⊇ C− を満たす．

• A安定な数値解法：
陰的 Euler 法 (1段 1次)，Gauss 法 (s段 2s次)，...

1 2

−1

1

Re

Im

−1 1

−1

1

Re

Im

• 1次以上の精度をもつ陽的 Runge–Kutta 法は A安定にならない．



線形多段階法の安定性 33/100

線形多段階法には，よく考えられる安定性が 2種類ある：

• 絶対安定性：Dahlquist のテスト方程式に対する安定性

• 零安定性：ẋ = 0 に対する安定性 ← 多段階法特有の問題
線形 r 段階法は，r + 1 項間漸化式なので，
安定性の議論において，特性多項式が有用．

定義：特性多項式

第一特性多項式： ρ(ζ) := αrζ
r + αr−1ζ

r−1 + · · ·+ α0,

第二特性多項式： σ(ζ) := βrζ
r + βr−1ζ

r−1 + · · ·+ β0.

線形多段階法を (ρ, σ) で表すこともある．

復習：線形 r 段階法 (固定刻み幅)

r∑
i=0

αix
(k+i) = h

r∑
i=0

βig
(
tk+i, x

(k+i)
)
.



線形多段階法の零安定性 34/100
定義：零安定性

線形多段階法 (ρ, σ) が零安定
⇐⇒ 第一特性多項式 ρ が以下の条件 (根条件) を満たす．

• 全ての根の絶対値が 1 以下；

• 根の絶対値がちょうど 1 であるとき，単根である．

零安定性の意味：
ẋ = 0 に線形多段階法 (ρ, σ) を適用した

αrx
(k+r) + αr−1x

(k+r−1) + · · ·+ α0x
(k) = 0

の解が有界に留まる．
ラフな説明：ρ が相異なる r 個の根 ζ1, . . . , ζr をもつとき，

x(k) = C1ζ
k
1 + C2ζ

k
2 + · · ·+ Crζ

k
r

(C1, . . . , Cr は出発値から定まる)．



零安定でない線形多段階法 35/100

陽的 2 段階法 (3次精度)

x(k+2) + 4x(k+1) − 5x(k) = h
(
4g
(
tk+1, x

(k+1)
)
+ 2g

(
tk, x

(k)
))

の第一特性多項式 ρ(ζ) = ζ2 + 4ζ − 5 の根は 1,−5 ⇒ 零安定でない．

数値実験 (ẋ = 0)：
2通りの初期値 0, 1.01 に対して，x(1) をそれぞれ 0, 1.01 (厳密解) とした．
ステップ幅 h を小さくすると，数値計算結果は発散 (丸め誤差の拡大)．

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−1
0

1

2

3

t

x

h = 1/10

h = 1/20

h = 1/30



線形多段階法の絶対安定性 36/100

Dahlquist のテスト方程式 ẋ = λx に対する線形多段階法

r∑
i=0

αix
(k+i) = λh

r∑
i=0

βix
(k+i).

この漸化式の特性多項式：ρ(ζ)− λhσ(ζ)．

定義：絶対安定性

線形多段階法 (ρ, σ) の絶対安定領域：

S := { z ∈ C | π(ζ; z) := ρ(ζ)− zσ(ζ)が根条件を満たす }.

S ⊇ C− のとき，A安定という．

(復習) 根条件：

• 全ての根の絶対値が 1 以下；

• 根の絶対値がちょうど 1 であるとき，単根である．



加速勾配法に対応する線形多段階法 37/100
µ-強凸 L-平滑関数に対する Nesterovの加速勾配法

y(k+1) = x(k) − 1

L
∇f
(
x(k)

)
,

x(k+1) = y(k+1) + γ
(
y(k+1) − y(k)

)
, γ :=

1−
√

µ
L

1 +
√

µ
L

.

y を消去すると，

x(k+1)−(1+γ)x(k)+γx(k−1) =
1 + γ

L

(
−∇f

(
x(k)

))
− γ

L

(
−∇f

(
x(k−1)

))
.

h = 1
L(1−γ) とする (後述)．

加速勾配法に対応する線形多段階法

x(k+2)−(1+γ)x(k+1)+γx(k) = h
(
(1− γ2)g

(
x(k+1)

)
− γ(1− γ)g

(
x(k)

))



加速勾配法に対応する線形多段階法の絶対安定領域38/100

加速勾配法に対応する線形多段階法

x(k+2)−(1+γ)x(k+1)+γx(k) = h
(
(1− γ2)g

(
x(k+1)

)
− γ(1− γ)g

(
x(k)

))
上の線形多段階法について

(
γ =

(
1−

√
µ
L

)
/
(
1 +

√
µ
L

))
，

ρ(ζ) = ζ2 − (1 + γ)ζ + γ, σ(ζ) = (1− γ2)ζ − γ(1− γ),

π(ζ; z) = ρ(ζ)− zσ(ζ) = ζ2 − (1 + γ)(1 + z(1− γ))ζ + γ(1 + z(1− γ)).

−8 −6 −4 −2

L
µ = 1

L
µ = 10

L
µ = 100

Re

Im 安定領域の形状は L/µ に依存．

安定領域の左端 ≈ −2
3

√
L
µ (演習問題)．

勾配流の場合は λ ∈ [−L, 0]に相当
⇒ 刻み幅制限は O

(
1/
√
µL
)
．



(再掲) 「加速」の説明 [Scieur et al., 2017] 39/100

目的関数 f : Rd → R が µ-強凸 (かつ L-平滑) の場合 (f⋆：最適値)

陽的 Euler法
f
(
x(k)

)
− f⋆ = O

(
e−2 µ

L
k
) 勾配流 ẋ = −∇f(x)

f(x(t))− f⋆ = O
(
e−2µt

)

加速勾配法
f
(
x(k)

)
− f⋆ = O

(
e−
√

µ
L
k
)

最急降下法

tk = O
(
k
L

)

線形
多段
階法

tk
=
O

( k
√ µL

)
「加速」の (一つの) 解釈：
安定性の向上による
ステップ幅制限の緩和

数値解析でよく知られている「安定性」の条件から，

• 陽的 Euler法：hk = O
(
1
L

)
→ tk :=

∑k−1
i=0 hi = O

(
k
L

)
，

• 線形多段階法：hk = O
(

1√
µL

)
→ tk = O

(
k√
µL

)
．
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自励系と非自励系 41/100

一般的な非自励系 ẋ = g(t, x) に対して，自励系

d

dt

[
x
s

]
=

[
g(s, x)

1

]
を考えると，s = tより両者は等価⇒ (大抵の場合) 自励系を考えれば十分．

例：Runge–Kutta 法

上記の自励系に対する Runge–Kutta法

X
(k)
i = x(k) + h

s∑
j=1

aijg
(
S
(k)
j , X

(k)
j

)
, S

(k)
i = s(k) + h

s∑
j=1

aij ,

x(k+1) = x(k) + h

s∑
i=1

big
(
S
(k)
i , X

(k)
i

)
, s(k+1) = s(k) + h

s∑
i=1

bi.

ci =
∑s

j=1 aij ,
∑s

i=1 bi = 1 の下，前述の Runge–Kutta 法と一致．



局所誤差と大域誤差 42/100

局所誤差評価：
∥∥∥x(1) − x(h)

∥∥∥ ≤ Chp+1

大域誤差評価：
ODEに沿って時間 h進める写像 (flow map) φh : Rd → Rd を用いて，
誤差 e(k) :=

∥∥x(k) − x(kh)
∥∥ を評価：

e(k+1) ≤
∥∥∥x(k+1) − φh

(
x(k)

)∥∥∥
局所誤差

+
∥∥∥φh

(
x(k)

)
− φh(x(kh))

∥∥∥
ODEの性質

≤ Chp+1 + exp(Lh)e(k)

⇒ e(k) ≤ C exp(Lkh)khp+1 ≤ C exp(LT )Thp (∵ kh ≤ T )．

ODEの性質 (演習問題)

ODEを定める写像 g が L-Lipschitz 連続のとき，

∥φh(x)− φh(y)∥ ≤ exp(Lh)∥x− y∥ (x, y ∈ Rd).



Runge–Kutta 法の精度 43/100

定義：Runge–Kutta 法の精度

Runge–Kutta 法が p次精度である
⇐⇒ 十分滑らかな任意の ODEに対して，以下の局所誤差評価が成立：∥∥∥x(1) − x(h)

∥∥∥ ≤ Chp+1.

自励系 ẋ = g(x) に対する Runge–Kutta 法
X

(k)
i = x(k) + h

s∑
j=1

aijg
(
X

(n)
j

)
(i = 1, . . . , s),

x(k+1) = x(k) + h

s∑
i=1

big
(
X

(k)
i

)
.



例：陽的 Euler 法 (1次精度) 44/100

以下の展開より，
∥∥x(1) − x(h)

∥∥ ≤ Ch2 が成立：

数値解： x(1) = x(0) + hg(x(0))

= x0 + hg(x0).

厳密解： x(h) = x(0) + h
dx

dt
(0) +

h2

2

d2x

dt2
(0) + · · ·

= x(0) + hg(x0) +
h2

2
g′(x0)g(x0) + · · · .

ここで，以下の関係式を用いた：

dx

dt
(t) = g(x(t)),

d2x

dt2
(t) =

d

dt
g (x(t)) = g′(x(t))

dx

dt
(t) = g′(x(t))g(x(t)).

p次精度の Runge–Kutta法を扱うには，
dkx

dtk
(0) (k = 1, . . . , p) が必要．



高階導関数の計算 45/100

注意：

• x(t)は引数を省略して xと書く．

• gji1i2···in := ∂ngj

∂xi1∂xi2 ...∂xin
とする．ここで g(x) = (g1(x), · · · , gd(x))T．

• Einsteinの和の規約を利用する．

dxi

dt
= gi(x)

d2xi

dt2
=

d

dt
gi (x) = gij(x)

dxj

dt
= gij(x)g

j(x)

d3xi

dt3
=

d

dt

(
gij(x)g

j(x)
)
= gijk(x)g

j(x)gk(x) + gij(x)g
j
k(x)g

k(x)

d4xi

dt4
=

d

dt

(
gijk(x)g

j(x)gk(x) + gij(x)g
j
k(x)g

k(x)
)
= · · ·

容易に計算できるが，煩雑．



処方箋：根つき木 46/100
d2xi

dt2
= gij(x)g

j(x).
i

j

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

d3xi

dt3
= gijk(x)g

j(x)gk(x) + gij(x)g
j
k(x)g

k(x)

i

j k

i

j

k

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

d4xi

dt4
= gijklg

jgkgl+gijkg
j
l g

lgk+gijkg
jgkl g

l+gijlg
j
kg

kgl+gijg
j
klg

kgl+gijg
j
kg

k
l g

l

i

j k l

i

j k

l

i

j k

l

i

j

k

l

i

j

k l

i

j

k

l



処方箋：根つき木 46/100

これらの項は同一：単なるインデックスの付け替え

d4xi

dt4
= gijklg

jgkgl+gijkg
j
l g

lgk+gijkg
jgkl g

l+gijlg
j
kg

kgl+gijg
j
klg

kgl+gijg
j
kg

k
l g

l

i

j k l

i

j k

l

i

j k

l

i

j

k

l

i

j

k l

i

j

k

l

これらのラベル付き木は形状が同じ

↓
x(t)の高階導関数は根つき木で整理できる．



ラベルつき木 47/100

定義：ラベルつき木

全順序集合 Sq が，最小の要素 iをもち，|Sq| = q を満たすとする．こ
のとき，q 次の (根つき) ラベルつき木とは，写像 τ : Sq \ {i} → Sq で
あり，任意の z ∈ Sq に対して，τ(z) < z を満たすものである．次数 q
のラベルつき木全体のなす集合を LT q で表す．

LT 3 :

(S3 = {i < j < k}) i

j k

i

j

k

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
LT 4 :

(S4 = {i < j < k < l})

i

j k l

i

j k

l

i

j k

l

i

j

k

l

i

j

k l

i

j

k

l



根つき木：定義 48/100

定義：根つき木

根つき木の集合 T を以下のように再帰的に定義する：
• 頂点を 1つだけもつグラフ は T に属す；
• τ1, . . . , τm ∈ T であるとき，τ1, . . . , τm の根を新たに用意した一つ
の頂点に繋げてできるグラフも T に属す．この操作を

τ = [τ1, . . . , τm]

と表す．ここで，新たに導入した頂点が τ の根である．

注意：[τ1, . . . , τm] は τ1, . . . , τm の並べ方に依存しない．

例：

= [ ], = [ , ], = [ ] = [[ ]]

= [ , , ], = [ , ] = [ , [ ]]

T =

{
, , , , , , , , . . .

}
.



根つき木：要素的微分 49/100

定義：要素的微分

木 τ ∈ T に対して，要素的微分とは，G( )(x) = g(x) と

Gi([τ1, . . . , τm])(x) = gij1,...,jm(x)G
j1(τ1)(x) · · ·Gjm(τm)(x)

により再帰的に定義される写像 G(τ) : Rd → Rd である．

例：

Gi( )(x) = Gi([ ])(x) = gij(x)G
j( )(x) = gij(x)g

j(x)

Gi( )(x) = Gi([ , ])(x) = gijk(x)G
j( )(x)Gk( )(x) = gijk(x)g

j(x)gk(x)

Gi( )(x) = Gi([ ])(x) = gij(x)G
j( )(x) = gij(x)g

j
k(x)g

k(x)

「根を除いた頂点の個数」 = 「微分の階数」



根つき木：x(t)の高階導関数 50/100

定理： 厳密解 x(t) の q 階導関数 cf. [Hairer et al., 1993, II, Thm. 2.6]

dqx

dtq
(0) =

∑
|τ |=q

α(τ)G(τ)(x0).

ここで，

• |τ | は，τ ∈ T の頂点の個数を表す；
• α(τ) は，τ と同値なラベルつき木の個数を表す．

τ

|τ | 1 2 3 3 4 4 4 4
α(τ) 1 1 1 1 1 3 1 1



Runge–Kutta 法の Taylor 展開に向けて (1/3) 51/100

Runge–Kutta 法の内部段 X
(1)
i (と出力 y(1)) の h に関する Taylor展開:

X
(1)
i (0) = x0

d

dh
X

(1)
i (0) =

s∑
j=1

aijg
(
X

(1)
j (h)

)
+ h

s∑
j=1

aijg
′
(
X

(1)
j (h)

)( d

dh
X

(1)
j (h)

)∣∣∣∣∣∣
h=0

=

s∑
j=1

aijg (x0)


X

(1)
i = x0 + h

s∑
j=1

aijg
(
X

(1)
j

)
(i = 1, . . . , s),

x(1) = x0 + h

s∑
i=1

big
(
X

(1)
i

)
.



Runge–Kutta 法の Taylor 展開に向けて (2/3) 52/100
引数 h は省略する．

d2

dh2
X

(1)
i (h) =

d

dh

(
s∑

j=1

aijg
(
X

(1)
j

)
+ h

s∑
j=1

aijg
′
(
X

(1)
j

)( d

dh
X

(1)
j

))

= 2

s∑
j=1

aijg
′
(
X

(1)
j

)( d

dh
X

(1)
j

)
+ h

s∑
j=1

aijg
′′
(
X

(1)
j

)( d

dh
X

(1)
j ,

d

dh
X

(1)
j

)

+ h

s∑
j=1

aijg
′
(
X

(1)
j

)( d2

dh2
X

(1)
j

)

⇓

d2

dh2
X

(1)
i (0) = 2

s∑
j=1

aijg
′ (x0)

(
s∑

k=1

ajkg (x0)

)

= 2

s∑
j=1

s∑
k=1

aijajkg
′(g)



Runge–Kutta 法の Taylor 展開に向けて (3/3) 53/100
d3

dh3
X

(1)
i (h) =

d

dh

(
2

s∑
j=1

aijg
′
(
X

(1)
j

) d

dh
X

(1)
j + h

s∑
j=1

aijg
′′
(
X

(1)
j

)( d

dh
X

(1)
j ,

d

dh
X

(1)
j

)

+h

s∑
j=1

aijg
′
(
X

(1)
j

) d2

dh2
X

(1)
j

)

= 3

s∑
j=1

aijg
′′
(
X

(1)
j

)( d

dh
X

(1)
j ,

d

dh
X

(1)
j

)
+ 3

s∑
j=1

aijg
′
(
X

(1)
j

) d2

dh2
X

(1)
j

+ h

s∑
j=1

aijg
′′′
(
X

(1)
j

)( d

dh
X

(1)
j ,

d

dh
X

(1)
j ,

d

dh
X

(1)
j

)

+ 3h

s∑
j=1

aijg
′′
(
X

(1)
j

)( d2

dh2
X

(1)
j ,

d

dh
X

(1)
j

)
+ h

s∑
j=1

aijg
′
(
X

(1)
j

) d3

dh3
X

(1)
j

⇓

d3

dh3
X

(1)
i (0) = 3

s∑
j=1

aij

(
g′′ (x0)

(
s∑

k=1

ajkg (x0) ,

s∑
l=1

ajlg (x0)

)
+ g′ (x0)

d2

dh2
X

(1)
j (0)

)
= 3

∑
j,k,l

aijajkajlg
′′(g, g) + 3

∑
j,k,l

aijajkaklg
′(g′(g)).



根つき木による整理 54/100

d2

dh
X

(1)
i = 2

∑
j,k

aijajkg
′(g)

G( )

j

k

ajk

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

d3

dh3
X

(1)
i (0) = 3

∑
j,k,l

aijajkajlg
′′(g, g) + 3

∑
j,k,l

aijajkaklg
′(g′(g))

G( ) G
( )

j

k l

ajk ajl

j

k

l

ajk

akl

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
...



Runge–Kutta 法にまつわる高階導関数 55/100

定理： RK 法にまつわる q階導関数 cf. [Hairer et al., 1993, II, Thm. 2.11]

dq

dhq
X

(1)
i (0) =

∑
|τ |=q

α(τ)τ !

s∑
j=1

aijΦj(τ)G(τ)(x0),

dq

dhq
y(1)(0) =

∑
|τ |=q

α(τ)τ !

s∑
i=1

biΦi(τ)G(τ)(x0),

• 木 τ の階乗 τ ! は， ! = 1 と以下の式で再帰的に定義される：

[τ1, . . . , τm]! = |[τ1, . . . , τm]| (τ1!) · · · (τm!);

• Φj は， Φj( ) = 1 と以下の式で再帰的に定義される：

Φj([τ1, . . . , τm]) =
∑

k1,··· ,km

ajk1ajk2 · · · ajkmΦk1(τ1) · · ·Φkm(τm).



B級数 (Butcher 級数) 56/100

定義：B級数

写像 δ : T ∪ {∅} → R に対して，以下の形式的級数を B級数という：

B(δ, x0) = δ(∅)x0 +
∑
τ∈T

h|τ |

σ(τ)
δ(τ)G(τ)(x0)

対称度 σ(τ) は，σ( ) = 1 と以下の式で定義される：

σ([τ1, . . . , τm]) = σ(τ1) · · ·σ(τm)µ1!µ2! · · · .

ここで，整数 µ1, µ2, . . . は τ1, . . . , τm の中の同じ木の個数である.
例：

σ( ) = σ([ ]) = 1, σ( ) = σ([ , ]) = 1 · 1 · 2!

σ( ) = σ([ ]) = 1 σ( ) = σ([ , , ]) = 1 · 1 · 1 · 3!

σ( ) = σ([ , ]) = 1 · 1 σ( ) = σ([ ]) = 2



厳密解と Runge–Kutta法の出力を表す B級数 57/100

厳密解の Taylor 展開：

x(h) = 1 · x0 +
∑
τ∈T

h|τ |

σ(τ)

1

τ !
G(τ)(x0)

Runge–Kutta法の出力の Taylor 展開：

x(1)(h) = 1 · x0 +
∑
τ∈T

h|τ |

σ(τ)

s∑
i=1

biΦi(τ)G(τ)(x0)

B(δ, x0) = δ(∅)x0 +
∑
τ∈T

h|τ |

σ(τ)
δ(τ)G(τ)(x0)



Runge–Kutta 法の次数条件 58/100

定理：次数条件 cf. [Hairer et al., 1993, II, Thm. 2.13]

Runge–Kutta 法が p 次精度 ⇐⇒
s∑

i=1

biΦi(τ) =
1

τ !
for |τ | ≤ p.

厳密解： x(h) = 1 · x0 +
∑
τ∈T

h|τ |

σ(τ)

1

τ !
G(τ)(x0),

数値解： x(1)(h) = 1 · x0 +
∑
τ∈T

h|τ |

σ(τ)

s∑
i=1

biΦi(τ)G(τ)(x0),

Table: 次数条件の個数

次数 p 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

条件の数 1 2 4 8 17 37 85 200 486 1205



次数条件の具体例 59/100

s∑
i=1

biΦi(τ) =
1

τ !
for |τ | ≤ p.

∑
i

bi = 1

∑
i,j

biaij =
1

2∑
i,j,k

biaijaik =
1

3∑
i,j,k

biaijajk =
1

6

∑
i,j,k,l

biaijaikail =
1

4∑
i,j,k,l

biaijaikakl =
1

8∑
i,j,k,l

biaijajkajl =
1

12

∑
i,j,k,l

biaijajkakl =
1

24



余談 1：高次精度の陽的 Runge–Kutta 法 60/100

p：次数，s：段数

• p = s を満たす陽的 Runge–Kutta 法は，p ≤ 4 で存在する．

• p ≥ 5 次精度の陽的 Runge–Kutta 法は，s ≥ p+ 1 段必要．

• p ≥ 7 次精度の陽的 Runge–Kutta 法は，s ≥ p+ 2 段必要．

• p ≥ 8 次精度の陽的 Runge–Kutta 法は，s ≥ p+ 3 段必要．

• [Hairer, 1978] が，17段 10次の陽的 Runge–Kutta 法を提案．
注：決めるべきパラメータ 153 個，満たすべき次数条件 1205 個．

• 40年以上を経て，[Zhang, 2019]は，
16段 10次の陽的 Runge–Kutta 法が構成できたと主張している．
ただし，これは次数条件を最小二乗問題として数値的に解いた結果．
(BFGS法と，いろいろな実装上の工夫の賜物とのこと．)

• 任意の正整数 pに対して，s = p(p− 1)/2 + 1段の
p次陽的 Runge–Kutta法が存在 (非実用的) [Zhang, 2019, Prop. 1.28]．



余談 2：陰的 Runge–Kutta 法 61/100

選点法 (陰的 Runge–Kutta 法とも解釈できる)

c1, . . . , cs を相異なる実数とする．s次選点多項式 u を

u(tk) = x(k), u̇(tk + cih) = g(u(tk + cih)) (i = 1, . . . , s)

から定め，x(k+1) = u(tk + h) を出力とする．

定理：選点法の次数 cf. [Hairer et al., 2006, II, Thm. 1.5]

選点法の精度 p は，c1, . . . , cs を用いる数値積分公式の次数と一致する．

数値積分： ∫ 1

0
f(x)dx ≈ 1

s

s∑
i=1

bif(ci)

Gauss 法：shifted Legendre 多項式の零点を ci として用いると，p = 2s．
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1 連続最適化問題に対する ODEアプローチの例

2 常微分方程式の数値解析の概要

3 数値解法の安定性

4 数値解法の精度：Runge–Kutta 法

5 数値解法の精度：線形多段階法

6 構造保存数値解法

7 微分方程式の数値解析の連続最適化への応用

8 まとめ



線形多段階法の局所誤差 63/100

線形多段階法における局所誤差：
∥∥x(r) − x(rh)

∥∥
ただし，x(1), . . . , x(r−1) は正確な出発値 x(i) = x(ih) (i = 1, . . . , r − 1)．

復習：線形 r 段階法 (固定刻み幅)

r∑
i=0

αix
(k+i) = h

r∑
i=0

βig
(
tk+i, x

(k+i)
)
.

定義と，「正確な出発値」の仮定より， (簡潔性のため，自励系とする)
ẋ(ih)

=

L(x;h) :=
r∑

i=0

(αix(ih)− hβiẋ(ih))

r∑
i=0

(
αix(ih)− hβi g(x(ih))

)
= αr

(
x(rh)− x(r)

)
− hβr

(
g(x(rh))− g

(
x(r)

))
=

(
αrI − hβr

∂g

∂x
(η)

)(
x(rh)− x(r)

)
(最後の等号は平均値の定理より従う)



線形多段階法の次数の求め方 64/100

前ページで確認したこと：

L(x;h) :=
r∑

i=0

(αix(ih)− hβiẋ(ih)) ≈ αr

(
x(rh)− x(r)

)
.

p 次精度 (
∥∥x(r) − x(rh)

∥∥ ≤ Chp+1)

⇐⇒ 十分滑らかな x : R→ Rd について，∥L(x;h)∥ ≤ C ′hp+1．

⇐⇒ p 次以下の多項式 P について，L(P ;h) = 0．

定理：線形多段階法の次数 [Hairer et al., 1993, III, Thm. 2.4]

線形多段階法 (ρ, σ) が p 次精度

⇐⇒
r∑

i=0

αi = 0 かつ
r∑

i=0

αii
q = q

r∑
i=0

βii
q−1 (q = 1, . . . , p).



加速勾配法に対応する線形多段階法の精度 (1/2) 65/100
µ-強凸 L-平滑関数に対するNesterovの加速勾配法の書き換え：

1

α2

x(k+1)+ (−1− γ)

α1

x(k)+ γ

α0

x(k−1) =
1 + γ

L

hβ1

(
−∇f

(
x(k)

))
+

−γ

L

hβ0

(
−∇f

(
x(k−1)

))
.

•
2∑

i=0

αi = γ + (−1− γ) + 1 = 0.

• q = 1 の条件：

0 =

2∑
i=0

αii−
2∑

i=0

βi = 1− γ − 1

hL
⇒ h =

1

L(1− γ)
.

定理：線形多段階法の次数条件 [Hairer et al., 1993, III, Thm. 2.4]

p次 ⇐⇒
r∑

i=0

αi = 0 かつ
r∑

i=0

αii
q = q

r∑
i=0

βii
q−1 (q = 1, . . . , p).



加速勾配法に対応する線形多段階法の精度 (2/2) 66/100

加速勾配法に対応する線形多段階法

x(k+2)−(1+γ)x(k+1)+γx(k) = h
(
(1− γ2)g

(
x(k+1)

)
− γ(1− γ)g

(
x(k)

))
定理：線形多段階法の次数条件 [Hairer et al., 1993, III, Thm. 2.4]

p次 ⇐⇒
r∑

i=0

αi = 0 かつ
r∑

i=0

αii
q = q

r∑
i=0

βii
q−1 (q = 1, . . . , p).

q = 2の条件は成立しない：
2∑

i=0

αii
2 = γ · 02 + (−1− γ) · 12 + 22 = 3− γ,

2

2∑
i=0

βii = 2
(
−γ(1− γ) · 0 +

(
1− γ2

))
= 2
(
1− γ2

)



線形多段階法の収束性 (大域誤差) 67/100

定義：線形多段階法の収束性

線形多段階法が p 次収束
⇐⇒ ある正の数 h0 ∈ R が存在し,h ≤ h0 に対して，出発値が∥∥∥x(i) − x(ih)

∥∥∥ ≤ C0h
p (i = 0, 1, . . . , r − 1)

を満たすとき，以下が成立する：∥∥∥x(k) − x(kh)
∥∥∥ ≤ Chp (k = r, r + 1, . . . ).

定理：収束性の必要十分条件 [Hairer et al., 1993, III, Thm. 4.2 and 4.5]

線形多段階法が p 次収束 ⇐⇒ 線形多段階法が p 次精度かつ零安定



Dahlquistの障壁 68/100

• 線形多段階法が p 次精度であるための条件は p+ 1 個の線形方程式．

• 線形 r 段階法のパラメータの自由度は 2r + 1 (陽的に限ると 2r) 個．

→ 陰的では p = 2r, 陽的では p = 2r − 1 が達成可能?
→ 達成可能だが，零安定性が成立しない．
定理：Dahlquist の第 1障壁 [Hairer et al., 1993, III, Thm. 3.5]

零安定な線形 r 段階法の次数 p は以下の関係を満たす：

• r が偶数のとき，p ≤ r + 2．

• r が奇数のとき，p ≤ r + 1．

• βr

αr
≤ 0 (陽的な場合を含む) のとき，p ≤ r．

定理：Dahlquist の第 2障壁 [Hairer and Wanner, 1996, V, Thm. 1.4]

A安定な線形多段階法は高々 2次精度である．
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1 連続最適化問題に対する ODEアプローチの例
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5 数値解法の精度：線形多段階法

6 構造保存数値解法

7 微分方程式の数値解析の連続最適化への応用
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構造保存数値解法 70/100

例：非線形波動のシミュレーション (KdV方程式)

時間発展

汎用解法

0 4 8 12 16
0

0.6

1.2

1.8

0
2
4

x
t

u

構造保存数値解法

0 4 8 12 16
0

0.6
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1.8

0
2
4

x
t

u

T = 2.07
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0
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構造保存数値解法 71/100

汎用解法

Runge–Kutta法，線形多段階法，...

+ 全ての方程式に利用可能

+ 豊富な理論 (精度，安定性)

− 難しい問題に対しては非効率的

特殊解法

Störmer法，Verlet法，...

+ 優れたパフォーマンス
(特に長時間積分)

− 「方程式」に強く依存

構造保存数値解法 (GNI: Geometric Numerical Integration)

• 方程式の「重要な」性質を抽出
symplecticity (symplectic法), 保存性/散逸性 (離散勾配法,...)，...

• 優れた長時間挙動
• 適用範囲の拡大：離散勾配法の場合
各論 → Hamilton 系 [Gonzalez, 1996]

→ (任意の) 保存/散逸系 [McLachlan et al., 1999]



散逸的数値解法 72/100
散逸系

ẋ = S(x)∇V (x)

• S : Rd → Rd×d, V : Rd → R
• S(x) が半負定値 (∀x ∈ Rd) ⇒ V は散逸： d

dtV (x(t)) ≤ 0

• 勾配流，散逸的 PDEの空間離散化

散逸的数値解法

V
(
x(k+1)

)
≤ V

(
x(k)

)
を満たす数値解法

• 各種の構成方法：離散勾配法，射影法，...

• 優れた長時間挙動
• 理論解析のサポート



離散勾配法 73/100

勾配流 ẋ = S(x)∇V (x)

散逸則
d

dt
V (x(t)) = ⟨∇V (x), ẋ⟩ = ⟨∇V (x), S(x)∇V (x)⟩ ≤ 0

連鎖律 半負定値性

離散勾配法 [Gonzalez, 1996],[McLachlan et al., 1999]

スキーム
x(k+1) − x(k)

h
= S

(
x(k+1), x(k)

)
∇V

(
x(k+1), x(k)

)
散逸則

V
(
x(k+1)

)
− V

(
x(k)

)
h

=

⟨
∇V,

x(k+1) − x(k)

h

⟩
=
⟨
∇V, S∇V

⟩
= 0

離散連鎖律
半負定値性



離散勾配の定義と構成例 74/100

離散勾配

C1 級関数 V : Rd → Rに対して，
以下の性質を満たす連続写像 ∇V : Rd × Rd → Rd を離散勾配という：

1 ⟨∇V (x, y), x− y⟩ = V (x)− V (y)；

2 ∇V (x, x) = ∇V (x)．

• Gonzalezの離散勾配 [Gonzalez, 1996]

∇GV (x, y) = ∇V
(x+ y

2

)
+

V (x)− V (y)−
⟨
∇V

(
x+y
2

)
, x− y

⟩
∥x− y∥22

(x− y)

• Average Vector Field (AVF) [Quispel and McLaren, 2008]

∇AVFV (x, y) =

∫ 1

0
∇V (ξx+ (1− ξ)y)dξ

• Itoh–Abeの離散勾配 [Itoh and Abe, 1988] (次のページ)



Itoh–Abeの離散勾配 [Itoh and Abe, 1988] 75/100
勾配流 ẋ = −∇V (x) に対する Itoh–Abe の離散勾配法



x
(k+1)
1 − x

(k)
1

h

x
(k+1)
2 − x

(k)
2

h

...

x
(k+1)
d − x

(k)
d

h


= −



V
(
x
(k+1)
1 , x

(k)
2 , . . . , x

(k)
d

)
− V

(
x
(k)
1 , x

(k)
2 , . . . , x

(k)
d

)
x
(k+1)
1 − x

(k)
1

V
(
x
(k+1)
1 , x

(k+1)
2 , x

(k)
3 , . . . , x

(k)
d

)
− V

(
x
(k+1)
1 , x

(k)
2 , . . . , x

(k)
d

)
x
(k+1)
2 − x

(k)
2

...

V
(
x
(k+1)
1 , . . . , x

(k+1)
d−1 , x

(k+1)
d

)
− V

(
x
(k+1)
1 , . . . , x

(k+1)
d−1 , x

(k)
d

)
x
(k+1)
d − x

(k)
d



• 第一式に含まれる未知量は x
(k+1)
1 のみ．

1変数の非線形方程式を解けばよい．

• x
(k+1)
1 を得たら，第二式の未知量は x

(k+1)
2 のみ．以下同様．

• 1変数非線形方程式を d 回解けばよい．
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離散勾配法の弱点：計算コスト
陰的非線形スキーム, i.e., 毎ステップ非線形方程式を解く必要あり

高速化のための工夫

多段線形化：多段エネルギーを散逸

• 離散変分法 (PDE版の離散勾配法)
の陰的線形多段化 [Matsuo and Furihata, 2001]

補助変数を入れて陰的線形化：修正エネルギーを散逸

• 非線形 Schrödinger 方程式に対する Besseの方法 [Besse, 2004]

• Invariant Energy Quadratization 法 [Yang and Han, 2017]

• Scalar Auxiliary Variable 法 [Shen et al., 2018]

補助変数を入れて 1変数の非線形方程式に帰着：元のエネルギーを散逸

• Lagrange Multiplier 法 [Cheng et al., 2020]



離散勾配法の最適化への応用 [Ehrhardt et al., 2018] 77/100
離散勾配法のおさらい

x(k+1) − x(k)

h
= −∇f

(
x(k+1), x(k)

)
• 離散勾配 ∇f を巧妙に用いて散逸性を再現
• 離散勾配は必ず x(k+1) に依存するため，陰的解法

• (非線形方程式の解が存在する限り) f
(
x(k+1)

)
≤ f

(
x(k)

)
最適化への応用：

• 各種の標準的な離散勾配法の可解性
• 最適化手法としての収束レートの証明
• 関連研究

• 画像関係の最適化問題への応用 [Ringholm et al., 2018]

• 非凸非平滑関数の最適化への応用 [Riis et al., 2022]
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連続最適化と微分方程式の数値解析 79/100

最適化問題
例：無制約最適化問題

min
x∈Rn

f(x)

微分方程式
例：勾配流

ẋ = −∇f(x)

最適化手法
例：最急降下法

x(k+1) = x(k) − hk∇f
(
x(k)

)
Nesterov の加速勾配法，Newton 法，...

数値解法
例：陽的 Euler 法

x(k+1) = x(k) − hk∇f
(
x(k)

)
Runge–Kutta 法，線形多段階法，...

対応

反復による
最適解の探索

離散化連続極限

最適化に適したダイナミクス

最適化に適した
離散化手法



我々の周辺で得た成果 80/100最適化問題
例：無制約最適化問題

min
x∈Rn

f(x)

微分方程式
例：勾配流

ẋ = −∇f(x)

最適化手法
例：最急降下法

x(k+1) = x(k) − hk∇f
(
x(k)

)
Nesterov の加速勾配法，Newton 法，...

数値解法
例：陽的 Euler 法

x(k+1) = x(k) − hk∇f
(
x(k)

)
Runge–Kutta 法，線形多段階法，...

対応

反復による
最適解の探索

離散化連続極限

(A) 最適化に適したダイナミクス

(B) 最適化に適した
離散化手法

(B) 構造保存数値解法の適用 [Onuma and Sato, 2023]

Lagrange Multiplier 法 [Cheng et al., 2020] の勾配流への適用

(A) 本質的な収束レート [Ushiyama et al., 2022b]

連続時間ダイナミクスにおける収束レートの不定性を除去した本質的収束レート

(B) 安定な陽解法の適用 [Ushiyama et al., 2022a]

(B) 弱い離散勾配による手法の構成と統一的収束証明 [Ushiyama et al., 2023]

離散勾配の定義を最適化用に拡張，収束レートの証明

(B) 加速勾配法の可変刻み線形多段階法解釈 [Nozawa, 2022]

加速勾配法が可変刻み線形多段階法とみなせることの指摘，手法の拡張



構造保存数値解法の適用 (1/4)：LM法 81/100

仮定：関数 V : Rd → Rが V (x) = 1
2⟨x,Qx⟩+ f(x)とかける

勾配流に対する Lagrange Multiplier (LM) 法 [Cheng et al., 2020]{
x(k+1)−x(k)

h = −
(
Qx(k+1)+x(k)

2 + η(k)∇f
(
x(k)

))
f
(
x(k+1)

)
− f

(
x(k)

)
= η(k)

⟨
∇f
(
x(k)

)
, x(k+1) − x(k)

⟩
• 未知量 x(k+1), η(k) は (n次元線形方程式を 2回と) 1次元非線形方
程式を 1回解くだけで計算可能

• (非線形方程式の解が存在する限り) V
(
x(k+1)

)
≤ V

(
x(k)

)
• Cahn–Hilliard方程式などの散逸量をもつ PDEに適用

→ 最適化に使えそう！
問題点：
非線形方程式の可解性が未解決．
→ 本研究：可解性 (ここでは Qが零行列の場合だけを扱う)



構造保存数値解法の適用 (2/4)：可解性 82/100

Lagrange Multiplier 法の特殊ケース{
x(k+1)−x(k)

h = −η(k)∇f
(
x(k)

)
f
(
x(k+1)

)
− f

(
x(k)

)
= η(k)

⟨
∇f
(
x(k)

)
, x(k+1) − x(k)

⟩
解くべき非線形方程式：

Fh(η) := f
(
x(k) − ηh∇f

(
x(k)

))
− f

(
x(k)

)
+ hη2

∥∥∥∇f(x(k))∥∥∥2 = 0

定理：可解性

任意の h > 0 に対して，ある η ∈ R が存在し，Fh(η) = 0 と η ≥
(1 + Lh/2)−1 を満たす．
さらに，f が凸の場合，η ∈ [(1 + Lh/2)−1, 1]を満たす解が存在する．



構造保存数値解法の適用 (3/4)：計算量の削減 83/100

Lagrange Multiplier 法の特殊ケース{
x(k+1)−x(k)

h = −η(k)∇f
(
x(k)

)
f
(
x(k+1)

)
− f

(
x(k)

)
= η(k)

⟨
∇f
(
x(k)

)
, x(k+1) − x(k)

⟩
提案手法：不等式への緩和{

x(k+1)−x(k)

h = −η(k)∇f
(
x(k)

)
f
(
x(k+1)

)
− f

(
x(k)

)
≤ η(k)

⟨
∇f
(
x(k)

)
, x(k+1) − x(k)

⟩
• 離散散逸則が成立．
• 満たすべき不等式 Fh(η) ≤ 0について：
η ∈ [0, (1 + Lh/2)−1]のとき，Fh(η) ≤ 0
→ バックトラッキングで求解可能．

• 特殊なステップ幅基準を採用した最急降下法にともみなせる．



構造保存数値解法の適用 (4/4)：提案手法の性質 84/100

定理：収束レート

f の条件 収束レート 勾配流の収束レート

min0≤i≤k

∥∥∇f(x(k))∥∥ = O
(
k−1/2

)
O
(
t−1/2

)
凸 f

(
x(k)

)
− f⋆ = O

(
k−1

)
O
(
t−1
)

µ-強凸 f
(
x(k)

)
− f⋆ = O

(
exp
(

−2µkh

(Lh+2)2

))
O(exp(−2µt))

• 散逸則のおかげで証明は比較的シンプル
• 任意の h > 0に対して収束が保証されるが，実際の挙動は hに依存
→ hを適応的に変更する手法も提案．

• 数値実験では，通常の最急降下法と同程度のパフォーマンス (当然?)



本質的収束レート (1/5)：収束レートの不定性 85/100

事実

関数 f : Rd → Rd が L-平滑な凸関数であるとき，
勾配流 ẋ = −∇f(x) の任意の解 x について，

f(x(t))− f⋆ = O

(
1

t

)
.

時間スケーリング t = α(τ) により，x̃(τ) = x(α(τ))とすると...

ODE：
d

dτ
x̃(τ) = −α′(τ)∇f(x̃(τ))

収束レート： f(x̃(τ))− f⋆ = O

(
1

α(τ)

)
任意の収束レートが達成可能...？



本質的収束レート (2/5)：観察 86/100

収束レートが不定であれば，

• 「最適な」連続時間ダイナミクスという問いは無意味
• 離散時間ダイナミクスにおける最適レートの理論と不整合

−→ 我々のアプローチ：
「最終的に時間離散化する」ことを前提に「本質的な収束レート」を定義

観察

例：O
(
1/τ2

)
を達成する ODE d

dτ x̃(τ) = −τ∇f(x̃(τ))
線形化した場合の最小固有値 = −τL：

−3 −2 −1 1

−1

1

−τL Re

Im

固有値が左に動いていく
→ ステップ幅を小さくする必要あり



本質的収束レート (3/5)：アイデア 87/100
アイデア

• 時間スケーリングでうつりあう ODEは同値類でまとめる

• 「本質的な収束レート」は「同値類」に対して定義する

定義：適切な代表元と収束レート

漸近的に最適解に向かうベクトル場の集合 G 上の同値関係 ∼ を
g ∼ g̃ ⇐⇒ ∃時間スケーリング α s.t. α′(t)g(α(t), x) = g̃(t, x)

で定め，g の同値類を [g] と書く．g ∈ G に対して，g0 ∈ [g]が t → ∞
で ρ

(
∂g0(t,x)

∂x

)
= Θ(1)を満たすとき，g0 を [g]の適切な代表元という．

適切な代表元 g0 に対応する解 xが f(x(t))− f⋆ = Θ(β(t))を満たすと
き，β を [g]の収束レートという．

• [ẋ = −∇f(x)]の収束レートは 1/t

•
[
ẍ+ 3

t ẋ+∇f(x) = 0
]
の収束レートは 1/t2



本質的収束レート (4/5)：主定理 88/100

定理

仮定：

(A0) 数値解法の安定領域は有界．

(A1) 任意の k において，hk
∂g
∂x

(
tk−1, x

(k−1)
)
の全ての固有値が安定領域

に含まれる (tk :=
∑k

i=1 hi)．

(A2) ある hmax ∈ R>0 が存在し，任意の k で hk ≤ hmax が成立．

g ∈ G に対して，g0 が [g]の適切な代表元であり，αが g と g0 の間の時
間スケーリングとする (g(x, t) = α′(t)g0(α(t), x))．このとき，任意の k

に対して 0 < ρ
(
∂g
∂x

(
tk−1, x

(k−1)
))

<∞ならば，α(tk) = O(k)が成立．

仮定 (A0)について：
陽的解法を想定すると，この仮定は妥当．
例：全ての陽的 Runge–Kutta法の安定領域は有界



本質的収束レート (5/5)：主定理の意味 89/100

定理

(A0), (A1), (A2) を仮定する.
g ∈ G に対して，g0 が [g]の適切な代表元であり，αが g と g0 の間の時
間スケーリングとする (g(t, x) = α′(t)g0(α(t), x))．このとき，任意の k

に対して 0 < ρ
(
∂g
∂x

(
tk−1, x

(k−1)
))

<∞ならば，α(tk) = O(k)が成立．

t

f
−

f
⋆

β(t)

g の世界で
数値解法を適用

t1 t2 t3 t4
τ

f
−

f
⋆

β0(τ)

α(t1) α(t2) α(t3) α(t4)

g0 の世界で
固定刻み幅に相当

α



安定な陽解法の適用 (1/5)：安定領域とステップ幅 90/100

−2 −1
−1

1

[−hL, 0] Re

Im安定領域：

(|λh+ 1| ≤ 1)

L平滑凸関数に対する
勾配流では λ ∈ [−L, 0]
→ h ∈

[
0, 2

L

]
で安定

(最急降下法の収束条件と一致)

→ 実軸の負の方向に広い安定領域をもつ陽解法は，最適化に使えそう．

-50 -45 -40 -35 -30 -25 -20 -15 -10 -5
−3i

3is = 2s = 3s = 5

−200

10i

−10i

s = 10

ある s 段陽的 Runge–Kutta 法の安定領域



安定な陽解法の適用 (2/5)：安定領域の広い RK法 91/100
通常のアプローチ：
数値解法の構成 (精度などを基準とする) → 安定領域を調べる

広い安定領域をもつ解法を構成するアプローチ：
安定領域を作る → それに合うような数値解法を作る．

具体例 (前ページの図)： RKC (Runge–Kutta–Chebyshev) 法
s次 Chebyshev多項式 Ts を「うまく」シフト，スケーリング：

Rs(z) :=
Ts(w0 + w1z)

Ts(w0)
w0 := 1 +

η

s2
w1 :=

Ts(w0)

T ′
s(w0)

• 安定領域の左端 ≈ −2T ′
s(1) = −2s2

• 陽的 Euler法 s個の合成で実現可能

最大ステップ幅 勾配の評価回数 比
陽的 Euler 2 1 2
s次の場合 2s2 s 2s



安定な陽解法の適用 (3/5)：s段 RKC 法のイメージ92/100

Φ
(s)
h (x)：初期値 xに対して s段 RKC法を 1回適用した際の出力．

s = 1, 2, 3, 5のそれぞれで，hを動かした曲線：

x⋆

x

∇f(x)
厳密解

Φ
(1)
h (x)

Φ
(2)
h (x)

Φ
(3)
h (x)Φ

(5)
h (x)

f(x) = 1
2

(
(x1/5)

2 + (x2)
2
)

• sを大きくしても (精度は上がっていないので) 厳密解には近づかない．

• sが大きい RKC法は非常に大きな hを使える (2s2/L程度)．



安定な陽解法の適用 (4/5)：RKC法の実装について93/100

同じ安定性関数をもつ複数の Runge–Kutta法が存在

• 微分方程式が線形であれば，出力は同じ (安定性関数のみで定まる)

• 所望の安定性関数が s次多項式 ⇒ s段陽的 Runge–Kutta法

実装の方法：

• 陽的 Euler法の合成：
Chebyshev多項式の根を用いる．根の並べ方に注意が必要．

• 2段 RK法の合成：
Chebyshev多項式の根のペアを用いる．ペアの並べ方に注意が必要．

• Chebyshev多項式の漸化式を用いる方法：

• Chebyshev多項式の 3項間漸化式を用いて定める．
• 内部段も安定に計算でき，計算手順に任意性がない.
• 強凸 2次関数の最適化への応用 [Eftekhari et al., 2021]

• Chebyshev iterative method (最適化), Chebyshev 加速法 (線形計算) と
関係がある．



安定な陽解法の適用 (5/5)：数値実験 94/100

目的関数 (強凸) (d = 128, L ≈ 512 + α, µ ≈ 0.0759, κ ≈ 6760)：

f(x) =
d

2

(
x21 +

d∑
i=2

(xi − xi−1)
2 + x2d

)
+ α log

(
d∑

i=1

exp(xi)

)
.

勾配ノルムが 10−10 以下になるまでの勾配計算の回数：

100 101 102
103

104

105

s

勾
配
計
算
の
回
数 α = 0

α = 0.5
α = 1.0

参考 (1/s)

強凸ではない (凸でもない) 場合の数値実験でもよく動く．
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まとめ 96/100

常微分方程式の数値解析の基礎をざっくりと説明した．

• Runge–Kutta 法

• 線形多段階法
• 安定性
• 収束性 (精度)

• 構造保存数値解法
最適化問題

例：無制約最適化問題

min
x∈Rn

f(x)

微分方程式
例：勾配流

ẋ = −∇f(x)

最適化手法
例：最急降下法

x(k+1) = x(k) − hk∇f
(
x(k)

)
Nesterov の加速勾配法，Newton 法，...

数値解法
例：陽的 Euler 法

x(k+1) = x(k) − hk∇f
(
x(k)

)
Runge–Kutta 法，線形多段階法，...

対応

反復による
最適解の探索

離散化連続極限

(A) 最適化に適したダイナミクス

(B) 最適化に適した
離散化手法
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