
ロバスト最適化モデリング入門演習問題 2022年 8月 9, 10日

基礎的問題

1. ∀x ∈ Rd, ∥x∥1 ≥ ∥x∥2 を示せ

2. ノルムの公理 1.～3.を用いて ∀x, ∥x∥ ≥ 0を示せ

3. Cauchy-Schwarzの不等式 ∥x∥2∥y∥2 ≥ |x⊤y|を示せ．

4. ユークリッドノルムが公理 1.～3.を満たすことを示せ

5. ℓ1 ノルムが公理 1.～3.を満たすことを示せ

6. ℓ∞ ノルムが公理 1.～3.を満たすことを示せ

7. ∥ · ∥′, ∥ · ∥′′ を任意のノルムとする．このとき，次の各ノルムが公理 1.～3.を満たすことを示せ

(a) ∥x∥ = ∥Ax∥′, A ∈ Rn×n：正則
(b) ∥x∥ = λ1∥x∥′ + λ2∥x∥′′, λ1, λ2 ≥ 0

(c) ∥x∥ = max{∥x∥′, ∥x∥′′}

8. CVaRがコヒレント尺度の 4つの公理を満たすことを確認せよ

9. VaRが劣加法性を満たさない分布のペアを 1組例示せよ

10. L := (L1, ..., Ld) ∼ N(µ,Σ)のとき，VaRα[L
⊤x]を簡潔に表せ．（N(µ,Σ)は平均ベクトル µ，分散共分散行列

Σの多次元正規分布を表す．）

問題 1

1. 最大 kノルム ||| · |||k がノルムの公理を満たすことを示せ

2. |||x|||◦k = max{∥x∥1/k, ∥x∥∞}を示せ

3. f(x) = min
y,z
{∥y∥1 + k∥z∥∞ |y + z = x}がノルムとなることを示せ．また，これの双対ノルムを求めよ．

問題 2 次のそれぞれの関係式を満たす L,U のうち，lnU/Lを最小にするものとそのときの lnU/Lを求めよ．

1. ∀x ∈ Rd, L∥x∥∞ ≤ ∥x∥1 ≤ U∥x∥∞

2. ∀x ∈ Rd, L∥x∥2 ≤ ∥x∥1 ≤ U∥x∥2

3. ∀x ∈ Rd, L∥x∥2 ≤ |||x|||k ≤ U∥x∥2

問題 3 δ > 0を定数，ξiを [−1, 1]を分布の台とする対称な iid確率変数とし，ãj = (1+ δξj)aj , j = 1, ..., d とする．
定数 Ω > 0に対し，(x,y, z)が問題

max
x∈X,y,z

c⊤x
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d∑

j=1

δ|aj |yj + δΩ
√∑
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の実行可能解であるならば，
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であることを示せ．
また，f(x) = min

y,z
{∥y∥1 +Ω∥z∥2 |y + z = x}がノルムであることを示せ．また，その双対ノルムはどのようにな

るか?

問題 4

MVλ(δ) := max
w

min
µ∈U(µ̂)

µ⊤w − λw⊤Σw

s. t. 1⊤w = 1, w ≥ 0

において，不確実性集合 U が

• U = Uδ(µ̂) :=
{
µ ∈ Rd | |µi − µ̂i| ≤ δi, i = 1, ..., n

}
• U = Uδ,Σµ(µ̂) :=

{
µ ∈ Rd | (µ− µ̂)⊤Σ−1

µ (µ− µ̂) ≤ δ2
}

の場合の ROの目的関数がそれぞれ
max
w

µ̂⊤w − δ⊤|w| − λw⊤Σ̂w

max
w

µ̂⊤w − δ
√
w⊤Σµw − λw⊤Σ̂w

となることを確かめよ

問題 5 Li(x) = −R⊤
i x,X = {x|Ax ≤ b},Q =

{
q|q = p̂+Su ≥ 0, 1⊤Su = 0, ∥u∥2 ≤ 1

}（Sは正則な行列）の
とき，Zhu, Fukushima, 2009の問題

min
x∈X

max
Q∈Q

{
CVaRQ,α[L(x)]

}
を簡略化し，2次錐計画として表せ．
同様に，Q =

{
q|1⊤q = 1,0 ≤ q ≤ 1

δ p̂
} とした場合の問題を簡略化するとどうなるか?

問題 6

max
Q∈Q

EQ[f ] = max.
q

f⊤q

sub.to
n∑

i=1

qi ln
qi
pi
≤ ε, ← λ ≥ 0

1⊤q = 1, ← η

(qi > 0, i = 1, ..., n)

が以下のように簡約化されることを確認せよ

max
Q∈Q

EQ[f ] = min
λ>0,η

{
ελ+ η + λ

n∑
i=1

pi exp
(fi − η

λ
− 1

)}
問題 7

d(q|p) = min
(πij)

n∑
i=1

n∑
j=1

cijπij

s. t.
n∑

j=1

πij = qi, i = 1, ..., n,

n∑
i=1

πij = pj , j = 1, ..., n,

πij ≥ 0, i, j = 1, ..., n

で与えられる dを用い
max
Q∈Q

EQ[f ] = max.
q

f⊤q

sub.to d(q|p) ≤ ε,

1⊤q = 1,

q ≥ 0

を簡略化し，最小化の LPとして表せ．
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