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1.1 偏微分方程式制約つき最適化問題とは

偏微分方程式制約つき最適化問題を最適設計問題とみなして用語を定義する．

変数 (ϕ,u) ∈ D × S (関数の集合)

ϕ =⇒ 設計変数
u =⇒ 状態変数

偏微分方程式 あるシステム ϕ が与えられたとき，
そのシステムの状態 u を (一意に) 決定する方程式
=⇒ 等式制約

評価関数 f0 (ϕ,u) =⇒ 目的関数
fi (ϕ,u) (i ∈ I = {1, 2, . . . , |I|}) =⇒ 制約関数

min
(ϕ,u)∈D×S

{f0 (ϕ,u) | fi (ϕ,u) ≤ 0 (i ∈ I), u は偏微分方程式の解 }
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形状最適化問題の場合

(a) 位相最適化 (b) 形状最適化 (領域変動型)

密度変動 ϕS (θ) 領域写像 i+ ϕ : D → D

(設計変数 θ : D → R (設計変数 ϕ : D → Rd

ϕS ( · ): シグモイド関数) i: 恒等写像)

図 1.1: 2種類の形状最適化問題 (D ⊂ Rd, d ∈ {2, 3})
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1.2 具体的な問題のイメージ

=⇒

(a) 密度変動型位相最適化

=⇒

(b) 領域変動型形状最適化
図 1.2: 2次元線形弾性体の体積制約つき平均コンプライアンス最小化
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1.3 偏微分方程式制約つき最適化問題の理論上イメージ

λ1 = −⟨g1, φg0⟩
⟨g1, φg1⟩

(a) f0 勾配法 (b) f1 勾配法 (c) Lagrange 乗数 λ1 (d) 最小点 ϕ

図 1.3: 体積制約つき平均コンプライアンス最小化の理論イメージ
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1.4 基本的な疑問点

Q-1 線形空間 X はどのように定義されるのか？
Q-1-1 許容集合 D ⊂ X のための条件
Q-1-2 評価関数 fi の勾配 gi (i ∈ I) が入る線形空間
Q-1-3 評価関数 fi のHesse 形式 hi (i ∈ I) が入る線形空間

Q-2 fi の勾配 gi と Hesse 形式 hi はどのように得られるのか？
Q-2-1 勾配 gi の求め方
Q-2-2 Hesse 形式 hi の求め方

Q-3 勾配法と Newton 法はどのように定義されるのか？
Q-3-1 勾配法の定義
Q-3-2 Newton 法の定義

Q-4 探索ベクトルが許容集合 D に入る条件は何か？
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1.5 講義の構成

1. はじめに
2. 関数解析で使われる表記法と基本的な結果 [1, Chapter 4]

3. 偏微分方程式の境界値問題に対する弱形式と解の存在 [1, Chapter 5]

4. 数値解析の原理 [1, Chapter 6]

5. 基本的な疑問点に対する回答例 [1, Chapters 7, 8, 9]

6. 数値例と理論的考察
7. 実問題への応用例

• スポーツシューズの最適設計
• 嚥下における筋活動の同定

8. おわりに
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2. 関数解析で使われる表記法と基
本的な結果



目次

2. 関数解析で使われる表記法と基本的な結果
2.1 関数空間の表記法
2.2 Schwartz 超関数
2.3 完備性 (距離空間における連続性)

2.4 コンパクト性
2.5 Sobolev 埋蔵定理
2.6 作用素
2.7 不等式

11 / 142



2.1 関数空間の表記法

W s,p
(
Ω;Rd

)
Schwartz 超関数の意味で s ∈ [0,∞] 階導関数まで
p ∈ [1,∞] 乗可積分な関数 Ω → Rd の集合 (Sobolev 空間)

s = 0 のとき， W 0,p
(
Ω;Rd

)
= Lp

(
Ω;Rd

)
(Lebesgue 空間)

p = 2 のとき， W s,2
(
Ω;Rd

)
= Hs

(
Ω;Rd

)
Hs
(
Ω;Rd

) 内積が定義される =⇒ Hilbert 空間の性質をもつ
(u, v)H1(Ω;R) =

∫
Ω

(uv +∇u ·∇v) dx,

(u,v)H1(Ω;Rd) =

∫
Ω

{
u · v +

(
∇uT

)
·
(
∇vT

)}
dx

L∞ (Ω;Rd
) 有界かつ可積分な関数の集合

W 1,∞ (Ω;Rd
)

Lipschitz 連続な関数の集合 (≈ C0,1
(
Ω̄;R

)
)

12 / 142



Ck
(
Ω̄;Rd

)
(Ω̄ = Ω ∪ ∂Ω) k ∈ N ∪ {0} 階導関数が連続な関数の集合

C0 (Ω;R) {f ∈ C (Ω;R) = C0 (Ω;R) | f の台が Ω 上のコンパクト集合 }
Ck

0 (Ω;R) = Ck (Ω;R) ∩ C0 (Ω;R)
C0,σ

(
Ω;Rd

)
σ ∈ (0, 1] に対して，Hölder 連続な関数の集合
σ = 1 のとき，C0,1

(
Ω̄;R

)
Lipschitz 連続な関数の集合

図 2.1: C0 (Ω;R) の要素
(a) σ = 0.5 (b) σ = 1 (Lipschitz 連続)

図 2.2: Hölder 連続な関数
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2.2 Schwartz 超関数

汎関数 ⟨f, · ⟩ : C∞
0

(
Rd;R

)
→ R が

⟨f, ϕ⟩ =
∫
Rd

fϕ dx <∞ ∀ϕ ∈ C∞
0 (Ω;R)

を満たすとき，⟨f, · ⟩ を f より定まる有界線形汎関数とよぶ．⟨∂f/∂xi, · ⟩ が〈
∂f

∂xi
, ϕ

〉
= −

〈
f,
∂ϕ

∂xi

〉
∀ϕ ∈ C∞

0 (Ω;R) for i ∈ {1, . . . , d}

を満たすとき，⟨∂f/∂xi, · ⟩ を f から定まる Schwartz 超関数の偏導関数とい
い， ∂f/∂xi とかく．
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例題 2.1 (Heaviside 階段関数の導関数)

Heaviside 階段関数の Schwartz の超関数としての導関数は，Dirac のデルタ
関数となることを示せ．

(解答) Heaviside 階段関数と Dirac のデルタ関数は

h =

0 in (−∞, 0)

1 in (0,∞)
, ⟨δ, ϕ⟩ =

∫
R
δϕ dx = ϕ (0) ∀ϕ ∈ C∞

0 (Ω;R)

で定義される．Schwartz 超関数としての h の導関数は次となる．

⟨∇h, ϕ⟩ =
∫ ∞

−∞
∇hϕ dx = −

∫ ∞

−∞
h∇ϕ dx = −

∫ ∞

0

∇ϕ dx = ϕ (0) = ⟨δ, ϕ⟩ □
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例題 2.2 (不連続関数の導関数)

図 2.3 の不連続関数 f : R → R の Schwartz 超関数としての導関数を示せ．
(解答) Schwartz 超関数の導関数の定義より，次が成り立つ．

⟨∇f, ϕ⟩ = −
∫ ∞

−∞
f∇ϕ dx = −

∫ 0

−∞
f∇ϕ dx−

∫ ∞

0

f∇ϕ dx

= (f (0+)− f (0−))ϕ (0) +

∫ ∞

−∞
∇fϕ dx

= (f (0+)− f (0−)) ⟨δ, ϕ⟩+
∫ ∞

−∞
∇fϕ dx □

図 2.3: 不連続な関数 f : R → R
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2.3 完備性 (距離空間における連続性)

距離空間 X 上の無限点列 {xn}n∈N が

lim
n,m→∞

d (xn,xm) = 0

を満たすとき， {xn}n∈N をCauchy 列という．距離空間 X のいかなる
Cauchy 列も X 内の点に収束するとき，X は完備であるという．
完備なノルム空間 (ノルムが定義された線形空間) X をBanach 空間という．
Ck
(
Ω̄;R

)
, Ck,σ (Ω;R), Lp (Ω;R), W s,p (Ω;R) は，それぞれ次をノルムとして

Banach 空間となる．β = (β1, . . . , βd)
⊤ ∈ {0, . . . , k}d は多重指数を表す．
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∥f∥Ck(Ω̄;R) = max
|β|≤k

sup
x∈Ω

∣∣∇βf (x)
∣∣ ,

∥f∥Ck,σ(Ω̄;R) = ∥f∥Ck(Ω̄;R) + max
|β|=k

sup
x,y∈Ω̄, x ̸=y

∣∣∇βf (x)−∇βf(y)
∣∣

∥x− y∥σRd

,

∥f∥Lp(Ω;R) =


(∫

Ω

|f (x)|p dx

)1/p

for p ∈ [1,∞)

ess sup
a.e.x∈Ω

|f (x)| for p = ∞
,

∥f∥Wk,p(Ω;R) =



∑
|β|≤k

∥∥∇βf
∥∥p
Lp(Ω;R)

1/p

for p ∈ [0,∞)

max
|β|≤k

∥∥∇βf
∥∥
L∞(Ω;R) for p = ∞
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例題 2.3 (連続関数の L2 ノルムによる Cauchy 列)

C ([0, 2] ;R) の関数列 {fn}n∈N を考える．

fn (x) =

xn in (0, 1)

1− (x− 1)n in (1, 2)

{fn}n∈N は，

∥f∥L2((0,2);R) =

(∫ 2

0

|f (x)|2 dx

)1/2

をノルムとおいた Cauchy 列になっていることを示せ．また，その Cauchy

列が収束する関数を求めよ．
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(解答) 関数列 {fn}n∈N に対して，m,n→ ∞ のとき，

(fm, fn)L2((0,2);R) =

∫ 1

0

xm+n dx+

∫ 2

1

{1− (x− 1)m} {1− (x− 1)n} dx

=
1

1 +m+ n
+

m

1 +m
− 1

1 + n
− 1

1 +m+ n
→ 1,

∥fm − fn∥2L2((0,2);R) = (fm, fm)L2((0,2);R) − 2 (fn, fm)L2((0,2);R) + (fn, fn)L2((0,2);R)

→ 0

{fn}n∈N は L2 (Ω;R) ノルムを用いたときの Cauchy 列．この Cauchy 列は

f =

0 in [0, 1)

1 in [1, 2]

に収束する．実際，n→ ∞ のとき，次を得る．

∥fn − f∥2L2((0,2);R) =

∫ 1

0

x2ndx+

∫ 2

1

{−(x− 1)n}2 dx =
1

1 + 2n
+

1

1 + 2n
→ 0 □
20 / 142



例題 2.3 から次のことがいえる．

1. f ∈ C ([0, 2] ;R) のノルムは

∥f∥C([0,2];R) = sup
x∈[0,2]

|f (x)|

で定義される．{fn}n∈N はこのノルムでは Cauchy 列にならない．
2. C

(
Ω̄;R

) の L2 (Ω;R) ノルムによる Cauchy 列が収束する関数をすべて含
むように完備化された集合を L2 (Ω;R) とおいたという解釈ができる．そ
のことは，Q の R ノルムによる Cauchy 列の収束点をすべて含むような
集合を R とおいたことと同様である．

3. L2 (Ω;R) は C∞ (Ω;R) あるいは C∞
0 (Ω;R) の完備化にもなっていること

が示される．
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2.4 コンパクト性

X を完備な距離空間，V をその部分集合とする．V の任意の無限点列が V

の中に収束する部分無限点列を含むとき，V はコンパクトであるという．V
の閉包の中に収束する部分無限点列を含むとき，V は相対コンパクトである
という．
コンパクト性について，次のことがいえる．

1. V がコンパクトならば，V は有界閉集合である．
2. 逆命題「V が有界閉集合ならば，V はコンパクトである」は，X が有限
次元ベクトル空間のときに成り立つが，無限次元空間では成り立たない．

• 無限次元空間の単位球はコンパクトではない．なぜならば，基底ベクトル
が (1, 0, 0, . . .), (0, 1, 0, . . .), . . . のように無限個とれて，Cauchy 列を含ま
ない無限点列がつくれるからである．
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2.5 Sobolev 埋蔵定理
定理 2.4 ( Sobolev 埋蔵定理)

k ∈ {0, 1, 2, · · · }, p ∈ [1,∞), q ∈ [1, q∗], q∗ = d/ {(d/p)− k} (k − d/p < 0)，
q∗ <∞ (k − d/p = 0), q∗ = ∞ (k − d/p > 0) に対して

W k+1,p (Ω;R) ⊂ W k,q (Ω;R)

が成り立つ．また， 0 < σ = k − d/p < 1 に対して，次が成り立つ．

W k,p (Ω;R) ⊂ C0,σ (Ω;R)

さらに，q ∈ [1, q∗] を q ∈ [1, q∗) に置き換えたとき，埋蔵記号 ⊂ はコンパク
ト埋蔵記号 ⋐ に置き換えられる (Rellich–Kondrachov コンパクト埋蔵定理)
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2.6 作用素

関数空間 X から関数空間 Y への写像 f : X → Y が

f (α1x1 + α2x2) = α1f (x1) + α2f (x2) ∀α1, α2 ∈ R, x1,x2 ∈ X (線形性),

sup
x∈X\{0X}

∥f (x)∥Y
∥x∥X

<∞ (有界性)

を満たすとき，f を有界線形作用素という．その全体集合を L (X;Y ) とかく．
f が有界ならば，f : X → Y は連続となる．
L (X;Y ) は，次をノルム ∥ · ∥L(X;Y ) とする Banach 空間になる．

∥f∥L(X;Y ) = sup
x∈X\{0X}

∥f (x)∥Y
∥x∥X
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双対空間

X を Banach 空間とする．次を満たす有界線形汎関数 ⟨ · , u⟩X′×X の全体集合
L (X;R) を X の双対空間 X ′ とよぶ．∫

Ω

vu dx = ⟨v, u⟩X′×X <∞ ∀u ∈ X (2.1)

任意の u ∈ X に対する ⟨ · , u⟩X′×X の全体集合は，(2.1) を満たす関数 v の全
体集合と同一視できる．そこで，v ∈ X ′ ともかく．
記号 ⟨v, u⟩X′×X は (v, u) ∈ X ′ ×X の双対積とよばれる．
Banach 空間 X の双対空間は，次をノルムとする Banach 空間になる．

∥v∥X′ = sup
u∈X\{0}

∣∣⟨v, u⟩X′×X

∣∣
∥u∥X

= sup
u∈X,∥u∥X=1

∣∣⟨v, u⟩X′×X

∣∣
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Fréchet 微分

X と Y を Banach 空間とする．x ∈ X の近傍 B ⊂ X 上で f : B → Y が定
義されているとする．任意の変動ベクトル y1 ∈ X に対して，

lim
∥y1∥X→0

∥f (x+ y1)− f (x)− f ′ (x) [y1]∥Y
∥y1∥X

= 0

を満たす有界線形作用素 f ′ (x) [ · ] ∈ L (X;Y ) が存在するとき，f ′ (x) [y1] を
f の x における Fréchet 微分という．さらに，任意の y2 ∈ X に対して，

lim
∥y2∥X→0X

∥f ′ (x+ y2) [y1]− f ′ (x) [y1]− f ′′ (x) [y1,y2]∥Y
∥y2∥X

= 0

を満たす f ′′ (x) [y1, · ] ∈ L (X;L (X;Y )) = L2 (X ×X;Y ) が存在するとき，
f ′′ (x) [y1,y2] を f の x における 2階の Fréchet 微分という．
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汎関数の Fréchet 微分

汎関数 f : X → R の u ∈ X における Fréchet 微分は，次のように定義される．

f ′ (u) [w] = ⟨f ′ (u) , w⟩ = ⟨g (u) , w⟩ ∀w ∈ X

g (u) は勾配とよばれ，X の双対空間の要素 g ∈ X ′ となる．
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Riesz の表現定理

定理 2.5 (Riesz の表現定理)

X を Hilbert 空間，X ′ を X の双対空間とする．ϕ ∈ X ′ に対して，次を満
たすある x ∈ X が一意に存在する．

⟨ϕ,y⟩X′×X = (x,y)X ∀y ∈ X, ∥ϕ∥X′ = ∥x∥X

また，次を満たす同型写像 τ : X ′ → X が存在する．

⟨ϕ,y⟩X′×X = (τϕ,y)X , ∥τ∥L(X′;X) = 1
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トレース作用素

定理 2.6 (トレース定理)

Ω ⊂ Rd を Lipschitz 領域とする．このとき，W 1,p (Ω;R), p ∈ (1,∞), に対す
る有界線形作用素 γ : W 1,p (Ω;R) → W 1−1/p,p (∂Ω;R) で，f ∈ C0,1

(
Ω̄;R

)
に対して，次を満たすものが一意に存在する．

γf = f |∂Ω

γ はトレース作用素とよばれる．Sobolev 埋蔵定理で使われる微分の階数を表
す k − d

p
は，1− d

p
=

(
1− 1

p

)
− d− 1

p
のように不変となる．
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2.7 不等式

定理 2.7 (Hölder の不等式)

d ∈ N に対して，Ω を Rd 上の可測集合とし，p, q ∈ (1,∞) は
1

p
+

1

q
= 1

を満たすとする．このとき，f ∈ Lp (Ω;R) と g ∈ Lq (Ω;R) に対して

∥fg∥L1(Ω;R) ≤ ∥f∥Lp(Ω;R) ∥g∥Lq(Ω;R)

が成り立つ．

p = q = 2 のとき，Schwarz の不等式とよばれる．
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定理 2.8 (Poincaré の不等式)

f ∈ W 1,p (Ω;R), p ∈ [1,∞), に対して，Ω と p だけに依存する正定数 c が存
在して，

∥f − f0∥Lp(Ω;R) ≤ c ∥∇f∥Lp(Ω;Rd) , f0 =
1

|Ω|

∫
Ω

fdx

が成り立つ．ただし，|Ω| =
∫
Ω

dx とする．また，|ΓD| > 0 なる ΓD ⊂ ∂Ω

において f = 0 のとき，次が成り立つ．

∥f∥Lp(Ω;R) ≤ c ∥∇f∥Lp(Ω;Rd)

31 / 142



系 2.9 (Poincaré の不等式)

k ∈ N および p ∈ [1,∞) とする．|ΓD| > 0 なる ΓD ⊂ ∂Ω において f = 0 の
とき，Ω と p だけに依存する正定数 c が存在して，

|f |Wk,p(Ω;R) ≤ ∥f∥Wk,p(Ω;R) ≤ c |f |Wk,p(Ω;R)

が成り立つ．ただし，| · |Wk,p(Ω;Rd) を次のように定義する．

|f |Wk,p(Ω;R) =



∑
|β|=k

∥∥∇βf
∥∥p
Lp(Ω;R)

1/p

for p ∈ [0,∞)

max
|β|=k

∥∥∇βf
∥∥
L∞(Ω;R) for p = ∞
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3. 偏微分方程式の境界値問題に対
する弱形式と解の存在
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3.1 Poisson 問題

問題 3.1 (Poisson 問題)

関数 b : Ω → R (Ω ⊂ Rd, d ∈ {2, 3}), uD : ΓD → R (ΓD ⊂ ∂Ω), pN : ΓN → R
(ΓN = ∂Ω \ Γ̄D) が与えられたとき，次を満たす関数 u : Ω → R を求めよ．

−∆u = b in Ω (Poisson 方程式, b = 0 のとき Laplace 方程式), (3.1)

∂νu = pN on ΓN (Neumann 条件, 自然/第２種境界条件), (3.2)

u = uD on ΓD (Dirichlet 条件, 基本/第１種境界条件) (3.3)

ただし，∆ = ∇ ·∇, ∇ = ∂/∂x, ν: 外向き単位法線, ∂ν = ν ·∇ とかく．
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Poisson 問題の弱形式

U =
{
v ∈ H1 (Ω;R)

∣∣ v = 0 on ΓD

}
(3.4)

とおく．(3.1) の両辺に任意の v ∈ U をかけて Ω で積分すれば，

−
∫
Ω

∆uv dx =

∫
Ω

∇u ·∇v dx−
∫
ΓN

∂νuv dγ =

∫
Ω

bv dx (3.5)

Gauss-Green の定理と ΓD 上で v = 0 が使われた．(3.2) も同様にして，∫
ΓN

∂νuv dγ =

∫
ΓN

pNv dγ (3.6)

(3.6) を (3.5) に代入すれば，Poisson 問題の弱形式を得る．∫
Ω

∇u ·∇v dx =

∫
Ω

bv dx+

∫
ΓN

pNv dγ
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a (u, v) =

∫
Ω

∇u ·∇v dx, (3.7)

l (v) =

∫
Ω

bv dx+

∫
ΓN

pNv dγ (3.8)

問題 3.2 (Poisson 問題の弱形式)

U を (3.4) とおく．b ∈ L2 (Ω;R), pN ∈ L2 (ΓN;R) および ũD ∈ H1 (Ω;R)
( ũD|ΓD

= uD) とする．a ( · , · ) と l ( · ) はそれぞれ (3.7) と (3.8) とする．こ
のとき，次を満たす u− ũD ∈ U (u ∈ U (ũD)) を求めよ．

a (u, v) = l (v) ∀v ∈ U
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(参考) アフィン部分空間

X を線形空間，U を X の部分線形空間とする．u0 ∈ X \ U に対して，
U (u0) = {u0 + u | u ∈ V }

とかいて，U (u0) を U のアフィン部分空間という．

(a) v1, v2, v3 ∈ U (b) u1, u2, u3 ∈ U (u0)

図 3.1: X = H1 ((0, 1) ;R) の部分線形空間 U =
{
u ∈ H1 ((0, 1) ;R) | u(0) = 0

} と
u0 ∈ X (u0(0) = α) に対するアフィン部分空間
U (u0) =

{
u ∈ H1 ((0, 1) ;R)

∣∣ u(0) = α
}
= {u0 + u | u ∈ U }
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拡張 Poisson 問題

問題 3.3 (拡張 Poisson 問題)

関数 b : Ω → R, cΩ : Ω → R, pR : ∂Ω → R, c∂Ω : ∂Ω → R が与えられたとき，
次を満たす関数 u : Ω → R を求めよ．

−∆u+ cΩu = b in Ω, (3.9)

∂νu+ c∂Ωu = pR on ∂Ω (Robin 条件, 第３種境界条件), (3.10)
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拡張 Poisson 問題の弱形式

U = H1 (Ω;R) , (3.11)

a (u, v) =

∫
Ω

(∇u ·∇v + cΩuv) dx+

∫
∂Ω

c∂Ωuv dγ, (3.12)

l (v) =

∫
Ω

bv dx+

∫
∂Ω

pRv dγ (3.13)

問題 3.4 (拡張 Poisson 問題の弱形式)

U を (3.11) とおく．b ∈ L2 (Ω;R), cΩ ∈ L∞ (Ω;R), pR ∈ L2 (∂Ω;R),
c∂Ω ∈ L∞ (∂Ω;R) とする．a ( · , · ) と l ( · ) はそれぞれ (3.12) と (3.13) とす
る．このとき，次を満たす u ∈ U を求めよ．

a (u, v) = l (v) ∀v ∈ U
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3.2 抽象的変分問題

問題 3.5 (抽象的変分問題)

U を実 Hilbert 空間，a : U × U → R を U 上の双 1次形式，
l = l ( · ) = ⟨l, · ⟩ ∈ U ′ とする．次を満たす u ∈ U を求めよ．

a (u, v) = l (v) ∀v ∈ U
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定理 3.6 (Lax-Milgram の定理)

問題 3.5 において，a は強圧的かつ有界，すなわち，

∃α, β > 0 : a (v, v) ≥ α ∥v∥2U , |a (u, v)| ≤ β ∥u∥U ∥v∥U ∀u, v ∈ U

とする．また，l ∈ U ′ とする．このとき，問題 3.5 の解 u ∈ U は一意に存
在して，次が成り立つ．

∥u∥U ≤ 1

α
∥l∥U ′

この定理は，Riesz の表現定理を使って証明される．
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例題 3.7 (Poisson 問題の解の一意存在)

問題 3.2 において，|ΓD| (=
∫
ΓD

dγ) が正のとき，解 ũ = u− ũD ∈ U は一意
に存在することを示せ．

(解答) 問題 3.2 が Lax-Milgram の定理の仮定を満たせばよい．
U = {u ∈ H1 (Ω;R)| u = 0 on ΓD} は Hilbert 空間である．また，

a (u− ũD, v) = l (v)− a (ũD, v) = l̂ (v) ∀v ∈ U

とおけば，問題 3.2 は，ũ = u− ũD ∈ U を求める問題にかきかえられる．
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1. (a の強圧性) Poincaré の不等式の系より，

a (v, v) =

∫
Ω

∇v ·∇v dx = ∥∇v∥2
L2(Ω;Rd) ≥

1

c2
∥v∥2H1(Ω;R)

2. (a の有界性) Hölder の不等式より，

|a (u, v)| =
∣∣∣∣∫

Ω

∇u ·∇v dx

∣∣∣∣ ≤ ∥∇u∥L2(Ω;Rd) ∥∇v∥L2(Ω;Rd)

≤ ∥u∥H1(Ω;R) ∥v∥H1(Ω;R)
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3. (l̂ ∈ U ′) ∂Ω は Lipschitz 境界より，トレース作用素のノルム

∥γ∥L(H1(Ω;R);H1/2(∂Ω;R)) = sup
v∈H1(Ω;R)\{0H1(Ω;R)}

∥v∥H1/2(∂Ω;R)

∥v∥H1(Ω;R)
≡ c1 <∞

Hölder の不等式を用いれば，次が成り立つ．∣∣∣l̂ (v)∣∣∣ ≤ ∫
Ω

|bv| dx+

∫
ΓN

|pNv| dγ +

∫
Ω

|∇ũD ·∇v| dx

≤ ∥b∥L2(Ω;R) ∥v∥L2(Ω;R) + ∥pN∥L2(ΓN;R) ∥v∥L2(ΓN;R)

+ ∥∇ũD∥L2(Ω;Rd) ∥∇v∥L2(Ω;Rd)

≤
(
∥b∥L2(Ω;R) + c1 ∥pN∥L2(ΓN;R) + ∥ũD∥H1(Ω;R)

)
∥v∥H1(Ω;R)

b ∈ L2 (Ω;R), pN ∈ L2 (ΓN;R), ũD ∈ H1 (Ω;R) より，右辺の ( ) は有界，
すなわち，l は U 上の有界線形汎関数となる． □
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3.3 解の正則性

境界 ∂Ω は十分滑らか (ν ∈ C (ΓN;R)) のとき，

−∆u = b in Ω, ∂νu = pN on ΓN, u = uD on ΓD

が成り立つことから，

b ∈ L2 (Ω;R) , pN ∈ H1 (Ω;R) , ũD ∈ H2 (Ω;R)

ならば，u ∈ H2
(
Ω \ B̄;R

) となる．B は Dirichlet 境界と Neumann 境界の境
界 Γ̄N ∩ Γ̄D 近傍とする．Sobolev の埋蔵定理によれば，d ∈ {2, 3} のとき
σ ∈ (0, 1/2) に対して H2 (Ω;R) ⊂ C0,σ

(
Ω̄;R

) となる (特異性なし)．
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境界の正則性

図 3.2: 角をもつ 2次元領域

u は次のように展開される．

u (r, θ) =
∑

i∈{1,2,··· }

kiui (r) τi (θ) + uR

uR は正則項，τi (θ) は境界条件に依存した θ ∈
(0, α) の実数値関数を表す．

Γ1 と Γ2 がともに同次 Dirichlet 境界 (u = 0), ともに同次 Neumann 境界
(∂νu = 0), 混合境界 のとき，τi (θ) は次式となる．

τi (θ) = sin
iπ

α
θ, τi (θ) = cos

iπ

α
θ, τi (θ) = sin

iπ

2α
θ
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一方，Laplace 作用素 ∆ に対して，次が成り立つ．

∆(rω sinωθ) =

(
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2
∂2

∂θ2

)
(rω sinωθ) = 0 (3.14)

ω は ω > 1/4 を満たす 1 ではない実数とする．(3.14) より，

ui (r) = rω

であれば，Laplace 方程式が満たされる．これより，次の結果を得る．

u (r, θ) = krπ/α sin
π

α
θ + uR (ともに同次 Dirichlet 境界), (3.15)

u (r, θ) = krπ/α cos
π

α
θ + uR (ともに同次 Neumann 境界), (3.16)

u (r, θ) = krπ/(2α) sin
π

2α
θ + uR (混合境界) (3.17)

ただし，k は α に依存した定数である．
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命題 3.8 (特異項の正則性)

Ω は 2次元有界領域で，x0 を ∂Ω 上の開き角 α ∈ (0, 2π) の角点とする．関
数 u は x0 の近傍 B (x0, r0) ∩ Ω で

u = rωτ (θ)

のように与えられたとする．ただし，τ (θ) は C∞ ((0, α) ,R) の要素とする．
このとき，k ∈ {0, 1, 2, · · · } および p ∈ (1,∞) に対して，

ω > k − 2

p
(3.18)

が成り立てば，u は W k,p (B (x0, r0) ∩ Ω;R) に入る．
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(証明) u = rωτ (θ) の k 階導関数は rω−kτ̃ (θ) の項の和で構成される．ここ
で，τ̃ (θ) は C∞ ((0, α) ,R) の要素である．そこで，u の k 階導関数が
B (x0, r0) ∩ Ω 上で p 乗 Lebesgue 可積分であるためには，∫ r0

0

∫ α

0

rp(ω−k)rτ̃ (θ) dθdr <∞

が成り立てばよい．そのためには，

p (ω − k) + 1 > −1

であればよい．この関係は (3.18) を与える． □
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例題 3.9 (角点近傍における解の正則性)

Ω は 2次元有界領域で，x0 ∈ Θ を開き角 α ∈ (0, 2π) の角点とする．このと
き，x0 の近傍で Poisson 問題 (問題 3.1) の解 u が W 1,∞ (B (x0, r0) ∩ Ω;R)
に入る開き角 α の条件を求めよ．

(解答) Γ1 と Γ2 が同一種境界ならば，(3.15) と (3.16) より ω = π/α となる．
u ∈ W 1,∞ (B (x0, r0) ∩ Ω;R) のためには，(3.18) より，ω > 1− 2/∞ = 1 が満たさ
れる必要がある．よって，α < π を得る．
一方，Γ1 と Γ2 が混合境界ならば，(3.17) より ω = π/ (2α) となる．(3.18) より，
ω > 1− 2/∞ = 1 が満たされる必要がある．よって，α < π/2 を得る． □
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3.4 線形弾性問題

図 3.3: 線形弾性問題

b : Ω → Rd 体積力
uD : ΓD → Rd 既知変位
pN : ΓN → Rd 境界力

(ΓN = ∂Ω \ Γ̄D)

u : Ω → Rd 変位 (状態変数)

図 3.4: 変位 u と変位勾配 (
∇u⊤)⊤

(
∇u⊤)⊤ = E (u) +R (u) ,

E (u) =
1

2

{
∇u⊤ +

(
∇u⊤)⊤}

R (u) =
1

2

{(
∇u⊤)⊤ −∇u⊤

}
52 / 142



(a) ε11 (b) ε22 (c) ε12 = ε21 (d) r12

図 3.5: 線形ひずみ E (u) = (εij (u))ij と回転テンソル R (u) = (rij (u))ij の成分

(a) 領域内の微小線分 dγ (b) Cauchy 応力と応力
図 3.6: Cauchy 応力 S = (σij (u))ij と応力 p

S⊤ν = Sν = p

∵ σ1idγ1 + σ2idγ2

= pidγ (i ∈ {1, 2}),
νi = dγi/dγ

σ1iν1 + σ2iν2 = pi

σ21 = σ12
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構成方程式

S (u) = CE (u) =

 ∑
(k,l)∈{1,··· ,d}2

cijklεkl (u)


ij

(一般化 Hooke 則),

cijkl = cjikl (応力の対称性),

cijkl = cijlk (線形ひずみの対称性) =⇒ cijkl の数: 34 = 81 → 36,

∃α, β > 0 : A · (CA) ≥ α ∥A∥2 (楕円性),

|A · (CB)| ≤ β ∥A∥ ∥B∥ (有界性) ∀A,B ∈ Rd×d a.e. in Ω,

∃w =
1

2
E (u) · (CE (u)) : S (u) =

∂w

∂E (u)
(弾性ポテンシャルの存在)

⇐⇒ cijkl = cklij =⇒ cijkl の数: 36 → 21,

直交異方性 =⇒ cijkl の数: 21 → 9, 等方性 =⇒ cijkl の数: 9 → 2
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等方性を仮定して，次のようにおいたとき，

S (u) = 2µLE (u) + λLtr (E (u)) I

λL と µL を Lamé の第１と第２定数とよぶ．tr (E (u)) =
∑

i∈{1,··· ,d} eii (u)

を表す．µL はせん断弾性係数ともよばれる．また，

E (u) =
1 + νP
eY

S (u)− νP
eY

tr (S (u)) I

eY と νP を縦弾性係数あるいは Young 率と Poisson 比とよぶ．その他に，
体積弾性率 kb も使われる．これらの定数に関して，次の関係などが成り立つ．

kb = λL +
2µL

3
, eY = 2µL (1 + νP) , λL =

2µLνP
1− 2νP
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力のつり合い方程式

力のつり合い方程式は楕円型偏微分方程式となる．

図 3.7: 力のつり合い (ϵ ≪ 1)

d = 2 次元の場合
∂σ11
∂x1

+
∂σ21
∂x2

+ b1 = 0,

∂σ12
∂x1

+
∂σ22
∂x2

+ b2 = 0

d ∈ {2, 3} 次元の場合

−∇⊤S (u) = b⊤
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線形弾性問題

問題 3.10 (線形弾性問題)

b : Ω → Rd (Ω ⊂ Rd, d ∈ {2, 3}), uD : ΓD → Rd (ΓD ⊂ ∂Ω), pN : ΓN → Rd

(ΓN = ∂Ω \ Γ̄D) が与えられたとき，次を満たす u : Ω → Rd を求めよ．

−∇⊤S (u) = b⊤ in Ω, (3.19)

S (u)ν = pN on ΓN, (3.20)

u = uD on ΓD (3.21)
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弱形式

U =
{
v ∈ H1

(
Ω;Rd

) ∣∣ v = 0Rd on ΓD

}
(3.22)

とおく．(3.19) の両辺に任意の v ∈ U をかけて Ω で積分すれば，

−
∫
Ω

(
∇⊤S (u)

)
v dx = −

∫
ΓN

(S (u)ν) · v dγ +

∫
Ω

S (u) ·E (v) dx

=

∫
Ω

b · v dx (3.23)

Gauss-Green の定理と ΓD 上で v = 0 が使われた．(3.20) も同様にして∫
ΓN

(S (u)ν) · v dγ =

∫
ΓN

pN · v dγ (3.24)

(3.23) に (3.24) を代入すれば，線形弾性問題の弱形式を得る．∫
Ω

S (u) ·E (v) dx =

∫
Ω

b · v dx+
∫
ΓN

pN · v dγ
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a(u,v) =

∫
Ω

S (u) ·E (v) dx, (3.25)

l (v) =

∫
Ω

b · v dx+
∫
ΓN

pN · v dγ (3.26)

問題 3.11 (線形弾性問題の弱形式)

U を (3.22) とおく．b ∈ L2
(
Ω;Rd

)
, pN ∈ L2

(
ΓN;Rd

)
, ũD ∈ H1

(
Ω;Rd

)
(ũD|ΓD

= uD) および C ∈ L∞ (Ω;Rd×d×d×d
) とする．a ( · , · ) と l ( · ) をそ

れぞれ (3.25) と (3.26) とする．このとき，次を満たす u ∈ U (ũD) を求めよ．

a (u,v) = l (v) ∀v ∈ U
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例題 3.12 (線形弾性問題の解の一意存在)

問題 3.11 において，|ΓD| > 0 のとき，解 ũ = u− ũD ∈ U は一意に存在す
ることを示せ．

(解答) Poisson 問題 (例題 3.7) と同様，Lax-Milgram の定理の仮定が成り立
つ．ただし，Hölder の不等式の代わりにKorn の第 2不等式が使われ，

∥v∥2
H1(Ω;Rd) ≤ c ∥E (v)∥2

L2(Ω;Rd×d) ∀v ∈ U

が成り立つ．a の強圧性は，この不等式と C の楕円性より，

a (v,v) =

∫
Ω

E (v) · (CE (v)) dx ≥ c1 ∥E (v)∥2
L2(Ω;Rd×d) ≥

c1
c
∥v∥2

H1(Ω;Rd)

のように確かめられる． □
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4. 数値解析の原理



目次

4. 数値解析の原理
4.1 Galerkin 法
4.2 有限要素法
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4.1 Galerkin 法

問題 4.1 (1次元 Poisson 問題 (弱形式))

b ∈ L2 ((0, 1) ;R), pN ∈ R, ũD ∈ H1 ((0, 1) ;R) に対して

a (u, v) = l (v) ∀v ∈ U (4.1)

を満たす u− ũD ∈ U を求めよ．ただし，

U =
{
v ∈ H1 ((0, 1) ;R)

∣∣ v (0) = 0
}
,

a (u, v) =

∫ 1

0

du

dx

dv

dx
dx, l (v) =

∫ 1

0

bv dx+ pNv (1)

(強形式) − d2u

dx2
= b in (0, 1) ,

du

dx
(1) = pN, u (0) = uD
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定義 4.2 (近似関数の集合)

ϕ = (ϕ1, . . . , ϕm)
⊤ ∈ Um を m 個の 1次独立な既知関数とする．U に対する

近似関数の集合を，α = (αi)i ∈ Rm を未定乗数として，

Uh =

vh (α) = ∑
i∈{1,...,m}

αiϕi = α · ϕ

∣∣∣∣∣∣ α ∈ Rm


とおく．このとき，ϕ を基底関数とよぶ．

Uh は U の内積を用いた m 次元の Hilbert 空間になる．
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ũD (x)

ϕ1 (x)

ϕ2 (x)

ϕ3 (x)

図 4.1: 基底関数 ũD, ϕ の例
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定義 4.3 (Galerkin 法)

ũD と Uh を定義 4.2 のとおりとする．uh (α)− ũD ∈ Uh と vh (β) ∈ Uh を
(4.1) の u− ũD ∈ U と v ∈ U に代入すれば，α ∈ Rm を未知ベクトルとす
る連立 1次方程式が得られる．その方程式の解 α を用いて，問題 4.1 の近
似解を uh (α) = ũD + ϕ ·α によって求める方法を Galerkin 法という．

a (uh (α) , vh (β)) = l (vh (β)) ⇐⇒ β · (Aα+ aD) = β · l ∀β ∈ Rm

ただし，A = (aij)(i,j)∈{1,··· ,m}2 , aD = (aDi)i∈{1,...,m}, l = (li)i∈{1,...,m} とかいて

aij = a (ϕi, ϕj) =

∫ 1

0

dϕi

dx

dϕj

dx
dx, aDi = a (ũD, ϕi) =

∫ 1

0

dũD
dx

dϕi

dx
dx,

li = l (ϕi) =

∫ 1

0

bϕi dx+ pNϕi (1)

A の正定値性 (と対称性) は，a ( · , · ) の強圧性 (と対称性) による．
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d 次元 Poisson 問題 (問題 3.2)

近似関数の集合 Uh を定義 4.2 とする．ただし，ϕi の定義域は Ω ⊂ Rd に変
更される．このとき，Galerkin 法による連立１次方程式は次のようになる．

Aα = l− aD = l̂

ただし，A = (aij)(i,j)∈{1,...,m}2，aD = (aDi)i∈{1,...,m}, l = (li)i∈{1,...,m} は

aij = a (ϕi, ϕj) =

∫
Ω

∇ϕi ·∇ϕj dx, aDi = a (ũD, ϕj) =

∫
Ω

∇ũD ·∇ϕj dx,

li = l (ϕi) =

∫
Ω

bϕi dx+

∫
ΓN

pNϕi dγ
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4.2 有限要素法

1次元 Poisson 問題 (問題 4.1) に対するGalerkin 法の基底関数を変更する．
ϕ0 (x)

ϕ1 (x)

ϕi (x)

ϕm (x)

図 4.2: 1次元有限要素法における基底関数 ϕ0, . . . , ϕm

Sobolev 埋蔵定理より，

X = H1 ((0, 1);R) ,
D = C0,1 ([0, 1];R) ,
ϕi ∈ D ⊂ X

(i ∈ {0, 1, . . . ,m})
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Galerkin 法における近似関数を次のように構成する．

uh (ū) = u0ϕ0 +
∑

i∈{1,...,m}

uiϕi =

(
ūD
ūN

)
·

(
ϕD

ϕN

)
= ū · ϕ,

vh (v̄) = v0ϕ0 +
∑

i∈{1,...,m}

viϕi =

(
v̄D
v̄N

)
·

(
ϕD

ϕN

)
= v̄ · ϕ

図 4.3: 1次元有限要素法における節点値ベクトル ū
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有限要素法では，近似関数を各有限要素 Ωi = (xi−1, xi) 上で定義する．

φi(1) (x) = ϕi−1 (x) =
xi(2) − x

xi(2) − xi(1)
,

φi(2) (x) = ϕi (x) =
x− xi(1)
xi(2) − xi(1)

(x ∈ Ωi)

図 4.4: 1次元有限要素上の基底関数 φi(1), φi(2)

Ωi 上の近似関数

uh (ūi) =
(
φi(1) φi(2)

)(ui(1)
ui(2)

)
= φi · ūi,

vh (v̄i) =
(
φi(1) φi(2)

)(vi(1)
vi(2)

)
= φi · v̄i

ūi, v̄i は Ωi 上の未定定数
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Boole 行列 Zi を各有限要素 Ωi に対して次のように定義する．

uh (ūi) =
(
φi(1) φi(2)

)(0 · · · 1 0 · · · 0

0 · · · 0 1 · · · 0

)


u0
...

ui−1

ui
...

um


= φi · (Ziū) ,

vh (v̄i) = φi · (Ziv̄)
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a (uh (ū) , vh (v̄)) =
∑

i∈{1,...,m}

∫ xi(2)

xi(1)

duh
dx

(ūi)
dvh
dx

(v̄i) dx

=
∑

i∈{1,...,m}

ai (uh (ūi) , vh (v̄i))

= v̄ ·


 ∑

i∈{1,...,m}

Ãi

 ū
 = v̄ ·

(
Āū
)
,

ai (uh (ūi) , vh (v̄i)) = v̄ ·
(
Z⊤

i ĀiZiū
)
= v̄ ·

(
Ãiū

)
Āi ∈ R2×2: 有限要素 i ∈ E の係数行列, Ā ∈ Rm+1×m+1: 全体係数行列

Āi =

(∫ xi(2)

xi(1)

dφi(α)

dx

dφi(β)

dx
dx

)
αβ

=
1

xi(2) − xi(1)

(
1 −1

−1 1

)
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l (vh (v̄)) =
∑

i∈{1,...,m}

∫ xi(2)

xi(1)

bvh (v̄i) dx+ pNvh (v̄m) =
∑

i∈{1,...,m}

li (vh (v̄i))

= v̄ ·

 ∑
i∈{1,...,m}

(
b̃i + δimp̃m

) = v̄ ·

 ∑
i∈{1,...,m}

l̃i

 = v̄ · l̄

(δim: Kronecker デルタ),

li (vh (v̄i)) = v̄i ·
(
b̄i + δimp̄m

)
= v̄i · l̄i = v̄ ·

(
Z⊤

i l̄i
)
= v̄ · l̃i

l̄i ∈ R2: 有限要素 i ∈ E の既知項ベクトル, l̄ ∈ Rm+1: 全体既知項ベクトル

l̄i =


∫ xi(2)

xi(1)

bφi(1) dx∫ xi(2)

xi(1)

bφi(2) dx

+ δim

(
0

pN

)
= b

xi(2) − xi(1)
2

(
1

1

)
+ δim

(
0

pN

)

(b が定数のとき)
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基本境界条件 (Dirichlet 条件) を代入すれば，

(
0 v1 · · · vm

)


ā00 ā01 · · · ā0m

ā10 ā11 · · · ā1m
...

...
. . .

...

ām0 ām1 · · · āmm



uD

u1
...

um

−


l0

l1
...

lm




=
(
0 v̄⊤N

)((ĀDD ĀDN

ĀND ĀNN

)(
ūD
ūN

)
−

(
l̄D
l̄N

))
= 0 ∀v̄N ∈ Rm

未知ベクトル ūN を次のように求めることができる．

ūN = Ā−1
NN

(
l̄N − ūDĀND

)
= Ā−1

NNl̂
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2次元有限要素法

2次元 Poisson 問題 (問題 3.1) に対する有限要素分割と基底関数

図 4.5: 3角形有限要素 Ωi

(i ∈ E) と節点 xj (j ∈ N )

図 4.6: Galerkin 法におけ
る基底関数 ϕj (j ∈ N )

図 4.7: Ωi (i ∈ E) 上の基
底関数 φi(1), φi(2), φi(3)
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高次有限要素

規準領域 Ξ 上で定義された 2次要素

図 4.8: 1次元 2次要素 図 4.9: 3角形 2次要素
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5. 基本的な疑問点に対する回答例



目次

5. 基本的な疑問点に対する回答例
5.1 Q-1 線形空間 X はどのように定義されるのか？
5.2 Q-2 fi の勾配 gi と Hesse 形式 hi はどのように得られるのか？
5.3 Q-3 勾配法と Newton 法はどのように定義されるのか？
5.4 Q-4 探索ベクトルが許容集合 D に入る条件は何か？
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5.1 Q-1 線形空間 X はどのように定義されるのか？

偏微分方程式の境界値問題を定義するためには，領域は Lipschitz 領域でなけ
ればならない．

図 5.1: Lipschitz 領域
(a) θ ∈ Dθ ⊂ Xθ (b) ϕ ∈ Dϕ ⊂ Xϕ

図 5.2: 2種類の問題における設計変数

⇒ Xθ ⊃ C0,1
(
Ω̄;R

)
= W 1,∞ (Ω;R), Xϕ ⊃ C0,1

(
Ω̄;Rd

)
= W 1,∞ (Ω;Rd

)
.
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勾配法を使うためには X ∈ {Xθ, Xϕ} はHilbert 空間でなければならない．

図 5.3: 勾配 gi の定義 図 5.4: 勾配法

⇒ Xθ = H1 (Ω;R) = W 1,2 (Ω;R) , Xϕ = H1
(
Ω;Rd

)
= W 1,2

(
Ω;Rd

)
.
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Q-1-1 許容集合 D ⊂ X のための条件

D ∈ {Dθ,Dϕ} は X ∈ {Xθ, Xϕ} 上でコンパクトでなければならない．

Xθ = H1 (D;R) , Yθ = Xθ ∩ H2 (D;R) ∩ C0,1
(
D̄;R

)
⋐ Xθ,

Dθ =
{
θ ∈ Yθ

∣∣∣ ∥θ∥H2∩C0,1(D̄;R) ≤ β
}
.

Xϕ =
{
ϕ ∈ H1

(
D;Rd

) ∣∣ ϕ = 0Rd on ∂D
}
,

Yϕ = Xϕ ∩ H2
(
D;Rd

)
∩ C0,1

(
D̄;Rd

)
⋐ Xϕ,

Dϕ =
{
ϕ ∈ Yϕ

∣∣∣ |ϕ|C0,1(D̄;Rd) ≤ σ, ∥ϕ∥H2∩C0,1(D̄;Rd) ≤ β
}

(σ ∈ (0, 1) と β は正定数)

⋐ はRellich–Kondrachov のコンパクト埋蔵定理で保証される．
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評価関数 fi の勾配 gi (i ∈ I) が入る線形空間

設計変数を ϕ ∈ D ⊂ X とかく．
Fréchet 微分の定義より，汎関数 fi (ϕ) の Taylor 展開は

fi (ϕ+ φ) = fi (ϕ) + f ′
i (ϕ) [φ] + o (∥φ∥X)

有界線形汎関数 f ′
i (ϕ) [ · ] = ⟨gi (ϕ) , · ⟩ を勾配とよぶ．

=⇒ 勾配 gi は X の双対空間 (X 上の有界線形汎関数の全体集合) X ′ の要素
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Q-1-3 評価関数 fi のHesse 形式 hi (i ∈ I) が入る線形空間

2階 Fréchet 微分の定義より，φ1 ∈ X を固定したとき，汎関数 ⟨gi (ϕ) , φ1⟩
の Taylor 展開は

⟨gi (ϕ+ φ2) , φ1⟩ = ⟨gi (ϕ) , φ1⟩+ hi (ϕ) [φ1, φ2] + o (∥φ2∥X)

有界双線形汎関数 f ′′
i (ϕ) [ · , · ] = hi (ϕ) [ · , · ] をHesse 形式とよぶ．

=⇒ Hesse 形式 hi はX 上の有界双線形汎関数の全体集合 L2 (X ×X;R) の
要素
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5.2 Q-2 fi の勾配 gi と Hesse 形式 hi はどのように得られるのか？

抽象的変分問題 (問題 3.5) に設計変数 ϕ ∈ D を組み込む．
問題 5.1 (ϕ に対する抽象的変分問題)

U を実 Hilbert 空間とする．ϕ ∈ D に対して a (ϕ) : U × U → R を U 上の
強圧的かつ有界な双 1次形式，l (ϕ) = l (ϕ) ( · ) = ⟨l (ϕ) , · ⟩ ∈ U ′ とする．次
を満たす u ∈ U を求めよ．

a (ϕ) (u, v) = l (ϕ) (v) ∀v ∈ U
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問題 5.2 (抽象的最適設計問題)

(ϕ, u) ∈ D × S に対して，fi : D × S → R が与えられたとき，次を満たす ϕ

を求めよ．

min
ϕ∈D

{fi (ϕ, u) | u ∈ S: 問題 5.1 の解 }

問題 5.2 の Lagrange 関数

Li (ϕ, u, vi) = fi (ϕ, u)− a (ϕ) (u, vi) + l (ϕ) (vi) = fi (ϕ, u) + LS (ϕ, u, vi)

vi ∈ U は fi のために定義された問題 5.1 の Lagrange 乗数 である．
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Q-2-1 勾配 gi の求め方

Li (ϕ, u, vi) の Fréchet 微分

L ′
i (ϕ, u, vi) [φ, û, v̂i] = Liϕ (ϕ, u, vi) [φ] + Liu (ϕ, u, vi) [û] + Livi (ϕ, u, vi) [v̂i] ,

Livi (ϕ, u, vi) [v̂i] = LS (ϕ, u, v̂i) = 0 ∀v̂i ∈ U

⇐= a (ϕ) (u, v̂i) = l (ϕ) (v̂i) ∀v̂i ∈ U (問題 5.1),

Liu (ϕ, u, vi) [û] = fiu (ϕ, u) [û] + LSu (ϕ, u, vi) [û] ∀û ∈ U (随伴問題)

⇐= a (ϕ) (û, vi) = −fiu (ϕ, u) [û] ∀û ∈ U,

Liϕ (ϕ, u, vi) [φ] = ⟨gi, φ⟩
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(1) SIMP型線形弾性問題

図 5.5: SIMP 型線形弾性体

図 5.6: SIMP モデル (α > 1)

SIMP (solid isotropic material with penaliza-

tion)

問題 5.3 (SIMP 型線形弾性問題)

次を満たす u : D → Rd を求めよ．

−∇⊤ (ϕα
S (θ)S (u)) = b⊤ (θ) in D,

ϕα
S (θ)S (u)ν = pN on ΓN,

u = uD on ΓD
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SIMP 型平均コンプライアンス最小化問題

平均コンプライアンスと体積制約関数

f0 (θ,u) =

∫
D

b (θ) · u dx+

∫
ΓN

pN · u dγ −
∫
ΓD

uD · (ϕα (θ)S (u)ν) dγ,

f1 (θ) =

∫
D

(ϕS (θ)− c1) dx

問題 5.4 (SIMP 型平均コンプライアンス最小化問題)

次を満たす θ を求めよ．

min
θ∈Dθ

{f0 (θ,u) | f1 (θ) ≤ 0, u− ũD ∈ Sθ は問題 5.3 の解 }
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LS (θ,u,v) =

∫
D

(−ϕα (θ)S (u) ·E (v) + b (θ) · v) dx+
∫
ΓN

pN · v dγ

+

∫
ΓD

{(u− uD) · (ϕα (θ)S (v)ν) + v · (ϕα (θ)S (u)ν)} dγ,

L0 (θ,u,v0) = f0 (θ,u) + LS (θ,u,v0) ,

=

∫
D

{−ϕα (θ)S (u) ·E (v0) + b (θ) · (u+ v0)} dx

+

∫
ΓN

pN · (u+ v0) dγ

+

∫
ΓD

{
(u− uD) · (ϕα (θ)S (v0)ν)

+ (v0 − uD) · (ϕα (θ)S (u)ν)
}
dγ
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L ′
0 (θ,u,v0) [ϑ, û, v̂0] = L0θ (θ,u,v0) [ϑ] + L0u (θ,u,v0) [û]

+ L0v0 (θ,u,v0) [v̂0] ∀ (ϑ, û, v̂0) ∈ X × U × U,

L0v0 (θ,u,v0) [v̂0] = LSv0 (θ,u,v0) [v̂0] = LS (θ,u, v̂0) ∀v̂0 ∈ U,

L0u (θ,u,v0) [û] = LS (θ,v0, û) ∀û ∈ U =⇒ v0 = u (自己随伴),

L0θ (θ,u,v0) [ϑ] =

∫
D

{
b′ · (u+ v0)− αϕα−1ϕ′S (u) ·E (v0)

}
ϑ dx

= ⟨g0, ϑ⟩ ,

f ′
1 (θ) [ϑ] =

∫
D

ϕ′ ϑ dx = ⟨g1, ϑ⟩
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(2) 領域変動型線形弾性問題

図 5.7: 線形弾性体

簡単のために，Γp0 は変動
しないと仮定する．

問題 5.5 (領域変動型線形弾性問題)

次を満たす u : Ω (ϕ) → Rd を求めよ．

−∇⊤S (ϕ,u) = b⊤ (ϕ) in Ω (ϕ) ,

S (ϕ,u)ν = pN (ϕ) on Γp0,

S (ϕ,u)ν = 0Rd on ΓN (ϕ) \ Γ̄p0,

u = uD (ϕ) on ΓD (ϕ)
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領域変動型平均コンプライアンス最小化問題

平均コンプライアンスと体積制約関数
f0 (ϕ,u) =

∫
Ω(ϕ)

b · u dx+

∫
Γp0

pN · u dγ −
∫
ΓD(ϕ)

uD · (S (u)ν) dγ

= l̂ (ϕ) (u) ,

f1 (ϕ) =

∫
Ω(ϕ)

(1− c1) dx

問題 5.6 (領域変動型平均コンプライアンス最小化問題)

次を満たす Ω (ϕ) を求めよ．

min
ϕ∈Dϕ

{f0 (ϕ,u) | f1 (ϕ) ≤ 0, u− ũD ∈ Sϕ: 問題 5.5 の解 }
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LS (ϕ,u,v) =

∫
Ω(ϕ)

(−S (u) ·E (v) + b · v) dx+
∫
Γp0

pN · v dγ

+

∫
ΓD(ϕ)

{(u− uD) · (S (v)ν) + v · (S (u)ν)} dγ,

L0 (ϕ,u,v0) = f0 (ϕ,u) + LS (ϕ,u,v0)

=

∫
Ω(ϕ)

(−S (u) ·E (v0) + b · (u+ v0)) dx

+

∫
Γp0

pN · (u+ v0) dγ

+

∫
ΓD(ϕ)

{(u− uD) · (S (v0)ν) + (v0 − uD) · (S (u)ν)} dγ
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L ′
0 (ϕ,u,v0) [φ, û, v̂0] = L0ϕ′ (ϕ,u,v0) [φ] + L0u (ϕ,u,v0) [û]

+ L0v0 (ϕ,u,v0) [v̂0] ∀ (φ, û, v̂0) ∈ X × U × U,

L0v0 (ϕ,u,v0) [v̂0] = LSv0 (ϕ,u,v0) [v̂0] = LS (ϕ,u, v̂0) ∀v̂0 ∈ U,

L0u (ϕ,u,v0) [û] = LS (ϕ,v0, û) ∀û ∈ U =⇒ v0 = u (自己随伴),

L0ϕ (ϕ,u,v0) [φ] =


−
∫
Ω(ϕ)

(
GΩ0 ·∇φ⊤ + gΩ0∇ ·φ

)
dx = ⟨g0,φ⟩

(領域積分型)

−
∫
∂Ω(ϕ)

ḡ∂Ω0 ·φ dγ = ⟨ḡ0,φ⟩ (境界積分型)

GΩ0 = 2S (u)
(
∇u⊤)⊤, gΩ0 = −S (u) ·E (u) + 2b · u,

ḡ∂Ω0 = (−S (u) ·E (u) + 2b · u)ν
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f ′
1 (ϕ) [φ] =


∫
Ω(ϕ)

gΩ1∇ ·φ dx = ⟨g1,φ⟩ (領域積分型)∫
∂Ω(ϕ)

ḡ∂Ω1 ·φ dγ = ⟨ḡ1,φ⟩ (境界積分型)

gΩ1 = 1, ḡ∂Ω1 = ν

上記の結果を得るために，次に示すような汎関数の形状微分 (領域積分型/境
界積分型) の公式が使われた．
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(参考) 領域変動とともに変動する関数の形状微分と形状偏微分

(a) u (ϕ) が不連続関数の場合 (b) u (ϕ) が連続関数の場合
図 5.8: 領域変動とともに変動する関数 u (ϕ) の形状微分 u′ (ϕ) [φ] と形状偏微分
u∗ (ϕ) [φ]
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(参考) 関数の形状微分を用いた公式 (領域積分型)

Proposition 9.3.4 [1]

h ∈ C1
(
R× Rd;R

)，u′ (ϕ) [φ] を u′ とかく．

f (ϕ+φ, u (ϕ+φ) ,∇zu (ϕ+φ))

=

∫
Ω(ϕ+φ)

h (u (ϕ+φ) ,∇zu (ϕ+φ)) dz ∀φ ∈ Yϕ,

f ′ (ϕ, u,∇u) [φ]

=

∫
Ω(ϕ)

{
hu (u,∇u) [u′] + h∇u (u,∇u)

[
∇u′ −

(
∇φ⊤)∇u

]
+ h (u,∇u)∇ ·φ

}
dx
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Proposition 9.3.4 で得られた公式を f ′ (ϕ, u,∇u) [φ] = f ′ (ϕ, u) [φ, u′] とかい
て，次のように再編して，公式として用いる．

f ′ (ϕ, u) [φ, u′] = fϕ′ (ϕ, u) [φ] + fu (ϕ, u) [u
′] ,

fϕ′ (ϕ, u) [φ] =

∫
Ω(ϕ)

{
h∇u (u,∇u)

[
−
(
∇φ⊤)∇u

]
+ h (u,∇u)∇ ·φ

}
dx,

fu (ϕ, u) [u
′] =

∫
Ω(ϕ)

{hu (u,∇u) [u′] + h∇u (u,∇u) [∇u′]} dx
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例えば，領域積分型の形状微分 ⟨g0,φ⟩ を得るために，次の変換が使われた．

− (S (u) ·E (v0))ϕ′ [φ] = − (E (u) · S (v0))ϕ′ [φ]

= (E (u) · S (v0))∇u⊤ ·
(
∇φ⊤∇u⊤)

+ (S (u) ·E (v0))∇v⊤
0
·
(
∇φ⊤∇v⊤0

)
− S (u) ·E (v0) (∇ ·φ)

=
(
∇φ⊤∇u⊤)s · S (v0) + S (u) ·

(
∇φ⊤∇v⊤0

)s − S (u) ·E (v0) (∇ ·φ)
=
(
∇φ⊤∇u⊤) · S (v0) + S (u) ·

(
∇φ⊤∇v⊤0

)
− S (u) ·E (v0) (∇ ·φ)

=
(
S (u)

(
∇v⊤0

)⊤) ·∇φ⊤ +
(
S (v0)

(
∇u⊤)⊤) ·∇φ⊤

− S (u) ·E (v0) (∇ ·φ)

( · )s は
(
( · )⊤ + ( · )

)
/2 を表す．
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(参考) 関数の形状偏微分を用いた公式 (境界積分型)

Proposition 9.3.10 [1]

h ∈ C1
(
R× Rd;R

)，u∗ (ϕ) [φ] を u∗ とかく．

f (ϕ+φ, u (ϕ+φ) ,∇zu (ϕ+φ))

=

∫
Ω(ϕ+φ)

h (u (ϕ+φ) ,∇zu (ϕ+φ)) dz ∀φ ∈ Yϕ,

f ′ (ϕ, u,∇u) [φ]

=

∫
Ω(ϕ)

{hu (u,∇u) [u∗] + h∇u (u,∇u) [∇u∗]} dx

+

∫
∂Ω(ϕ)

h (u,∇u)ν ·φ dγ
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Proposition 9.3.10 で得られた公式を f ′ (ϕ, u,∇u) [φ] = f ′ (ϕ, u) [φ, u∗] とか
いて，次のように再編して，公式として用いる．

f ′ (ϕ, u) [φ, u∗] = fϕ∗ (ϕ, u) [φ] + fu (ϕ, u) [u
∗] ,

fϕ∗ (ϕ, u) [φ] =

∫
∂Ω(ϕ)

h (u,∇u)ν ·φ dγ,

fu (ϕ, u) [u
∗] =

∫
Ω(ϕ)

{hu (u,∇u) [u∗] + h∇u (u,∇u) [∇u∗]} dx

境界積分に対する 関数の形状微分を用いた公式と関数の形状偏微分を用いた
公式も求めることができる [1, Propositions 9.3.7, 9.3.13]．
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Q-2-2 Hesse 形式 hi の求め方

抽象的最適設計問題 (問題 5.2) に対して，評価関数 fi の Hesse 形式を求める
方法 (概要) を紹介する．
hi (ϕ, u, vi) ∈ L2 (X ×X;R) とかく (Q-1-3)．もしも，ϕ ∈ X の任意変動
φ1, φ2 ∈ X に対して，抽象的変分問題 (問題 5.1) を満たす u ∈ U の変動
υ̂1, υ̂2 ∈ U が得られれば，次のようにかける．

hi (ϕ, u, vi) [φ1, φ2]

= (Liϕ (ϕ, u, vi) [φ1] + Liu (ϕ, u, vi) [υ̂1])ϕ [φ2]

+ (Liϕ (ϕ, u, vi) [φ1] + Liu (ϕ, u, vi) [υ̂1])u [υ̂2]

= Liϕϕ (ϕ, u, vi) [φ1, φ2] + Liuϕ (ϕ, u, vi) [υ̂1, φ2]

+ Liϕu (ϕ, u, vi) [φ1, υ̂2] + Liuu (ϕ, u, vi) [υ̂1, υ̂2]
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(1) 微分の連鎖則に基づくHesse 形式の求め方 (条件つき)

もしも，

LSϕu (ϕ, u, v) [φj, υ̂j] = 0 φj ∈ X

から υ̂j = υ′ (ϕ) [φj] (j ∈ {1, 2}) を陽に与える式を求めることができれば，

hi (ϕ, u, vi) [φ1, φ2] = Liϕϕ (ϕ, u, vi) [φ1, φ2] + Liuϕ (ϕ, u, vi) [υ
′ (ϕ) [φ1] , φ2]

+ Liϕu (ϕ, u, vi) [φ1, υ
′ (ϕ) [φ2]]

によって， fi の Hesse 形式を求めることができる．
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密度変動型では，b は θ の関数ではないとき，上記仮定が成り立ち，
h0 (θ,u,v0) [ϑ1, ϑ2]

=

∫
D

{
2
(ϕα (θ))′2

ϕα (θ)
− (ϕα (θ))′′

}
S (u) ·E (v0)ϑ1ϑ2 dx, (5.1)

h1 (θ) [ϑ1, ϑ2] =

∫
D

ϕ′′ (θ)ϑ1ϑ2 dx (5.2)

領域変動型では，b = 0 のとき，上記仮定が成り立ち，
h0 (ϕ,u,u) [φ1,φ2] =

∫
Ω(ϕ)

[
2S (u) ·E (u) (∇ ·φ2) (∇ ·φ1)

+
(
S (u)

(
∇u⊤)⊤) · {∇φ⊤

2 ∇φ⊤
1 +∇φ⊤

1 ∇φ⊤
2 +∇φ⊤

2

(
∇φ⊤

1

)⊤
+∇φ⊤

1

(
∇φ⊤

2

)⊤ − 4∇φ⊤
2 ∇ ·φ1 − 4∇φ⊤

1 ∇ ·φ2

}]
dx, (5.3)

h1 (ϕ) [φ1,φ2] = 0 (5.4)
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(2) Lagrange 乗数法によるHesse 形式の求め方

⟨gi (u, vi) , φ1⟩ (φ1 ∈ X) に対する Lagrange 関数を次のようにおく．

LIi (ϕ, u, vi, wi, zi) = ⟨gi (u, vi) , φ1⟩+ LS (ϕ, u, wi) + LAi (ϕ, vi, zi) ,

LAi (ϕ, vi, zi) = Liu (ϕ, u, vi) [zi] ⇐= (随伴問題 の Lagrange 関数)

wi ∈ U と zi ∈ U は，gi で使われる u と vi が抽象的変分問題 (問題 5.1) を満
たすための Lagrange 乗数である．φ1 は LIi においては定ベクトルとみなす．
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L ′
Ii (ϕ, u, vi, wi, zi) [φ2, û, v̂i, ŵi, ẑi]

= LIiϕ (ϕ, u, vi, wi, zi) [φ2] + LIiu (ϕ, u, vi, wi, zi) [û]

+ LIivi (ϕ, u, vi, wi, zi) [v̂i] + LIiwi
(ϕ, u, vi, wi, zi) [ŵi]

+ LIizi (ϕ, u, vi, wi, zi) [ẑi] ∀ (φ2, û, v̂i, ŵi, ẑi) ∈ X × U4,

LIiu (ϕ, u, vi, wi, zi) [û] = 0 ∀û ∈ U ⇐= wi を求める随伴問題,
LIivi (ϕ, u, vi, wi, zi) [v̂i] = 0 ∀v̂i ∈ U ⇐= zi を求める随伴問題,
LIiϕ (ϕ, u, vi, wi (φ1) , zi (φ1)) [φ2] = hi (ϕ, u, vi) [φ1, φ2]

= gHi (ϕ, u, vi, φ1) [φ2]

gHi (ϕ, u, vi, φ1) [φ2] を Hesse 勾配とよぶことにする．
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5.3 Q-3 勾配法と Newton 法はどのように定義されるのか？

図 5.9: 勾配法

X = Rn (n ∈ N) のとき，

qi (φ) =
1

2
φ · (Aφ) + gi ·φ ∀φ ∈ X

X がHilbert 空間のとき，

qi (φ) =
1

2
aX (φ, φ) + ⟨gi, φ⟩ ∀φ ∈ X
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Q-3-1 勾配法の定義

X = Rn (n ∈ N) のとき，fi : X → R の Taylor 展開
fi (ϕ+φ) = fi (ϕ) + gi · φ+ o (∥φ∥X)

勾配法: gi ∈ X ′ = X が与えられたとき，探索ベクトル φgi ∈ X を求めよ．
φgi · (Aφ) = −gi ·φ ∀φ ∈ X ⇐⇒ φgi = −A−1gi

ただし，A は有界な正定値対称行列とする．すなわち， A = A⊤,

∃α, β > 0 : φ · (Aφ) ≥ α ∥φ∥2Rd , |φ · (Aψ)| ≤ β ∥φ∥X ∥ψ∥X ∀φ,ψ ∈ X

φgi は fi を減少させる．
fi (ϕ+ ϵφgi)− fi (ϕ) = −ϵφgi · (Aφgi) + o (ϵ) ≤ −ϵα ∥φgi∥2X + o (ϵ) .
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関数空間上の勾配法

X が関数空間 (Hilbert 空間)のとき，fi : X → R の Taylor 展開
fi (ϕ+ φ) = fi (ϕ) + ⟨gi, φ⟩X′×X + o (∥φ∥X)

X 上の勾配法: gi ∈ X ′ が与えられたとき，探索ベクトル φgi ∈ X を求めよ．
aX (φgi, φ)X×X = −⟨gi, φ⟩X′×X ∀φ ∈ X

aX : X ×X → R は強圧的双線形汎関数 (∈ L2 (X ×X;R))，すなわち
∃α, β > 0 : aX (φ, φ) ≥ α ∥φ∥2X , |aX (φ, ψ)| ≤ β ∥φ∥X ∥ψ∥X ∀φ, ψ ∈ X

φgi は fi を減少させる．
fi (ϕ+ ϵφgi)− fi (ϕ) = −ϵaX (φgi, φgi) + o (ϵ) ≤ −ϵα ∥φgi∥2X + o (ϵ) .

X が H1 級の関数空間のとき，H1 勾配法とよぶ．
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(1) 密度変動型 H1 勾配法

gi ∈ X ′
θ が与えられたとき，ϑgi ∈ Xθ を求めよ．ca, cD は正定数とする．

ca

∫
D

(∇ϑgi ·∇ψ + cDϑgiψ) dx = −
∫
D

giψ dx ∀ψ ∈ Xθ (5.5)

(a) 線形弾性問題: Find u ∈ Uθ (b) H1 勾配法: Find ϑg0 ∈ Xθ

図 5.10: 密度変動型 H1 勾配法 (平均コンプライアンス)
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(2) 領域変動型 H1 勾配法

ca

∫
Ω(ϕ)

(S (φgi) ·E (ψ) + cΩφgi ·ψ) dx (ca, cΩ は正定数)

=


−
∫
Ω(ϕ)

(
GΩi ·∇ψ⊤ + gΩi∇ ·ψ

)
dx (領域積分)

−
∫
∂Ω(ϕ)

ḡ∂Ωi ·ψ dγ (境界積分)
∀ψ ∈ Xϕ (5.6)

(a) Find u ∈ Uϕ (b) Find φg0 ∈ Xϕ (c) Find φg0 ∈ Xϕ

図 5.11: 領域変動型 H1 勾配法 (平均コンプライアンス)
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Q-3-2 Newton 法の定義

X = Rd のとき，gi (ϕ) ·φ1 の Taylor 展開

gi (ϕ+φ2) ·φ1 = gi (ϕ) ·φ1 +φ2 · (Hi (ϕ)φ1) + o (∥φ2∥X)

Newton 法

gi (ϕ+φg) ·φ ≈ gi (ϕ) ·φ+φg · (Hi (ϕ)φ) = 0 ∀φ ∈ X

=⇒ φgi · (Hi (ϕ)φ) = −gi (ϕ) ·φ ∀φ ∈ X
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関数空間上の H1 Newton 法

X が関数空間 (Hilbert 空間)のとき，⟨gi (ϕ) , φ1⟩ の Taylor 展開

⟨gi (ϕ+ φ2) , φi⟩ = ⟨gi (ϕ) , φ1⟩+ hi (ϕ) [φ1, φ2] + o (∥φ2∥X)

H1 Newton 法

hi (ϕ) [φgi, φ] +aX (φgi, φ) = −⟨gi (ϕ) , φ⟩ ∀φ ∈ X

ただし，aX : X ×X → R は hi (ϕ) [ · , · ] が強圧的双線形汎関数にならないと
きに，正則化するために加える強圧的双線形汎関数とする．
(5.1) と (5.3) の h0 は，u が C0,1 級のとき，強圧的双線形汎関数となる [1,

Fig. 8.9]．しかし，(5.2) の h1 は，強圧的ではない [1, Fig. 8.13]．
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アルゴリズム例

図 5.12: 勾配法
[1, Algorithm 3.7.2]

図 5.13: 勾配法 [1, Alg. 3.7.6]

図 5.14: Newton 法
[1, Algorithm 3.8.4]
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5.4 Q-4 探索ベクトルが許容集合 D に入る条件は何か？

探索ベクトルは X ∈ {Xθ, Xϕ} に入るが，D ∈ {Dθ,Dϕ} には入らない．
=⇒ u の許容集合に正則性の条件を加える必要がある．

密度変動型
Sθ = Uθ ∩W 1,2qR

(
D;Rd

)
(qR > d)

(a) 同一種境界 (b) 混合境界
図 5.15: 特異点近傍 B (θ)

領域変動型

Sϕ =

Uϕ ∩W 2,4
(
D;Rd

)（領域積分）
Uϕ ∩W 2,2qR

(
D;Rd

)（境界積分）

(a) 同一種境界 (b) 混合境界
図 5.16: 特異点近傍 B (ϕ)
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H1 勾配法の正則性

密度変動型

(θ,u (θ)) ∈ Dθ × Sθ のとき，H1 勾配法の弱解 ϑgi ∈ Xθ は
D \ B̄ (θ) 上で H2 ∩ C0,1 級（B (ϕ) = ∅ のとき ϑgi ∈ Yθ）となる．

領域変動型

(ϕ,u (ϕ)) ∈ Dϕ × Sϕ のとき，H1 勾配法の弱解 φgi ∈ Xϕ は
Ω (ϕ) \ B̄ (ϕ) 上で H2 ∩ C0,1 級（B (ϕ) = ∅ のとき φgi ∈ Yϕ）となる．
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6. 数値例と理論的考察



(1) 密度変動型

(a) 境界条件 (b) H1 勾配法
図 6.1: 平均コンプライアンス最小化に対する数値例
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(2) 領域変動型 (初期形状における特異点)

初期形状における特異点の影響が残ってしまう例

(a) 境界条件 (b) ひずみエネルギー密度 (c) H1 勾配法 (d) H1 勾配法
(k = 0) (境界型, P1) (領域型, P1)

図 6.2: 平均コンプライアンス最小化に対する数値例

領域積分型の形状微分は特異点の影響を受けにくい．
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(3) 領域変動型 (最適形状における特異点)

最適形状におけい特異点が発生する例

(a) 境界条件 (b) ひずみエネルギー密度 (c) H1 Newton 法
(k = 0) (P2, k = 15)

図 6.3: 平均コンプライアンス最小化に対する数値例

探索経路に沿った f0 の 2階微分が不安定になる．
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(a) 評価関数 f = 0 (b) f0 勾配 (c) f0 2階微分

図 6.4: 平均コンプライアンス最小化に対する数値例: H1 Newton 法
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7. 実問題への応用例



§7.1 スポーツシューズの最適設計 (Nonogawa et al. [3])

図 7.1: スポーツシューズ

1. クッション性 (衝撃緩衝性)

2. 安定性 (過度な変形の抑制:

プロネーション)

3. グリップ
4. 耐久性
5. 柔軟性
6. フィット性
7. 通気性
8. 軽量
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設計目標とソールのモデリング

クッション性能を変えずに安定性を高める．

(a) 3つの超弾性体 (b) ソールモデルと踵座標系
図 7.2: ソールのモデリング
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安定性とクッション性を評価するタイミング

Time tC Time tS

図 7.3: ランニング運動中の圧力分布
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状態決定問題

第 1 Piola-Kirchhoff 応力: Π (u), Cauchy 応力: Σ (u)

問題 7.1 (超弾性変形)

ϕ ∈ Dϕ と pN に対して，次を満たす (u, p) ∈ Sϕ ×Qϕ を求めよ．

−∇⊤Π⊤ (u) = 0⊤
R3 in Ω (ϕ) ,

Σ (u)ν (u) = pN (u) on Γp (0R3 ,u) ,

Σ (u)ν (u) = 0R3 on ΓN (ϕ,u) \ Γ̄p (0R3 ,u) ,

u = 0R3 on ΓD0,

Σ (u)ν (u) = −pν (u) on ΓM (0R3 ,u) ∪ Γ∗
M (0R3 ,u) ,

g (u) ≤ 0, p ≥ 0, pg (u) = 0 on ΓM (0R3 ,u) .
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近似平面

r ∈ {S,C} に対して，近似平面を次式のように定義する．

wr (αr, βr, δr) = αrx1 + βrx2 + δr

問題 7.2 (近似平面)

ur3 (r ∈ {S,C}) が与えられたとき，次を満たす (αr, βr, δr) を求めよ．

min
(αr,βr,δr)∈R3

{
fU (αr, βr, δr) =

∫
ΓU0

(ur3 − wr (αr, βr, δr))
2 dγ

}

問題 7.2 の解 (αr, βr, δr) は積分式で得られる．
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形状最適化問題

安定性とクッション性を表す評価関数:

fS (uS) = αS (uS) ,

fC (uC) = δC (uC)− δI

問題 7.3 (形状最適化)

次を満たす Ω (ϕ) を求めよ．

min
ϕ∈Dϕ

{
fS (uS) | fC (uC) = 0,

(ur, pr) ∈ Sϕ ×Qϕ (r ∈ {S,C}): 問題 7.1 の解,
(αr (ur) , βr (ur) , δr (ur)) : 問題 7.2 の解 }
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最適化されたソール形状

(a) 全体形状 (b) 硬質材
図 7.4: 最適化されたソール形状 [3]

GEL-KAYANO LITE 2 (ASICS)
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§7.2 嚥下における筋活動の同定 (A. et al. [2])

Movie

図 7.5: 嚥下運動のシミュレーション [菊地貴博 (武蔵野赤十字病院) 提供]
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次の目標

従来の研究では，器官の運動は観測結果に合わせて人工的に与えられていた．

▼

器官の形状変化を引き起こす
筋活動を数理モデルに基づいて理論的に同定したい．

131 / 142



筋活動のモデリング

(a) 舌の変形 (b) 筋活動 (c) 筋活動の大きさ
図 7.6: 筋活動 (収縮応力) のモデリング

反力が最小になるような θ ∈ Dθ を求める．
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変位 u の関数空間: :

Uθ =
{
u ∈ H1

(
Ω0;Rd

) ∣∣ u = 0Rd on ΓD0

}
,

Sθ = Uθ ∩ C0,1
(
Ω̄0;Rd

)
右 Cauchy-Green 変形テンソル: :

C (u) = F⊤ (u)F (u) where F (u) = I +
(
∇u⊤)⊤

第 2 Piola-Kirchhoff 応力: 弾性ポテンシャル p (C (u)) に対して

S (θ,u) = 2
∂p (C (u))

∂C (u)
− aMϕS (θ) t⊗ t = SP (u) + SM (θ)

本研究では，圧縮性 neo-Hooke 則が使われた．
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状態決定問題

第 1 Piola–Kirchhoff 応力: Π (θ,u) = F (u)S (θ,u)

問題 7.4 (uD と θ による超弾性有限変形問題)

uD ∈ C0,1
(
Ω̄0;Rd

) と θ ∈ D が与えられたとき，

−∇⊤Π⊤ (θ,u) = 0⊤
Rd in Ω0,

u = uD on ∂Ω0

を満たす u ∈ Sθ を求めよ．
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筋活動同定問題

uD に対する反力の L2 ノルムの 2乗

f0 (u, α) =

∫
∂Ω0

{ν · (Π (θ,u)ν)− α}2 dγ

α ∈ R は体積変化による静水圧を除くための変数とする．
問題 7.5 (筋活動同定問題)

次を満たす θ を求めよ．

min
θ∈Dθ

{
f0 (u, α)

∣∣ u− ũD ∈ Sθ: 問題 7.4 の解, α ∈ R
}
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数値例

図 7.7: 舌の有限要素モデル

• 有限要素: 4面体２次
• 節点数/要素数: 10564 /

59701

• ヤング率：20 kPa

• ポアソン比：0.45

• 最大筋収縮応力 aM：6.5 kPa

• θ の初期値: −3
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同定された筋活動

(a) Frame 36 (b) Frame 38

図 7.8: 舌の変形 図 7.9: 筋活動
aMϕ (θ) t = −SM (θopt) t

(νP = 0, Frame 36-38)
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8. おわりに



おわりに

本講義では，偏微分方程式の境界値問題が等式制約として課されたときの最
適化問題の構成法と解法，さらには応用について考えてきた．

1. 領域の変動を表す関数を設計変数に選べば，領域変動型の形状最適化問
題となる．偏微分方程式の係数関数として密度を表す関数を設計変数に
選べば，密度変動型の位相最適化問題となる．

2. それらの問題の構成法や解法は関数空間上で考えることができる．
• 勾配法は Hilbert 空間 X 上で定義される．設計変数が入る X に対して，
勾配はその双対空間 X ′ の要素として定義される．勾配法は写像 X ′ → X

を求める問題となる．
• その際，関数の正則性に関する条件が課される．
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3. 偏微分方程式の制約つき最適化問題の実問題への応用例を示した．
• スポーツシューズのソール形状を最適化する問題を領域変動型問題を応用
して構成した．

• 嚥下における舌内部の筋活動を求める問題を密度変動型問題を応用して構
成した．この問題における設計変数は，もはや領域の形状や位相ではない，
現象を制御する変数となっている．
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