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本講義の⽬的

q不動点とは何か︖
q不動点を⾒つけるとなぜ嬉しいのか︖
という素朴な問に対する回答例の提⽰

n講義 1: ヒルベルト空間、便利な不等式
n講義 2: 不動点, ⾮拡⼤写像, 最適化
n講義 3: 不動点近似法
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不動点理論を学んで良かったこと

q⾼橋先⽣の教え: 数学の問題を⾼い⽴場で捉える
q最適化や⼯学 (機械学習) の研究者と異なる視点
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最適化

不動点問題

均衡問題
深層学習に
現れる

非凸最適化
や均衡問題



講義１

q有限次元ユークリッド空間
とヒルベルト空間

qよく使う不等式・等式
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３次元ユークリッド空間 ヒルベルト空間
<latexit sha1_base64="A4EZRzZgRrxrc56SGLvxNyPp4sA="></latexit>

R3
<latexit sha1_base64="eQeP6+Orkd7qFOUndHRPlHB0eqc="></latexit>

H : 集合

和：

スカラー倍：

を定義すると、性質①から⑧を満たす。

<latexit sha1_base64="hK6NMpA9gfe7ze8ZX43cNjlKw0w="></latexit>

x+ y 2 R3

<latexit sha1_base64="ZiBI8HfOf1eznCSCmS2XntwQlR4="></latexit>

↵x 2 R3

<latexit sha1_base64="3w2WFe8m978PhebcyMeYQlzAcMs="></latexit>

(I) x, y 2 R3,↵ 2 R,
和：

スカラー倍：

を定義して、性質①から⑧を満たす
とする。

<latexit sha1_base64="vgJQ8Ie6tYloMzZXlGbQ1ULJHQg="></latexit>

x+ y 2 H

<latexit sha1_base64="k09rovrkmyHjIEw4WwUAOZWK7vA="></latexit>

↵x 2 H

<latexit sha1_base64="A4EZRzZgRrxrc56SGLvxNyPp4sA="></latexit>

R3 : ベクトル空間
<latexit sha1_base64="eQeP6+Orkd7qFOUndHRPlHB0eqc="></latexit>

H : 線形空間

<latexit sha1_base64="KEXLzJxzgakGJypUgWVs+iKqowc="></latexit> 2 <latexit sha1_base64="KEXLzJxzgakGJypUgWVs+iKqowc="></latexit> 2

<latexit sha1_base64="L9Gy2YbShKizzyo8amkjBe1omKM="></latexit>x <latexit sha1_base64="L9Gy2YbShKizzyo8amkjBe1omKM="></latexit>x: ベクトル : ベクトル

<latexit sha1_base64="1PRgE3bMnHhfmdNvSl/3m6MW9Dg="></latexit>

(I) x, y 2 H,↵ 2 R,

<latexit sha1_base64="zl2VnunAW3rsyyX0VZkkyUUibpU="></latexit>

x = (a1, a2, a3), y = (b1, b2, b3)

x+ y := (a1 + b1, a2 + b2, a3 + b3),

↵x := (↵a1,↵a2,↵a3)



①

②

③

④

⑤

⑥

⑦

⑧

<latexit sha1_base64="PdmJ6CnKlMxE5ypu/kSYjDInDcw="></latexit>

x, y, z 2 R3,↵,� 2 R
<latexit sha1_base64="vFdFPTYGupV8e0LjzENf2qwWIgw="></latexit>

(x+ y) + z = x+ (y + z)
<latexit sha1_base64="OSNx5XaYd9/Um4cXT4d6bKF/pNA="></latexit>

x+ y = y + x
<latexit sha1_base64="GYmdtKEO1nQiTVKDNcUfccvjO4s="></latexit>

x+ 0 = x
<latexit sha1_base64="OD39wqCtQ7yPR3u3CIYdFelLH8g="></latexit>

0 = (0, 0, 0)
<latexit sha1_base64="SgTNqX9cLMgCzo983dMMQDTaI+o="></latexit>

x+ (�x) = 0
<latexit sha1_base64="0+J99Ge2ApnDAYKPAPt9EUNxMl0="></latexit>

�x = (�a1,�a2,�a3)
<latexit sha1_base64="Rddc/Rt58F1W/2irCytZTh0jYlU="></latexit>

(↵�)x = ↵(�x)
<latexit sha1_base64="ZINoioH2N4+hSzT2+gF4HhS5clM="></latexit>

1x = x
<latexit sha1_base64="cLGLW+aFEN9wZMh8o8Xvna5U9u0="></latexit>

↵(x+ y) = ↵x+ ↵y
<latexit sha1_base64="HtcjJkwZK68aSVvKHWp+bo5QVIw="></latexit>

(↵+ �)x = ↵x+ �x

<latexit sha1_base64="k+iNdlPH7qQFEY7gWYgH2nOTEXY="></latexit>

x = (a1, a2, a3)



３次元ユークリッド空間 ヒルベルト空間
<latexit sha1_base64="A4EZRzZgRrxrc56SGLvxNyPp4sA="></latexit>

R3
<latexit sha1_base64="eQeP6+Orkd7qFOUndHRPlHB0eqc="></latexit>

H : 集合
和・スカラー倍を定義すると、

性質①から⑧を満たす。

内積

を定義すると、性質①から④を満たす。

①
②
③
④

ノルム
を定義すると、性質①から③を満たす。
①
②
③

<latexit sha1_base64="MUFKaMlcnO9DvwUE4TDryxocwHc="></latexit>

(I)

<latexit sha1_base64="JJ0z7lDMaBlmerSZAzeeyPifyoo="></latexit>

(II)
<latexit sha1_base64="oV6TIhQiQWv0Xn4JUDX8blw5AWw="></latexit>

hx, yi := a1b1 + a2b2 + a3b3

<latexit sha1_base64="MUFKaMlcnO9DvwUE4TDryxocwHc="></latexit>

(I)和・スカラー倍を定義して、
性質①から⑧を満たすとする。

内積

を定義して、性質①から④を満たす
とする。

ノルム
を定義すると性質①から③を満たす。

<latexit sha1_base64="JJ0z7lDMaBlmerSZAzeeyPifyoo="></latexit>

(II)
<latexit sha1_base64="1vPLj3q0th1mBHqZzAjcVoFYHJ0="></latexit>

hx, yi 2 R

<latexit sha1_base64="tLqZ9qhWVZTBhgEaoJgT/A2LkH8="></latexit>

hx, xi � 0; hx, xi = 0 () x = 0
<latexit sha1_base64="Xqu2/m5hYNLZ8AVY13A70ZlLKzo="></latexit>

hx+ y, zi = hx, zi+ hy, zi
<latexit sha1_base64="HogNhvjJDcshYIUbqEJHiJnLsco="></latexit>

h↵x, yi = ↵hx, yi
<latexit sha1_base64="w61b1oSwqj3D1gUsAHcb2cSNy0o="></latexit>

hx, yi = hy, xi

Cauchy-Schwarz の不等式
<latexit sha1_base64="ZZk/WKRTaNpqoPv4J00HSlx2FTI="></latexit>

|hx, yi|  kxkkyk
<latexit sha1_base64="QGhALYIxX19v1BGuaCw87GktLeU="></latexit>

(III)
<latexit sha1_base64="OiMzl5pncR8ugMt8nYy5CMwo5Ls="></latexit>

kxk :=
p

hx, xi
<latexit sha1_base64="wpJ2SEzFXdT+p7LwUpiJBqDQd4w="></latexit>

kxk � 0; kxk = 0 () x = 0
<latexit sha1_base64="TZXK6pIYd6OYvki7wcKrXWyR5Rg="></latexit>

k↵xk = |↵|kxk
<latexit sha1_base64="bJQRPRHdW1nQ0VEQLLcLryaJWk4="></latexit>

kx+ yk  kxk+ kyk

: 内積空間
<latexit sha1_base64="eQeP6+Orkd7qFOUndHRPlHB0eqc="></latexit>

H

<latexit sha1_base64="QGhALYIxX19v1BGuaCw87GktLeU="></latexit>

(III)

<latexit sha1_base64="eQeP6+Orkd7qFOUndHRPlHB0eqc="></latexit>

H : ノルム空間

<latexit sha1_base64="OiMzl5pncR8ugMt8nYy5CMwo5Ls="></latexit>

kxk :=
p

hx, xi

<latexit sha1_base64="eQeP6+Orkd7qFOUndHRPlHB0eqc="></latexit>

H : 線形空間



Cauchy-Schwarz の不等式が成り⽴つことの証明

© Meiji University,All rights reserved. 

内積空間 H 上の任意の x, y に対して

よく使う等式: ２乗ノルム展開

<latexit sha1_base64="ZZk/WKRTaNpqoPv4J00HSlx2FTI="></latexit>

|hx, yi|  kxkkyk

<latexit sha1_base64="cAMuVYGuSrdr2t9tBySHrA41VhM="></latexit>*

<latexit sha1_base64="kXxJbDNg8gmICWZoXjlZ8wxI0XY="></latexit>

kx+ yk2 = kxk2 + 2hx, yi+ kyk2
<latexit sha1_base64="f2qg9yrUyDJpP/d6AH+B78c35ME="></latexit>

kx+ yk2 =

<latexit sha1_base64="zn6jb3t13sGzlzrrpNjELhXvUC8="></latexit>

kxk2 := hx, xi

<latexit sha1_base64="d/ZJ4okZtU8NtT+binmfs9X9cOk="></latexit>

hx+ y, x+ yi
②

④, ②

<latexit sha1_base64="LbwQ2+wqa9tkoxjHAD4PnSAK2Hg="></latexit>

= kxk2 + 2hx, yi+ kyk2
④

<latexit sha1_base64="Xqu2/m5hYNLZ8AVY13A70ZlLKzo="></latexit>

hx+ y, zi = hx, zi+ hy, zi

<latexit sha1_base64="w61b1oSwqj3D1gUsAHcb2cSNy0o="></latexit>

hx, yi = hy, xi

②

④

<latexit sha1_base64="yizya08n7gzf7F5s+lThqvP5Wyo="></latexit>

= hx, x+ yi+ hy, x+ yi
<latexit sha1_base64="FXbCloq59K4L3+1qKyJu0DoifJM="></latexit>

= hx, xi+ hy, xi+ hx, yi+ hy, yi



Cauchy-Schwarz の不等式が成り⽴つことの証明
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内積空間 H 上の任意の x, y に対して
<latexit sha1_base64="ZZk/WKRTaNpqoPv4J00HSlx2FTI="></latexit>

|hx, yi|  kxkkyk
<latexit sha1_base64="cAMuVYGuSrdr2t9tBySHrA41VhM="></latexit>*

<latexit sha1_base64="zn6jb3t13sGzlzrrpNjELhXvUC8="></latexit>

kxk2 := hx, xi
<latexit sha1_base64="Gt2qSNJgT31E3LVjWJ5CZXj7jl4="></latexit>

t 2 R
<latexit sha1_base64="M8xyhMqUTyDDEymDe+Qt6yWlSkE="></latexit>

ktx+ yk2 = ktxk2 + 2htx, yi+ kyk2
<latexit sha1_base64="RKSFrTgdXPI4R5rsM2zv6WfWxts="></latexit>

= t2kxk2 + 2thx, yi+ kyk2
③, ④

<latexit sha1_base64="aD1FET0JH4rqepTr4SFGFLnEHFU="></latexit>

ktxk2 = htx, txi = thx, txi
= thtx, xi = t2hx, xi = t2kxk2

③:

④: ③

<latexit sha1_base64="OhvT5isDJ1vyHVc0EOESX/+s/Ws="></latexit>

0 
①

<latexit sha1_base64="HogNhvjJDcshYIUbqEJHiJnLsco="></latexit>

h↵x, yi = ↵hx, yi

<latexit sha1_base64="w61b1oSwqj3D1gUsAHcb2cSNy0o="></latexit>

hx, yi = hy, xi



Cauchy-Schwarz の不等式が成り⽴つことの証明
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内積空間 H 上の任意の x, y に対して
<latexit sha1_base64="ZZk/WKRTaNpqoPv4J00HSlx2FTI="></latexit>

|hx, yi|  kxkkyk
<latexit sha1_base64="cAMuVYGuSrdr2t9tBySHrA41VhM="></latexit>*

<latexit sha1_base64="zn6jb3t13sGzlzrrpNjELhXvUC8="></latexit>

kxk2 := hx, xi
<latexit sha1_base64="Gt2qSNJgT31E3LVjWJ5CZXj7jl4="></latexit>

t 2 R
<latexit sha1_base64="nxwVnqcOyjeF2xeiymLCC7UtGlk="></latexit>

0  t2kxk2 + 2thx, yi+ kyk2
<latexit sha1_base64="0TdiFQX3POW9cKdTUPNGWs/tZ2Q="></latexit>

D = hx, yi2 � kxk2kyk2  0
<latexit sha1_base64="hLiAYxAKsioShtNmEv3t6yIOyxc="></latexit>

) hx, yi2  kxk2kyk2
<latexit sha1_base64="fwAO4CZBJhr3a97obFOv4hOO3Fc="></latexit>

) |hx, yi|  kxkkyk

演習問題：Cauchy-Schwarz ⇒三角不等式



３次元ユークリッド空間 ヒルベルト空間
<latexit sha1_base64="A4EZRzZgRrxrc56SGLvxNyPp4sA="></latexit>

R3
<latexit sha1_base64="eQeP6+Orkd7qFOUndHRPlHB0eqc="></latexit>

H : 集合
和・スカラー倍を定義すると、

性質①から⑧を満たす。

内積

を定義すると、性質①から④を満たす。

ノルム

を定義すると、性質①から③を満たす。

定理（参考文献57頁; （C1））：

<latexit sha1_base64="MUFKaMlcnO9DvwUE4TDryxocwHc="></latexit>

(I)

<latexit sha1_base64="JJ0z7lDMaBlmerSZAzeeyPifyoo="></latexit>

(II)
<latexit sha1_base64="oV6TIhQiQWv0Xn4JUDX8blw5AWw="></latexit>

hx, yi := a1b1 + a2b2 + a3b3

<latexit sha1_base64="MUFKaMlcnO9DvwUE4TDryxocwHc="></latexit>

(I) 和・スカラー倍を定義して、
性質①から⑧を満たすとする。

内積

を定義して、性質①から④を満たすとする。

ノルム

を定義すると性質①から③を満たす。

以下を満たすとする：

<latexit sha1_base64="JJ0z7lDMaBlmerSZAzeeyPifyoo="></latexit>

(II)
<latexit sha1_base64="1vPLj3q0th1mBHqZzAjcVoFYHJ0="></latexit>

hx, yi 2 R

<latexit sha1_base64="QGhALYIxX19v1BGuaCw87GktLeU="></latexit>

(III)
<latexit sha1_base64="OiMzl5pncR8ugMt8nYy5CMwo5Ls="></latexit>

kxk :=
p

hx, xi

<latexit sha1_base64="QGhALYIxX19v1BGuaCw87GktLeU="></latexit>

(III)
<latexit sha1_base64="OiMzl5pncR8ugMt8nYy5CMwo5Ls="></latexit>

kxk :=
p

hx, xi

<latexit sha1_base64="WNZT/CAWfnmLiCTP1ZEezthUtsQ="></latexit>

(xn) ⇢ R3 : bounded
<latexit sha1_base64="sqzAs6mbBKBM+mbxJBOomN5CNkg="></latexit>

=) 9(xni) ⇢ (xn) : xni ! x 2 R3

<latexit sha1_base64="MkzWKPxnci3V559hURA/4RZxccA="></latexit>

(IV)
<latexit sha1_base64="HeYSNQl4XGs/qodRalsh5RBaRws="></latexit>

(xn) ⇢ H : bounded
<latexit sha1_base64="K26MqDNU/Yk5v0DceDAtgaXydr4="></latexit>

=) 9(xni) ⇢ (xn) : xni * x 2 H
<latexit sha1_base64="eQeP6+Orkd7qFOUndHRPlHB0eqc="></latexit>

H : ヒルベルト空間



ヒルベルト空間
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H: 内積空間 【※ (I), (II) を満たす空間】
H: ヒルベルト空間

（IV）H 上の有界な点列が弱収束する部分
列をもつ。

<latexit sha1_base64="2davGnKYefrTIjmWCyMdKOQFBd8="></latexit>()
def

<latexit sha1_base64="KbcONvH8LaXKlp5B4K2t4XwuDnU="></latexit>

9(xni) ⇢ (xn) : xni*x 2 H
<latexit sha1_base64="2davGnKYefrTIjmWCyMdKOQFBd8="></latexit>

(
)d
ef

<latexit sha1_base64="GHOa1l5v4V3emwO8yBM8deISuxU="></latexit>

8y 2 H, hxni , yi ! hx, yi

内積の意味で強収束する



よく⾒るヒルベルト空間の定義との関係

© Meiji University,All rights reserved. 

H: 内積空間 【※ (I), (II) を満たす空間】
H: ヒルベルト空間

H 上の有界な点列が弱収束する部分列をもつ

H: 完備（complete）※ 参考⽂献99⾴

<latexit sha1_base64="2davGnKYefrTIjmWCyMdKOQFBd8="></latexit>()
def

<latexit sha1_base64="yu4FVW7qWhlrO+RcOs2rZhMSvWU="></latexit>()



強収束と弱収束

q強収束（ノルムの意味で収束する）

q弱収束（内積の意味で収束する）

© Meiji University,All rights reserved. 

<latexit sha1_base64="cSUal2uaST0y9g3QDuFCkohQcOI="></latexit>

xn ! x ()
def

lim
n!1

kxn � xk = 0

<latexit sha1_base64="PnfI2vKnc/bH1qBBrgKuRvb2/aI="></latexit>

xn * x ()
def

8y 2 H, lim
n!1

hxn, yi = hx, yi

<latexit sha1_base64="GHz5B3ggi9hzl8q8f7EywkcdRnI="></latexit>

() 8y 2 H, lim
n!1

|hxn, yi � hx, yi| <latexit sha1_base64="ghUzy0tlVw+oJCutf1oucp1ycTE="></latexit>

= 0



強収束 ⇒ 弱収束
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<latexit sha1_base64="F74HIqbTca5aVN872G7WESwuUm8="></latexit>

xn ! x =) xn * x
<latexit sha1_base64="Pd+Qi/z3mxUC7lK3GRdLFXHt/Hk="></latexit>

lim
n!1

kxn � xk = 0 =) lim
n!1

|hxn, yi � hx, yi| = 0

i.e., 

<latexit sha1_base64="cAMuVYGuSrdr2t9tBySHrA41VhM="></latexit>* <latexit sha1_base64="cfA/f+Vtb1ZJCaMB2a1mFt6/08s="></latexit>

8y 2 H,
<latexit sha1_base64="8LMRgSB9LgJG6UjHKUZzLRisHSs="></latexit>

|hxn, yi � hx, yi|
<latexit sha1_base64="JuBAKcyZcAdq2HAFV9mMdX8yVJE="></latexit>

= |hxn � x, yi|
③, ②

Cauchy-Schwarz
<latexit sha1_base64="HOFBuOKo1S85hj3YGOQVstPpwfE="></latexit>

 kxn � xkkyk
<latexit sha1_base64="3NCQ1WviPReVlMvT1uqtMAFodRA="></latexit>! 0

<latexit sha1_base64="Xqu2/m5hYNLZ8AVY13A70ZlLKzo="></latexit>

hx+ y, zi = hx, zi+ hy, zi
②

③
<latexit sha1_base64="HogNhvjJDcshYIUbqEJHiJnLsco="></latexit>

h↵x, yi = ↵hx, yi



３次元ユークリッド空間 ヒルベルト空間
<latexit sha1_base64="A4EZRzZgRrxrc56SGLvxNyPp4sA="></latexit>

R3
<latexit sha1_base64="eQeP6+Orkd7qFOUndHRPlHB0eqc="></latexit>

H : 集合
和・スカラー倍を定義すると、

性質①から⑧を満たす。

内積

を定義すると、性質①から④を満たす。

ノルム

を定義すると、性質①から③を満たす。

定理：

<latexit sha1_base64="MUFKaMlcnO9DvwUE4TDryxocwHc="></latexit>

(I)

<latexit sha1_base64="JJ0z7lDMaBlmerSZAzeeyPifyoo="></latexit>

(II)
<latexit sha1_base64="oV6TIhQiQWv0Xn4JUDX8blw5AWw="></latexit>

hx, yi := a1b1 + a2b2 + a3b3

<latexit sha1_base64="MUFKaMlcnO9DvwUE4TDryxocwHc="></latexit>

(I) 和・スカラー倍を定義して、
性質①から⑧を満たすとする。

内積

を定義して、性質①から④を満たすとする。

ノルム

を定義すると性質①から③を満たす。

以下を満たすとする：

<latexit sha1_base64="JJ0z7lDMaBlmerSZAzeeyPifyoo="></latexit>

(II)
<latexit sha1_base64="1vPLj3q0th1mBHqZzAjcVoFYHJ0="></latexit>

hx, yi 2 R

<latexit sha1_base64="QGhALYIxX19v1BGuaCw87GktLeU="></latexit>

(III)
<latexit sha1_base64="OiMzl5pncR8ugMt8nYy5CMwo5Ls="></latexit>

kxk :=
p

hx, xi

<latexit sha1_base64="QGhALYIxX19v1BGuaCw87GktLeU="></latexit>

(III)
<latexit sha1_base64="OiMzl5pncR8ugMt8nYy5CMwo5Ls="></latexit>

kxk :=
p

hx, xi

<latexit sha1_base64="WNZT/CAWfnmLiCTP1ZEezthUtsQ="></latexit>

(xn) ⇢ R3 : bounded
<latexit sha1_base64="sqzAs6mbBKBM+mbxJBOomN5CNkg="></latexit>

=) 9(xni) ⇢ (xn) : xni ! x 2 R3

<latexit sha1_base64="MkzWKPxnci3V559hURA/4RZxccA="></latexit>

(IV)
<latexit sha1_base64="HeYSNQl4XGs/qodRalsh5RBaRws="></latexit>

(xn) ⇢ H : bounded
<latexit sha1_base64="K26MqDNU/Yk5v0DceDAtgaXydr4="></latexit>

=) 9(xni) ⇢ (xn) : xni * x 2 H
<latexit sha1_base64="eQeP6+Orkd7qFOUndHRPlHB0eqc="></latexit>

H : ヒルベルト空間



ヒルベルト空間の例（有限次元ユークリッド空間）

q有限次元ユークリッド空間
q有限次元ユークリッド空間では

強収束 ⇔ 弱収束
m強収束 ⇒ 弱収束（証明済）
m弱収束 ⇒ 強収束（演習問題）
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ヒルベルト空間の例（l2 空間）

q２乗総和可能な数列全体からなる空間

© Meiji University,All rights reserved. 

<latexit sha1_base64="lvC6OV7ulCcTiTxyhCvQvDeORIs="></latexit>

`2 :=

(
x = (xi)

1
i=1 :

1X

i=1

|xi|2 < 1
)

<latexit sha1_base64="Rjx3PViwmaZWAOWLrMEON878Nsk="></latexit>

x, y 2 `2,
<latexit sha1_base64="2KKmDl+u89H+vMG5d5Jj1sG+o1c="></latexit>

x+ y := (x1 + y1, x2 + y2, . . .)
<latexit sha1_base64="NIjUfFdHhAzOl75P7HdTleQOT/g=">AAACj3ichVG7SgNBFD2urxgfSbQRbMSgaBNmgxixkKCN6TQxJpCI7K6jLtkXu5NAXPIDfoAWFj7AQvwAP8DGH7DwE8RSwcbCm82CqKh3mJkzZ+65M4erOobuCcYeu6Tunt6+/shAdHBoeCQWT4xueXbd1XhRsw3bLauKxw3d4kWhC4OXHZcrpmrwklpbbd+XGtz1dNvaFE2Hb5vKvqXv6ZoiiKpWTUUcuKY/m5tr7cSTLMWCmP wJ5BAkEca6Hb9FFbuwoaEOExwWBGEDCjwaFchgcIjbhk+cS0gP7jlaiJK2TlmcMhRia7Tu06kSshad2zW9QK3RKwZNl5STmGYP7Jq9sHt2w57Y+6+1/KBG+y9N2tWOljs7saPxwtu/KpN2gYNP1R8KlbL/9iSwh8XAi07enIBpu9Q69RuHJy+Fpfy0P8Mu2TP5u2CP7I4cWo1X7WqD508RpQbJ39vxE2ylU/JCKr0xn8yuhK2KYAJTmKV+ZJDFGtZRpHcdHOMM51JCykjLUraTKnWFmjF8CSn3AftrlGM=</latexit>

(I)
<latexit sha1_base64="bs9VQnXj47g3qeoPiYiLVQ8vOWg="></latexit>

↵x := (↵x1,↵x2, . . .)
<latexit sha1_base64="Plvabxw3tCGsmfDJIZE6Y8aOXew="></latexit>

(II)

<latexit sha1_base64="hDV+xNS8yaSpb63koexw8q2oEfo="></latexit>

hx, yi :=
1X

i=1

xiyi
<latexit sha1_base64="kiIWPLXXtXpqC0/ZeT9EN/6tGP4="></latexit>

(III)
<latexit sha1_base64="yYEOxKSv1CpvRPA/6oTcSYm92Ko="></latexit>

kxk :=
p

hx, xi
例題2.3



不動点近似法の証明でよく使う不等式・等式

qCauchy-Schwarz の不等式（証明済）

q三⾓不等式（演習問題）

q２乗ノルム展開（証明済）

q平⾏四辺形公式（２乗ノルム展開から）

© Meiji University,All rights reserved. 

<latexit sha1_base64="ZZk/WKRTaNpqoPv4J00HSlx2FTI="></latexit>

|hx, yi|  kxkkyk
<latexit sha1_base64="bJQRPRHdW1nQ0VEQLLcLryaJWk4="></latexit>

kx+ yk  kxk+ kyk

<latexit sha1_base64="HNHwOLgY0aRbrBDUr/jr8g5aOIM="></latexit>

kx± yk2 = kxk2 ± 2hx, yi+ kyk2

<latexit sha1_base64="qnLannlG55+YPyLNhDjJSGeP/ko="></latexit>

kx+ yk2 + kx� yk2 = 2kxk2 + 2kyk2



不動点近似法の証明でよく使う不等式・等式

qCauchy-Schwarz の不等式（証明済）

q三⾓不等式（演習問題）

q２乗ノルム展開（証明済）

q本当によく使う等式

© Meiji University,All rights reserved. 

<latexit sha1_base64="ZZk/WKRTaNpqoPv4J00HSlx2FTI="></latexit>

|hx, yi|  kxkkyk
<latexit sha1_base64="bJQRPRHdW1nQ0VEQLLcLryaJWk4="></latexit>

kx+ yk  kxk+ kyk

<latexit sha1_base64="HNHwOLgY0aRbrBDUr/jr8g5aOIM="></latexit>

kx± yk2 = kxk2 ± 2hx, yi+ kyk2

<latexit sha1_base64="55YyNATWrMgCT92gEyAYcVU4TJc="></latexit>

k↵x+ (1� ↵)yk2

= ↵kxk2 + (1� ↵)kyk2 � ↵(1� ↵)kx� yk2

<latexit sha1_base64="84qV56UOP8KiztscpF/XJLMyW0Y="></latexit>

↵ 2 R



本当によく使う等式の証明
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<latexit sha1_base64="zfExNPh03X9+78aGEP2rb7QCLOY="></latexit>

k↵x+ (1� ↵)yk2

= k↵xk2 + k(1� ↵)yk2 + 2h↵x, (1� ↵)yi
= ↵2kxk2 + (1� ↵)2kyk2 + 2↵(1� ↵)hx, yi

<latexit sha1_base64="Ec35nrFqjZgt2JtGSCgqn3FqWd8="></latexit>

kx� yk2 = kxk2 � 2hx, yi+ kyk2
<latexit sha1_base64="+hYg2qtEhxG/zDouNf8ultjz5fs="></latexit>

2hx, yi = kxk2 + kyk2 � kx� yk2
<latexit sha1_base64="55YyNATWrMgCT92gEyAYcVU4TJc="></latexit>

k↵x+ (1� ↵)yk2

= ↵kxk2 + (1� ↵)kyk2 � ↵(1� ↵)kx� yk2



ヒルベルト空間上の近似法の収束解析の流れ

①近似法で⽣成される点列が有界である
ことを⽰す（よく使う不等式・等式）

②弱収束する部分列が存在する（ヒルベ
ルト空間の定義）

③弱収束先が解になることを⽰す（オピア
ルの定理）

④全体点列の弱収束先も解になることを
⽰す（オピアルの定理）
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オピアル (Opial) の定理
H: ヒルベルト空間

※証明で使⽤する事実: 
①弱収束する点列は有界 (参考⽂献: 定理5.4.3)
②ε-n 論法
③下極限の性質 (参考⽂献: 1.4 章)
参考⽂献: 定理5.4.4（111⾴）※付録
© Meiji University,All rights reserved. 

<latexit sha1_base64="wWQnBLKJsoTtZ7HV8mW8B+P2Hk4="></latexit>

xn * x, x 6= y
<latexit sha1_base64="QLB75jVKxroUvV6BoJy2FaZXyP4=">AAADbHicpVLNThRBEP52BxQQZREPJsRkwwbCadOrRo0nohcOHvhxgQTIZmZohg4z3ZOe3l1hsy/gC3iQCyaYEB6Diy/ggUcwJl4w8cKB6t4xRIlIQk9mqvrr+qr6q6kgjUVmGDspFL2+/lu3BwaH7gzfvTdSGr2/lKmmDnk9VLHSK4Gf8VhIXjfCxHwl1dxPgpgvB9uv7flyi+tMKPnW7KR8PfEjKTZF6BuCGqXS2hslIy2iLe NrrdrlRqnCqsyt8mWnljsV5GtOjRYmsIYNKIRoIgGHhCE/ho+MnlXUwJASto4OYZo84c45uhgibpOiOEX4hG7TN6Ldao5K2tucmWOHVCWmVxOzjEn2lR2yU/aFHbFv7OyfuTouh73LDtmgx+VpY+T9w8Vf/2UlZA22LlhXMAKKvlqTwSZeOC2CtKUOsSrDXv7W7ofTxZcLk50p9ol9J3377IQdk0LZ+hkezPOFjy67JE7bdSNx95PU/w7htruRQ95RPosoqsEJtRps3373s031raqYbOL8LP87F/zutWpZHTep1eN3ae5qf0/ZZWfpcbX2rPpk/mll5lU+gQMYxwSmacqeYwazmEOdbtvCHg7wufjDe+CNe496ocVCzhnDH8ubOgeO58NF</latexit>

=)
<latexit sha1_base64="Ubs2RjPVtH0iQXgjgrSlmlCfdNo="></latexit>

lim
n!1

kxn � xk < lim
n!1

kxn � yk



ここまでのまとめ

qヒルベルト空間
m有界な点列が弱収束する部分列をも
つ内積空間（完備な内積空間）

m有限次元ユークリッド空間、l2 空間
qヒルベルト空間上で成り⽴つ便利な不等

式・等式
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講義２

q不動点
q⾮拡⼤写像
q⾮拡⼤写像の不動点
q例
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不動点とは︖
<latexit sha1_base64="s/1umOOw1nU9yZo9oGeZ6MUnfbI="></latexit>

T : H ! H

© Meiji University,All rights reserved. 

<latexit sha1_base64="w8YHX7wUbMLVvpugWc50WH0vhno="></latexit>x
<latexit sha1_base64="3LV1Y1Irg7lt1KdfetONWBKWpgY="></latexit>

T (x)

<latexit sha1_base64="hhqqn11Hmuu8x+TWkUgiY51+Z7s="></latexit>

T

<latexit sha1_base64="0ERGoByYyhxfffAEGkW5/pL4sAk="></latexit> 2 <latexit sha1_base64="0ERGoByYyhxfffAEGkW5/pL4sAk="></latexit> 2

<latexit sha1_base64="UfJKjhJLDc7BCUqhsi2keRAem2Y="></latexit>x
<latexit sha1_base64="InuC7dH+q9VLHwVzxIiQDeqeQ0A="></latexit>

T (x)
<latexit sha1_base64="etCBG3A0ucjEaFTt1XrsApJ1gLw="></latexit>7!



不動点とは︖
<latexit sha1_base64="s/1umOOw1nU9yZo9oGeZ6MUnfbI="></latexit>

T : H ! H
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<latexit sha1_base64="jhN5SX55jZo10vPfcoFHO1jeuOo="></latexit>

T (x) <latexit sha1_base64="20fg71Bcphv8Z/6+vko0agGh+Bc="></latexit>= x

<latexit sha1_base64="w8YHX7wUbMLVvpugWc50WH0vhno="></latexit>x

<latexit sha1_base64="hhqqn11Hmuu8x+TWkUgiY51+Z7s="></latexit>

T

<latexit sha1_base64="14JMhrNlfaqrK+3j+Jj+DIK7G0s="></latexit>

= T (x)

T を作用させても
動かない点のこと

Tの不動点



不動点とは︖
<latexit sha1_base64="s/1umOOw1nU9yZo9oGeZ6MUnfbI="></latexit>

T : H ! H
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<latexit sha1_base64="jhN5SX55jZo10vPfcoFHO1jeuOo="></latexit>

T (x) <latexit sha1_base64="20fg71Bcphv8Z/6+vko0agGh+Bc="></latexit>= x
T を作用させても
動かない点のこと

Tの不動点

Tの不動点集合
<latexit sha1_base64="CHSttsxqbh8UDh2lDSqYzO0lrCk="></latexit>

Fix(T ) := {x 2 H : T (x) = x}



⾊々な不動点の存在（不動点定理）

Dr. L.E.J. Brouwer
（1881--1966）

コンパクト凸集合上の
連続写像は不動点をもつ
（1909）



⾊々な不動点の存在（不動点定理）

Dr. Stefan Banach
（1892--1945）

完備距離空間上の縮小写像
の不動点は一意に存在する
(1922)

縮小写像 Tの不動点
に収束する

<latexit sha1_base64="Sna03fpE5y6sRu3kJ/dr3kNHbmc="></latexit>

xn+1 = T (xn)
<latexit sha1_base64="Hj4er484+DmlueT31qa9QhFPcHY="></latexit>

xn ! x?



⾊々な不動点の存在（不動点定理）

角谷静夫先生
[Dr. Shizuo Kakutani]
（1911--2004）

位相空間上のある集合値写像には不動点が
存在する （Nash均衡の存在が言える）（1941）



⾊々な不動点の存在（不動点定理）

高橋渉先生
[Dr. Wataru Takahashi]
（1944--2020）

非拡大写像（半群）の

不動点の存在性を明らか
にした



⾮拡⼤写像
H: ヒルベルト空間
T: H → H, ⾮拡⼤（nonexpansive）
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<latexit sha1_base64="2davGnKYefrTIjmWCyMdKOQFBd8="></latexit>()
def

<latexit sha1_base64="A5/R15ZWiW4qFYZ7CjrPvApl4EM="></latexit>

8x, y 2 H,

kT (x)� T (y)k  kx� yk



⾮拡⼤写像と例
H: ヒルベルト空間
T: H → H, ⾮拡⼤（nonexpansive）

n⾮拡⼤写像ー不動点集合
n例1: 射影ー射影先
n例2: 射影の積ー射影先の共通部分
n例3: 最急降下ー凸最適解の集合
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<latexit sha1_base64="2davGnKYefrTIjmWCyMdKOQFBd8="></latexit>()
def

<latexit sha1_base64="A5/R15ZWiW4qFYZ7CjrPvApl4EM="></latexit>

8x, y 2 H,

kT (x)� T (y)k  kx� yk



例1: 射影（Projection, Projector）
H: ヒルベルト空間
C: H の空でない閉凸集合
PC: H → C, 射影
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<latexit sha1_base64="2davGnKYefrTIjmWCyMdKOQFBd8="></latexit>()
def

<latexit sha1_base64="oYw2w4htScBfLsZfFNolC0les58="></latexit>

PC(x) 2 C, kPC(x)� xk = min
y2C

ky � xk

C

<latexit sha1_base64="XRKRUPekoa+kvxUMQi02iNTP/Ao="></latexit>

PC(x)

<latexit sha1_base64="DoAvqrJ+LK3qSWNm4GBvRihQlcs="></latexit>

x

<latexit sha1_base64="qu3o0HjGdzqXId+lHgqDObz6ZSI="></latexit>

y

<latexit sha1_base64="yq/uqZtTvOOhdLc3Ianjr7kew+U="></latexit>

<latexit sha1_base64="uJ53DmnvS8ONzvwIXB0q6mYSPvA="></latexit>

Fix(PC) =
<latexit sha1_base64="VWzVHejilljx+L4A5wV3K/90Ibw="></latexit>

C



例1: 射影（Projection, Projector）の性質

C: H の空でない閉凸集合
PC: H → C, 射影
1. 射影の不動点集合＝射影先

2. 射影と内積の関係

3. 射影は（堅）⾮拡⼤
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<latexit sha1_base64="U7udiu00p+ZKwthVheVs8dwAthU="></latexit>

Fix(PC) = C

<latexit sha1_base64="0EpgmOj3yCWwvAW7DT5Y9EoAeqg="></latexit>

kPC(x)� PC(y)k2  hx� y, PC(x)� PC(y)i

<latexit sha1_base64="y5A7D8BwfpFwW5648FJCaJ/xg5U="></latexit>

8x, y 2 H,

<latexit sha1_base64="2bT+8FyJsBKSHOchZNxII2Zhr5s="></latexit>

hx� PC(x), y � PC(x)i  0
<latexit sha1_base64="MqArKxGmHnVrK3F3hIrckh6tWLY="></latexit>

8y 2 C,



例1 性質 2. 
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<latexit sha1_base64="easzNvb3QZVS757zW5/nldhEoqg="></latexit>x

<latexit sha1_base64="YkFbmwQZw5jxxccHlu48/1Ml0iI="></latexit>

PC(x)

<latexit sha1_base64="ENo/EKPc+GbvAtmSNdi9XG5oPxE="></latexit>y

<latexit sha1_base64="2bT+8FyJsBKSHOchZNxII2Zhr5s="></latexit>

hx� PC(x), y � PC(x)i  0

参考文献
補助定理5.2.2（102頁）



例1 性質 3. の証明
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<latexit sha1_base64="y5A7D8BwfpFwW5648FJCaJ/xg5U="></latexit>

8x, y 2 H,
<latexit sha1_base64="0EpgmOj3yCWwvAW7DT5Y9EoAeqg="></latexit>

kPC(x)� PC(y)k2  hx� y, PC(x)� PC(y)i
<latexit sha1_base64="cAMuVYGuSrdr2t9tBySHrA41VhM="></latexit>*

<latexit sha1_base64="P73fXp/d+DZfq4EC1XEwKT9f9K0="></latexit>

hx� PC(x), PC(y)� PC(x)i  0

<latexit sha1_base64="h01EdXON/WFjV5xMT3D69my5tQ8="></latexit>

hy � PC(y), PC(x)� PC(y)i  0

<latexit sha1_base64="seloXbw+30P9k9Y5PZnPgRZKygo="></latexit>

8z 2 C,
<latexit sha1_base64="35rFHp4kiTO+zynyt0Qyfot4Pko="></latexit>

hx� PC(x), z � PC(x)i  0
<latexit sha1_base64="j3z6UXG9G7FzbNhIqGCdQf5i6Q0="></latexit>

hy � PC(y), z � PC(y)i  0

<latexit sha1_base64="MQgRZHR+1mjqADp7CjfURzR900g="></latexit>

hPC(x)� x, PC(x)� PC(y)i  0<latexit sha1_base64="79Fx02afTkh9bIQ/hTPkCBS4ppI=">AAADcHicpVLNThRBEK7d8QfxhwU5kHhwZYMxHja9hojxRPDiwQM/LpAA2cyMvUOHnu5JT++usNkX8AU8eFETD+hjePEFPPAIhhuYePHg171jiBLRxJ7MVPXX9VX1V1NRJkVuGTsolYNz5y9cHLk0evnK1WtjlfGJ1Vx3TMybsZbarEdhzqVQvGmFlXw9MzxMI8nXop1H7nyty00utHpqdzO+lYaJEm0RhxZQqzK5+USrRPK2NS LZtqExuldtVWqszvyqnnYahVOjYi3q8dI0bdIz0hRTh1LipMjClxRSjmeDGsQoA7ZFfWAGnvDnnAY0Cm4HURwRIdAdfBPsNgpUYe9y5p4do4rEa8Cs0gz7zPbZMfvEPrAv7Psfc/V9DneXXdhoyOVZa+zF1Mq3v7JSWEvbJ6wzGBGiz9ZkqU0PvBYBbZlHnMp4mL+79/J45eHyTP82e8sOoe8NO2AfoVB1v8bvlvjyK59dgdPz3Uj9/RT63wfuupt45DnyOUSjBgfqNLi+/exnD/WdKgmbej8v/s4Jf/BPtZyO/6k15A8wd43fp+y0s3qv3rhfn12arc0vFBM4Qjdomu5gyuZonh7TIjVx2z16Tfv0vnwUTAU3g1vD0HKp4FynX1Zw9wc4acUZ</latexit>()

例1 性質 2.



例1 性質 3. の証明
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<latexit sha1_base64="y5A7D8BwfpFwW5648FJCaJ/xg5U="></latexit>

8x, y 2 H,
<latexit sha1_base64="0EpgmOj3yCWwvAW7DT5Y9EoAeqg="></latexit>

kPC(x)� PC(y)k2  hx� y, PC(x)� PC(y)i
<latexit sha1_base64="cAMuVYGuSrdr2t9tBySHrA41VhM="></latexit>*

<latexit sha1_base64="h01EdXON/WFjV5xMT3D69my5tQ8="></latexit>

hy � PC(y), PC(x)� PC(y)i  0

<latexit sha1_base64="MQgRZHR+1mjqADp7CjfURzR900g="></latexit>

hPC(x)� x, PC(x)� PC(y)i  0

<latexit sha1_base64="fvTGtk+HRgsTOH6xh30UX7T8l8A="></latexit>

h(PC(x)� x) + (y � PC(y)), PC(x)� PC(y)i  0
<latexit sha1_base64="aMrSsraQz1Vej3Mmy+4iXIWG/6M="></latexit>

h(PC(x)� PC(y))� (x� y), PC(x)� PC(y)i  0
<latexit sha1_base64="MUUg/qjqBmpyvwOorypBG5h8C1g="></latexit>

hPC(x)� PC(y), PC(x)� PC(y)i � hx� y, PC(x)� PC(y)i  0
<latexit sha1_base64="eaEfBbP/1FlB5TdRXZq2+S8ZTrg="></latexit>

kPC(x)� PC(y)k2 � hx� y, PC(x)� PC(y)i  0

<latexit sha1_base64="e0oW1fPgxEmiIVLYULA5NLlM8YM="></latexit>

hx, zi+ hy, zi = hx+ y, zi



例1 性質3. 射影は堅⾮拡⼤ ⇒ ⾮拡⼤
q 射影は堅⾮拡⼤

q 射影は⾮拡⼤でもある
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<latexit sha1_base64="0EpgmOj3yCWwvAW7DT5Y9EoAeqg="></latexit>

kPC(x)� PC(y)k2  hx� y, PC(x)� PC(y)i

<latexit sha1_base64="0uc37U7wXCmI4CatHkt3haSUqGk="></latexit>

 kx� ykkPC(x)� PC(y)k
Cauchy-Schwarz

<latexit sha1_base64="EgVBN47ZmCEL5/Hjk9vOO6R1oGo="></latexit>

kPC(x)� PC(y)k  kx� yk
<latexit sha1_base64="5mj4zC1GyHvW7GIi4JYNrqF3ew4="></latexit>x

<latexit sha1_base64="1tb3JWuXhBiKHuhlP1a0FRd8F3c="></latexit>y
<latexit sha1_base64="4wDE46InEN0DgPo4Ik0EA6m8F5s="></latexit>

PC(y)

<latexit sha1_base64="ApRHi4w2cPH3tvnG166B89eU0/Q="></latexit>

PC(x)



閉球への射影

B(c, r) := {x 2 Rn : kx� ck  r}

<latexit sha1_base64="/ouuxmGJHSRTdWtNcx0OqmoSk2s="></latexit>

x

c

PB(x)



閉球への射影

B(c, r) := {x 2 Rn : kx� ck  r}

<latexit sha1_base64="/ouuxmGJHSRTdWtNcx0OqmoSk2s="></latexit>

x

c
0

= c+ (x� c)
r

kx� ck
PB(x)

PB(x)

kx� ck

r



閉球への射影

B(c, r) := {x 2 Rn : kx� ck  r}

<latexit sha1_base64="/ouuxmGJHSRTdWtNcx0OqmoSk2s="></latexit>

x

c

PB(x)

PB(x) =

8
<

:
c+

r

kx� ck (x� c) (x /2 B)

x (x 2 B)



半空間への射影
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<latexit sha1_base64="8jBjykcXcdmvc2DjXwsMq9IgD78="></latexit>

a 6= 0, r 2 R

<latexit sha1_base64="t42UX23W4gydxAjttKQhnWSI0EI="></latexit>

PH(x) =?? 演習問題

<latexit sha1_base64="T01tf7SFfURZyH4U1xwm80mSwVI="></latexit>

H(a, r) := {x 2 Rn : ha,xi  r}



⾮拡⼤写像と例
H: ヒルベルト空間
T: H → H, ⾮拡⼤（nonexpansive）

n⾮拡⼤写像ー不動点集合
n例1: 射影ー射影先
n例2: 射影の積ー射影先の共通部分
n例3: 最急降下ー凸最適解の集合
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<latexit sha1_base64="2davGnKYefrTIjmWCyMdKOQFBd8="></latexit>()
def

<latexit sha1_base64="A5/R15ZWiW4qFYZ7CjrPvApl4EM="></latexit>

8x, y 2 H,

kT (x)� T (y)k  kx� yk



例2: 射影の積
H: ヒルベルト空間
Ci: H の空でない閉凸集合 (i = 1,2,…,m)
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<latexit sha1_base64="C8HMm1lZijccsQITPyXVXvPwgvE="></latexit>

Pi = PCi

<latexit sha1_base64="tVLbibNoWupT6Lr9cZ68r94xpCI="></latexit>

T = P1P2 · · ·Pm

C1

<latexit sha1_base64="QUB5CskG+oSq6rG4MkijUOsRz38="></latexit>

C2

<latexit sha1_base64="GcOenjSKuer4tiHEid+ycsh1qYY="></latexit>

C3

<latexit sha1_base64="1RjolyG8y1e6xi3KVfABpfTK3bc="></latexit>

x

<latexit sha1_base64="qu3o0HjGdzqXId+lHgqDObz6ZSI="></latexit>

P3(x)

<latexit sha1_base64="RyRXQynvyXBXGOvr0ltxeqvRVcE="></latexit>

P2P3(x)

<latexit sha1_base64="UpETzvbo+tk8OgSSQUQbbtPGbVA="></latexit>

T (x) = P1P2P3(x)

<latexit sha1_base64="/2Exz2apS0zv4/55t1h/lt6ZhbQ="></latexit>



例2: 射影の積の性質
H: ヒルベルト空間
Ci: H の空でない閉凸集合 (i = 1,2,…,m)

1. 射影積の不動点集合＝射影先の共通部分

2. 射影積は⾮拡⼤
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<latexit sha1_base64="C8HMm1lZijccsQITPyXVXvPwgvE="></latexit>

Pi = PCi

<latexit sha1_base64="tVLbibNoWupT6Lr9cZ68r94xpCI="></latexit>

T = P1P2 · · ·Pm

<latexit sha1_base64="ZSiE0vsST91tdbK55J9MNK/z/Js="></latexit>

kT (x)� T (y)k  kx� yk

<latexit sha1_base64="OiOjLugPSm+kxssN8beLjAfrwxY="></latexit>

8x, y 2 H,

<latexit sha1_base64="zA96SZZGbsad3iBYGlwW6S8UdAA="></latexit>

Fix(T ) =
m\

i=1

Ci 6= ; 凸実行可能問題



例2 性質 2. の証明
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<latexit sha1_base64="tVLbibNoWupT6Lr9cZ68r94xpCI="></latexit>

T = P1P2 · · ·Pm
<latexit sha1_base64="Ob89s1Mvg0HeSlFmfnKwkfXSOp0="></latexit>

kPi(x)� Pi(y)k  kx� yk
<latexit sha1_base64="HGb+zwYd4FnTE07Z7uwDSRLqLNE="></latexit>

kT (x)� T (y)k = kP1((P2 · · ·Pm)(x))� P1((P2 · · ·Pm)(y))k
 k(P2 · · ·Pm)(x)� (P2 · · ·Pm)(y)k
 k(P3 · · ·Pm)(x)� (P3 · · ·Pm)(y)k
...

 kx� yk

例1 性質 3.



例2 性質 1. の証明
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<latexit sha1_base64="tVLbibNoWupT6Lr9cZ68r94xpCI="></latexit>

T = P1P2 · · ·Pm
<latexit sha1_base64="zA96SZZGbsad3iBYGlwW6S8UdAA="></latexit>

Fix(T ) =
m\

i=1

Ci 6= ;

<latexit sha1_base64="cAMuVYGuSrdr2t9tBySHrA41VhM="></latexit>*

<latexit sha1_base64="gdJ0BazzI8lqx+7/IFhCQZgRzSE="></latexit>

Fix(T ) �
m\

i=1

Ci 6= ;

<latexit sha1_base64="uQf+7RQbHmjy0Mti5KE6dWoPvpI="></latexit>

Fix(T ) ⇢
m\

i=1

Ci 6= ;

<latexit sha1_base64="oWuLWw4nFpg89wbcaRcYTa4ySy0="></latexit>

x 2
m\

i=1

Ci () 8i, x 2 Ci = Fix(Pi)
<latexit sha1_base64="dOsCVJG0ot2VOCPdt7RJMaKRYXg="></latexit>

=) T (x) = P1P2 · · ·Pm�1Pm(x)

<latexit sha1_base64="Po4lFkWhJMJCo5h1CmfIW9SCRJ8="></latexit>

x = Pi(x)例1 性質 1.

<latexit sha1_base64="RqBx1MoSm0T4OVbJaJmsXVVkwyk="></latexit>

= P1P2 · · ·Pm�1(x)
<latexit sha1_base64="qdmTl5BWHde4q9hI/B13ErzFNcY="></latexit>= · · · = x

演習問題



例2 の応⽤例（ネットワーク資源割当）

Ci: H の空でない閉凸集合 (i = 1,2,…,m)

lネットワーク上のユーザ i が所望する条件 Ci
lネットワーク全体の条件
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<latexit sha1_base64="tVLbibNoWupT6Lr9cZ68r94xpCI="></latexit>

T = P1P2 · · ·Pm
<latexit sha1_base64="zA96SZZGbsad3iBYGlwW6S8UdAA="></latexit>

Fix(T ) =
m\

i=1

Ci 6= ;

<latexit sha1_base64="h/XYhC2o8el2WxqStTjpZ3MXveo="></latexit> m\

i=1

Ci

H.I.: Distributed Optimization for Network Resource Allocation With Nonsmooth Utility 
Functions, IEEE Transactions on Control of Network Systems 6 (4): 1354-1365 (2019)



例2 の応⽤例（機械学習）

Ci: H の空でない閉凸集合 (i = 1,2,…,m)

lスパース学習: 
lダイバーシティ学習:
lスパース&ダイバーシティ学習:  
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<latexit sha1_base64="tVLbibNoWupT6Lr9cZ68r94xpCI="></latexit>

T = P1P2 · · ·Pm
<latexit sha1_base64="zA96SZZGbsad3iBYGlwW6S8UdAA="></latexit>

Fix(T ) =
m\

i=1

Ci 6= ;
<latexit sha1_base64="7bE/AlLSToJhWV5msDpEIM5276g="></latexit>

Cs =

(
x : kxk1 =

nX

i=1

|xi|  s

)

<latexit sha1_base64="0d0QiFPYLciIEMkkyYCaEo0sEpc="></latexit>

Cd = {x : fd(x)  d}
<latexit sha1_base64="i5yhkNmOIKfYO1P87o/9/1IgqGo="></latexit>

Cs \ Cd
H.I.: Stochastic Fixed Point Optimization Algorithm for Classifier 
Ensemble, IEEE Transactions on Cybernetics 50 (10): 4370–4380 (2020)



例2 の応⽤例（機械学習; もう少し丁寧に）
q 制約集合:                           ← とても複雑

q ⽬的関数: データ i に関する損失関数 fi の総和

q ⾃然に思いつくアルゴリズム ← 計算困難
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<latexit sha1_base64="MFMZM5LPTaicOzOO6wdfZuqySNE="></latexit>

T = P+PsPd

計算可能な非拡大写像

<latexit sha1_base64="e/3KAOuXY9zWTt0YbUr4rdbroBs="></latexit>

Rn
+ \ Cs \ Cd

<latexit sha1_base64="59V6qPi9+gcxN/XvPv4iT56R0ww="></latexit>

xk+1 = PRn
+\Cs\Cd(xk � ↵krfi(xk))

<latexit sha1_base64="ALAlALsOwcTTr7iYx2bbcPxYqNY="></latexit>

=) Fix(T ) = Rn
+ \ Cs \ Cd

<latexit sha1_base64="gSSTBn5b5NeZGM/jn29bvK9PV2U="></latexit>

f(x) =
NX

i=1

fi(x)



例2 の応⽤例（機械学習; もう少し丁寧に）
q 制約集合:                           ← とても複雑

q ⽬的関数: データ i に関する損失関数 fi の総和

q 不動点最適化アルゴリズム ← 計算可能
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<latexit sha1_base64="MFMZM5LPTaicOzOO6wdfZuqySNE="></latexit>

T = P+PsPd

計算可能な非拡大写像

<latexit sha1_base64="EKW6nVBuJX5oobJv3uuD0mXGJFE="></latexit>

xk+1 = T (xk)� ↵krfi(T (xk))

<latexit sha1_base64="e/3KAOuXY9zWTt0YbUr4rdbroBs="></latexit>

Rn
+ \ Cs \ Cd

<latexit sha1_base64="ALAlALsOwcTTr7iYx2bbcPxYqNY="></latexit>

=) Fix(T ) = Rn
+ \ Cs \ Cd

<latexit sha1_base64="gSSTBn5b5NeZGM/jn29bvK9PV2U="></latexit>

f(x) =
NX

i=1

fi(x)

H.I.: Stochastic Fixed Point Optimization Algorithm for Classifier 
Ensemble, IEEE Transactions on Cybernetics 50 (10): 4370–4380 (2020)



例3: 最急降下
H: ヒルベルト空間
C: H の空でない閉凸集合

, 凸
, リプシッツ連続

例: 
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<latexit sha1_base64="8KwDGZU/CWsTx6NnObZbz6i3FIU="></latexit>

f : H ! R
<latexit sha1_base64="PhfNLfaNVrHKeVNGvnuxwoiZlwY="></latexit>

rf : H ! H
<latexit sha1_base64="kwxWfQ3/+LaGG3f2GHT5KaOQ8ps="></latexit>

9L > 0 : 8x, y 2 H,

krf(x)�rf(y)k  Lkx� yk

<latexit sha1_base64="2davGnKYefrTIjmWCyMdKOQFBd8="></latexit>()
def

<latexit sha1_base64="hodaCPArdiWoOxr0B+AznQ2ao6U="></latexit>

f(x) =
1

2
hx, Axi � hb,xi

<latexit sha1_base64="MdR4sDHjDqzCpYFnrHtWqPHQxPg="></latexit>

A 2 Sn; 0  �min  �max
<latexit sha1_base64="3bYyPuwAoYNXdWv14lLZomEDoy4="></latexit>

b 2 Rn

<latexit sha1_base64="fCs7IZECQqHjA7Di6HcV7Y1qrEw="></latexit>

=) rf(x) = Ax� b : �maxー リプシッツ連続



例3: 最急降下
H: ヒルベルト空間
C: H の空でない閉凸集合

, 凸
, L-リプシッツ連続
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<latexit sha1_base64="8KwDGZU/CWsTx6NnObZbz6i3FIU="></latexit>

f : H ! R
<latexit sha1_base64="PhfNLfaNVrHKeVNGvnuxwoiZlwY="></latexit>

rf : H ! H

<latexit sha1_base64="IhnIVzozC+1kUXjq11xRbt4fyYs="></latexit>

T (x) = PC(x� �rf(x))

<latexit sha1_base64="G8iMK3mBUS8MdPHgivZ0x1+OiRw="></latexit>

T : H ! H,

<latexit sha1_base64="9760XkBBktXojXx/UJuCERSIpIk="></latexit>

xk+1 = xk � �rf(xk)
最急降下法

<latexit sha1_base64="22V16NSkhgtEi9ekf+gI8GRgq1M="></latexit>

� 2
✓
0,

2

L

�



例3: 最急降下の性質
H: ヒルベルト空間
C: H の空でない閉凸集合

, 凸,                       , L-リプシッツ連続

1. T の不動点集合＝C 上の f の最⼩点集合

2. T は⾮拡⼤

© Meiji University,All rights reserved. 

<latexit sha1_base64="8KwDGZU/CWsTx6NnObZbz6i3FIU="></latexit>

f : H ! R
<latexit sha1_base64="PhfNLfaNVrHKeVNGvnuxwoiZlwY="></latexit>

rf : H ! H
<latexit sha1_base64="IhnIVzozC+1kUXjq11xRbt4fyYs="></latexit>

T (x) = PC(x� �rf(x))

<latexit sha1_base64="lsXiqbi0OgRboLpbb8eOX15QfB4=">AAADg3icpVLPa9RAFH7bWG1rtVu9CF5Cl+oWYZkti4pQKBbEY39tW+iWJYmz26GZSUhmt1tD/gHBcw+eFDyIR6968uI/4KF/gnis4MWD38ymFC1WwQnJe/PN+96b7+X5cShSzdhRacS5MHrx0tj4xOXJK1enytPXNtKolwS8GURhlGz5XspDoXhTCx3yrTjhnvRDvunvLZnzzT5PUhGpdX0Q8x3pdZXoiMDTgNrl2y3p6d1EZo/EIK+uz7kLbstLulKodjZoCeUu5W6nOphrlyusxuxyzzr1wqlQsZaj6dIMtegJRRRQjyRxUqThh+RRimeb6sQoBrZDGbAEnrDnnHKaALeHKI4ID+gevl3stgtUYW9yppYdoEqINwHTpVn2mb1hx+wTe8u+sB9/zJXZHOYuB7D+kMvj9tSz G2vf/8qSsJp2T1nnMHxEn69JU4fuWy0C2mKLGJXBMH//6eHx2oPV2ewWe8W+Qt9LdsQ+QqHqfwter/DVFza7AmffdkPa+yn0PwNuutu1yAD5DBKhBgdqNJi+nfRzH/WNqhBWWj8t/s4pP/+nWkbH/9Qa8nPMXf33KTvrbMzX6ndrjZVGZfFhMYFjdJNmqIopu0eL9JiWqYnbPqd39J4+OKPOHWfeaQxDR0oF5zr9spyFn50Nyow=</latexit>

Fix(T ) = argmin
x2C

f(x)

<latexit sha1_base64="OiOjLugPSm+kxssN8beLjAfrwxY="></latexit>

8x, y 2 H,
<latexit sha1_base64="ZSiE0vsST91tdbK55J9MNK/z/Js="></latexit>

kT (x)� T (y)k  kx� yk

<latexit sha1_base64="22V16NSkhgtEi9ekf+gI8GRgq1M="></latexit>

� 2
✓
0,

2

L

�



例3 性質 2. の証明
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<latexit sha1_base64="IhnIVzozC+1kUXjq11xRbt4fyYs="></latexit>

T (x) = PC(x� �rf(x))
<latexit sha1_base64="22V16NSkhgtEi9ekf+gI8GRgq1M="></latexit>

� 2
✓
0,

2

L

�
<latexit sha1_base64="Twnl8wZfshLf6PL0DOiHwL57x54=">AAADjnicpVLNThRBEK5lQHFFWeBiwmXCBrMc3PQSgobESPTCwQM/u0DCkM3M2AwderrHnt4/ln0BX0ATT5h4MLyDFw/wAhx4BOMREy4crO4dQ5SIJvZkpqq/rq+qv5oKEs5STchZbsAZHLp1e/hO/u7IvfujhbHx9VQ2VEhroeRSbQZ+SjkTtKaZ5nQzUdSPA043gr0X5nyjSVXKpKjqTkK3Yz8SbIeFvkaoXpj1XkoRKRbtal 8p2XLz3kG11J5xH7nVUmfG9Q5cj9PXxrYR66BTLxRJmdjlXncqmVOEbC3LsdwUePAKJITQgBgoCNDoc/AhxWcLKkAgQWwbuogp9Jg9p9CDPHIbGEUxwkd0D78R7rYyVODe5EwtO8QqHF+FTBemySn5RM7JCTkiX8nlH3N1bQ5zlw7aoM+lSX30zYO1i7+yYrQadq9YNzACjL5Zk4YdeGK1MNSWWMSoDPv5m/tvz9cWVqe7D8kH8g31HZIz8gUViub38OMKXX1vswvktGw3Yns/gf3vIm66G1mkjfkMIrEGRdRoMH372c8W1jeqONrY+mn2d674vX+qZXT8T60+v4dzV/l9yq4767Plynx5bmWuuPg8m8BhmIQpKOGUPYZFWIJlqOFt38FnOIYTp+DMO0+dZ/3QgVzGmYBflrP0A7GYzUk=</latexit>

=) kT (x)� T (y)k  kx� yk
<latexit sha1_base64="cAMuVYGuSrdr2t9tBySHrA41VhM=">AAACi3ichVHLSsNAFD2N7/po1Y3gRiwVV2VaRUVciCK4rK19QFtKMo51aJqEJC1o8QdcunGhGwUX4gf4AW78ARd+gris4MaFt2lAtFhvyMyZM/fc5HA0S5eOy9hLQOnrHxgcGh4Jjo6NT4TCk1NZx6zbXGS4qZt2XlMdoUtDZFzp6iJv2UKtabrIadXt9n2uIWxHmsa+e2yJUk2tGPJQctUlKl/UBFfrjiiHIyzGvJrrBnEfRO BX0gw/oIgDmOCoowYBAy5hHSocegqIg8EiroQmcTYh6d0LnCJI2jp1CepQia3SWqFTwWcNOrdnOp6a01d0em1SziHKntkda7Ends9e2eefs5rejPa/HNOudbTCKofOZtIf/6pqtLs4+lb1UGjU3duTi0OseV4kebM8pu2Sd+Y3Ti5a6fVUtLnAbtgb+btmL+yRHBqNd367J1KXCFJA8d9xdINsIhZfiSX2liObW35Uw5jFPBYpj1VsYhdJZLwcznGJK2VcWVLWlY1OqxLwNdP4UcrOF6dskvg=</latexit>*

<latexit sha1_base64="TAL+2vD9RP8RC/E1hH6A23kfU0o=">AAAEWHicpVJNb9NAEB23hrbmo2m5IHFZNWrkHBptqgoQUqWKXjimbdJWqtto7WyC1fVHbSeNSXNH3ODCgRNIHBA/gwt/gEP5B4hjkbj0wOzGVT8JINZydvbNvDd+k7VD4cYJpYfayKh+7frY+IRx4+at25O5qen1OGhHDq85gQiiTZvFXLg+ryVuIvhmGHHm2YJv2LvLMr/R4VHsBn41SUO+7bGW7zZdhyUI1XPHBeuganaLZI 5UzbRIrIOdecsyCtZemzXIIp5Jpb5MzC4WWAJ1G4xYPrMFI02kSZ7Kp1flU8zjOq9pCb5HDCk8TPQfBBeJcSKWFs+wzDOSc1dq1HN5WqJqkctBOQvykK1KMKXNgAUNCMCBNnjAwYcEYwEMYny2oAwUQsS2oYdYhJGr8hz6YCC3jVUcKxiiu/jbwtNWhvp4lpqxYjvYReAbIZPALP1CP9Aj+pl+pN/o8W+1ekpDfkuKuz3g8rA++eLu2s8/sjzcE3h6yhrCsLF6uKcEmvBQeXHRW6gQ6dIZ6HeevT5ae7Q62yvQd/Q7+ntLD+kndOh3fjjvV/jqG6XuI2dfTcNT3+fj/HuIy+m2FNJFPYkE2IMjKj3IuZ3Mcx/7S1cCd0/FcfbvnPL7f9VL+vifXgN+H+9d+eItuxysz5fK90sLKwv5pcfZDRyHezADJt6yB7AET6ACNXA0W3uuvdRejX7VQR/TJwalI1rGuQPnlj79C3LGBcQ=</latexit>

kT (x)� T (y)k2

= kPC(x� �rf(x))� PC(y � �rf(y))k2

 k(x� �rf(x))� (y � �rf(y))k2

= k(x� y)� �(rf(x)�rf(y))k2
例1 性質 3.
PCは非拡大



例3 性質 2. の証明

© Meiji University,All rights reserved. 

<latexit sha1_base64="IhnIVzozC+1kUXjq11xRbt4fyYs="></latexit>

T (x) = PC(x� �rf(x))
<latexit sha1_base64="22V16NSkhgtEi9ekf+gI8GRgq1M="></latexit>

� 2
✓
0,

2

L

�
<latexit sha1_base64="Twnl8wZfshLf6PL0DOiHwL57x54=">AAADjnicpVLNThRBEK5lQHFFWeBiwmXCBrMc3PQSgobESPTCwQM/u0DCkM3M2AwderrHnt4/ln0BX0ATT5h4MLyDFw/wAhx4BOMREy4crO4dQ5SIJvZkpqq/rq+qv5oKEs5STchZbsAZHLp1e/hO/u7IvfujhbHx9VQ2VEhroeRSbQZ+SjkTtKaZ5nQzUdSPA043gr0X5nyjSVXKpKjqTkK3Yz8SbIeFvkaoXpj1XkoRKRbtal 8p2XLz3kG11J5xH7nVUmfG9Q5cj9PXxrYR66BTLxRJmdjlXncqmVOEbC3LsdwUePAKJITQgBgoCNDoc/AhxWcLKkAgQWwbuogp9Jg9p9CDPHIbGEUxwkd0D78R7rYyVODe5EwtO8QqHF+FTBemySn5RM7JCTkiX8nlH3N1bQ5zlw7aoM+lSX30zYO1i7+yYrQadq9YNzACjL5Zk4YdeGK1MNSWWMSoDPv5m/tvz9cWVqe7D8kH8g31HZIz8gUViub38OMKXX1vswvktGw3Yns/gf3vIm66G1mkjfkMIrEGRdRoMH372c8W1jeqONrY+mn2d674vX+qZXT8T60+v4dzV/l9yq4767Plynx5bmWuuPg8m8BhmIQpKOGUPYZFWIJlqOFt38FnOIYTp+DMO0+dZ/3QgVzGmYBflrP0A7GYzUk=</latexit>

=) kT (x)� T (y)k  kx� yk
<latexit sha1_base64="cAMuVYGuSrdr2t9tBySHrA41VhM=">AAACi3ichVHLSsNAFD2N7/po1Y3gRiwVV2VaRUVciCK4rK19QFtKMo51aJqEJC1o8QdcunGhGwUX4gf4AW78ARd+gris4MaFt2lAtFhvyMyZM/fc5HA0S5eOy9hLQOnrHxgcGh4Jjo6NT4TCk1NZx6zbXGS4qZt2XlMdoUtDZFzp6iJv2UKtabrIadXt9n2uIWxHmsa+e2yJUk2tGPJQctUlKl/UBFfrjiiHIyzGvJrrBnEfRO BX0gw/oIgDmOCoowYBAy5hHSocegqIg8EiroQmcTYh6d0LnCJI2jp1CepQia3SWqFTwWcNOrdnOp6a01d0em1SziHKntkda7Ends9e2eefs5rejPa/HNOudbTCKofOZtIf/6pqtLs4+lb1UGjU3duTi0OseV4kebM8pu2Sd+Y3Ti5a6fVUtLnAbtgb+btmL+yRHBqNd367J1KXCFJA8d9xdINsIhZfiSX2liObW35Uw5jFPBYpj1VsYhdJZLwcznGJK2VcWVLWlY1OqxLwNdP4UcrOF6dskvg=</latexit>*

<latexit sha1_base64="jDG0q3Ss2Osmo3dKbJTBechEfo8=">AAAEAXicpVK/b9NAFH6u+VFSoCksSCynRo0SiUbnqAJUhFTBwtgfSVupVyLbvQSr57OxnTQmycTGP8DABFKHigWxMrLwDzD0T0CMRWJh4N3ZoYKqBYmz7Hv33fu+d9/zOaHw4oTSQ2PCPHf+wsXJS4Wpy1euThdnrq3HQTdyedMNRBBtOnbMhSd5M/ESwTfDiNu+I/iGs/tQ7W/0eBR7gWwkaci3fbsjvbbn2glCreJ+mQ0blX 6VzJNGJa0SNnxcZ6xQZoI/JaTAhqTSx71UJTCBujs2qTBpO8ImbeQhOl6k1SrBMVa4r9manIEY1X9p4Cw7gpP+fHqLnKZHWJRltYolWqN6kJOBlQclyMdyMGPMAoMdCMCFLvjAQUKCsQAbYny2wAIKIWLbMEAswsjT+xxGUEBuF7M4ZtiI7uK3g6utHJW4VpqxZrtYReAbIZPAHP1MD+gR/UTf0i/0x6laA62hzpLi7GRcHramX9xY+/5Xlo9zAk+OWWcwHMw+21MCbbirvXjoLdSIculm+r1nL4/WFlfnBmX6hn5Ff6/pIf2IDmXvm7u/wldfaXWJnD3dDV+fT2L/B4ir7nY00kc9hQRYgyOqPKi+jfu5h/WVK4Gzr+M4/zvH/NE/1VI+/qdWxh/hvbP+vGUng/V6zbpdW1hZKC09yG/gJNyEWajgLbsDS/AIlqEJrjFlWMaicc98bh6Y78z3WeqEkXOuw2/D/PAT7SLthw==</latexit>

kT (x)� T (y)k2

 k(x� y)� �(rf(x)�rf(y))k2

= kx� yk2 � 2�hx� y,rf(x)�rf(y)i
<latexit sha1_base64="n+Wz5zR6c9YlZ2Kb61PAiFnhiK0="></latexit>

+�2krf(x)�rf(y)k2
<latexit sha1_base64="0a4p1NQVSjHxHPmHHGLqzo//tl4="></latexit>

� 1

L
krf(x)�rf(y)k2

参考文献: H.H. Bauschke, P.L. Combettes: Convex Analysis and Monotone Operator 
Theory in Hilbert Spaces, Springer International Publishing (2017)

Theorem18.15
(i), (v) 322頁



例3 性質 2. の証明
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<latexit sha1_base64="IhnIVzozC+1kUXjq11xRbt4fyYs="></latexit>

T (x) = PC(x� �rf(x))
<latexit sha1_base64="22V16NSkhgtEi9ekf+gI8GRgq1M="></latexit>

� 2
✓
0,

2

L

�
<latexit sha1_base64="Twnl8wZfshLf6PL0DOiHwL57x54=">AAADjnicpVLNThRBEK5lQHFFWeBiwmXCBrMc3PQSgobESPTCwQM/u0DCkM3M2AwderrHnt4/ln0BX0ATT5h4MLyDFw/wAhx4BOMREy4crO4dQ5SIJvZkpqq/rq+qv5oKEs5STchZbsAZHLp1e/hO/u7IvfujhbHx9VQ2VEhroeRSbQZ+SjkTtKaZ5nQzUdSPA043gr0X5nyjSVXKpKjqTkK3Yz8SbIeFvkaoXpj1XkoRKRbtal 8p2XLz3kG11J5xH7nVUmfG9Q5cj9PXxrYR66BTLxRJmdjlXncqmVOEbC3LsdwUePAKJITQgBgoCNDoc/AhxWcLKkAgQWwbuogp9Jg9p9CDPHIbGEUxwkd0D78R7rYyVODe5EwtO8QqHF+FTBemySn5RM7JCTkiX8nlH3N1bQ5zlw7aoM+lSX30zYO1i7+yYrQadq9YNzACjL5Zk4YdeGK1MNSWWMSoDPv5m/tvz9cWVqe7D8kH8g31HZIz8gUViub38OMKXX1vswvktGw3Yns/gf3vIm66G1mkjfkMIrEGRdRoMH372c8W1jeqONrY+mn2d674vX+qZXT8T60+v4dzV/l9yq4767Plynx5bmWuuPg8m8BhmIQpKOGUPYZFWIJlqOFt38FnOIYTp+DMO0+dZ/3QgVzGmYBflrP0A7GYzUk=</latexit>

=) kT (x)� T (y)k  kx� yk
<latexit sha1_base64="cAMuVYGuSrdr2t9tBySHrA41VhM=">AAACi3ichVHLSsNAFD2N7/po1Y3gRiwVV2VaRUVciCK4rK19QFtKMo51aJqEJC1o8QdcunGhGwUX4gf4AW78ARd+gris4MaFt2lAtFhvyMyZM/fc5HA0S5eOy9hLQOnrHxgcGh4Jjo6NT4TCk1NZx6zbXGS4qZt2XlMdoUtDZFzp6iJv2UKtabrIadXt9n2uIWxHmsa+e2yJUk2tGPJQctUlKl/UBFfrjiiHIyzGvJrrBnEfRO BX0gw/oIgDmOCoowYBAy5hHSocegqIg8EiroQmcTYh6d0LnCJI2jp1CepQia3SWqFTwWcNOrdnOp6a01d0em1SziHKntkda7Ends9e2eefs5rejPa/HNOudbTCKofOZtIf/6pqtLs4+lb1UGjU3duTi0OseV4kebM8pu2Sd+Y3Ti5a6fVUtLnAbtgb+btmL+yRHBqNd367J1KXCFJA8d9xdINsIhZfiSX2liObW35Uw5jFPBYpj1VsYhdJZLwcznGJK2VcWVLWlY1OqxLwNdP4UcrOF6dskvg=</latexit>*

<latexit sha1_base64="jDG0q3Ss2Osmo3dKbJTBechEfo8=">AAAEAXicpVK/b9NAFH6u+VFSoCksSCynRo0SiUbnqAJUhFTBwtgfSVupVyLbvQSr57OxnTQmycTGP8DABFKHigWxMrLwDzD0T0CMRWJh4N3ZoYKqBYmz7Hv33fu+d9/zOaHw4oTSQ2PCPHf+wsXJS4Wpy1euThdnrq3HQTdyedMNRBBtOnbMhSd5M/ESwTfDiNu+I/iGs/tQ7W/0eBR7gWwkaci3fbsjvbbn2glCreJ+mQ0blX 6VzJNGJa0SNnxcZ6xQZoI/JaTAhqTSx71UJTCBujs2qTBpO8ImbeQhOl6k1SrBMVa4r9manIEY1X9p4Cw7gpP+fHqLnKZHWJRltYolWqN6kJOBlQclyMdyMGPMAoMdCMCFLvjAQUKCsQAbYny2wAIKIWLbMEAswsjT+xxGUEBuF7M4ZtiI7uK3g6utHJW4VpqxZrtYReAbIZPAHP1MD+gR/UTf0i/0x6laA62hzpLi7GRcHramX9xY+/5Xlo9zAk+OWWcwHMw+21MCbbirvXjoLdSIculm+r1nL4/WFlfnBmX6hn5Ff6/pIf2IDmXvm7u/wldfaXWJnD3dDV+fT2L/B4ir7nY00kc9hQRYgyOqPKi+jfu5h/WVK4Gzr+M4/zvH/NE/1VI+/qdWxh/hvbP+vGUng/V6zbpdW1hZKC09yG/gJNyEWajgLbsDS/AIlqEJrjFlWMaicc98bh6Y78z3WeqEkXOuw2/D/PAT7SLthw==</latexit>

kT (x)� T (y)k2

 k(x� y)� �(rf(x)�rf(y))k2

= kx� yk2 � 2�hx� y,rf(x)�rf(y)i
<latexit sha1_base64="n+Wz5zR6c9YlZ2Kb61PAiFnhiK0="></latexit>

+�2krf(x)�rf(y)k2
<latexit sha1_base64="0a4p1NQVSjHxHPmHHGLqzo//tl4="></latexit>

� 1

L
krf(x)�rf(y)k2

<latexit sha1_base64="2h44Y2vkrbyezuNC+dUG6JuIX3A=">AAADvXicpVK9btRAEJ6LgYTjJxdoItGscgq6K3LaO0UkoiEiDQVFfrgkUhxOa2d9sbJeG3vvD59fgBegoAKJAvEYFPACFHkEhKgSJQ0Fs3uOAkQEJNayZ/bb+Wb2G48TCT9RlB4UxqxLl6+MT1wtXrt+4+ZkaerWRhJ2Ypc33VCE8ZbDEi58yZvKV4JvRTFngSP4prO/rM83uzxO/FA+UYOI7wSsLX3Pd5lCqFVituDPSNEe9u cG9vBpg8wRWyB9l6HlnqrYXszctJGlj7Ofz2K/vaeqxB4SWzJHMOJV+lUdcLobVAkhOmOrVKY1ahY579Rzpwz5WgmnCjNgwy6E4EIHAuAgQaEvgEGCzzbUgUKE2A6kiMXo+eacQwZF5HYwimMEQ3Qfv23cbeeoxL3OmRi2i1UEvjEyCczSz/QdPaSf6Hv6hX7/Y67U5NB3GaB1RlwetSZfTK+f/JUVoFWwd8a6gOFg9MWaFHiwaLT4qC0yiFbpjvJ3n788XL+/NpvepW/oV9T3mh7QD6hQdo/ct6t87ZXJLpHTM90IzP0k9j9FXHe3bZA+5tNIiDU4olqD7ttpP3tYX6sSaAPjJ/nfOeNn/1RL6/ifWiN+hnNX/33KzjsbjVr9Xm1+db689DCfwAm4AzNQwSlbgCV4BCvQxNt+hG9wDCfWA4tbwpKj0LFCzrkNvyyr9wN8e96u</latexit>

 kx� yk2 � �

✓
2

L
� �

◆
krf(x)�rf(y)k2



例3 性質 2. の証明

© Meiji University,All rights reserved. 

<latexit sha1_base64="IhnIVzozC+1kUXjq11xRbt4fyYs="></latexit>

T (x) = PC(x� �rf(x))
<latexit sha1_base64="22V16NSkhgtEi9ekf+gI8GRgq1M="></latexit>

� 2
✓
0,

2

L

�
<latexit sha1_base64="Twnl8wZfshLf6PL0DOiHwL57x54=">AAADjnicpVLNThRBEK5lQHFFWeBiwmXCBrMc3PQSgobESPTCwQM/u0DCkM3M2AwderrHnt4/ln0BX0ATT5h4MLyDFw/wAhx4BOMREy4crO4dQ5SIJvZkpqq/rq+qv5oKEs5STchZbsAZHLp1e/hO/u7IvfujhbHx9VQ2VEhroeRSbQZ+SjkTtKaZ5nQzUdSPA043gr0X5nyjSVXKpKjqTkK3Yz8SbIeFvkaoXpj1XkoRKRbtal 8p2XLz3kG11J5xH7nVUmfG9Q5cj9PXxrYR66BTLxRJmdjlXncqmVOEbC3LsdwUePAKJITQgBgoCNDoc/AhxWcLKkAgQWwbuogp9Jg9p9CDPHIbGEUxwkd0D78R7rYyVODe5EwtO8QqHF+FTBemySn5RM7JCTkiX8nlH3N1bQ5zlw7aoM+lSX30zYO1i7+yYrQadq9YNzACjL5Zk4YdeGK1MNSWWMSoDPv5m/tvz9cWVqe7D8kH8g31HZIz8gUViub38OMKXX1vswvktGw3Yns/gf3vIm66G1mkjfkMIrEGRdRoMH372c8W1jeqONrY+mn2d674vX+qZXT8T60+v4dzV/l9yq4767Plynx5bmWuuPg8m8BhmIQpKOGUPYZFWIJlqOFt38FnOIYTp+DMO0+dZ/3QgVzGmYBflrP0A7GYzUk=</latexit>

=) kT (x)� T (y)k  kx� yk
<latexit sha1_base64="cAMuVYGuSrdr2t9tBySHrA41VhM=">AAACi3ichVHLSsNAFD2N7/po1Y3gRiwVV2VaRUVciCK4rK19QFtKMo51aJqEJC1o8QdcunGhGwUX4gf4AW78ARd+gris4MaFt2lAtFhvyMyZM/fc5HA0S5eOy9hLQOnrHxgcGh4Jjo6NT4TCk1NZx6zbXGS4qZt2XlMdoUtDZFzp6iJv2UKtabrIadXt9n2uIWxHmsa+e2yJUk2tGPJQctUlKl/UBFfrjiiHIyzGvJrrBnEfRO BX0gw/oIgDmOCoowYBAy5hHSocegqIg8EiroQmcTYh6d0LnCJI2jp1CepQia3SWqFTwWcNOrdnOp6a01d0em1SziHKntkda7Ends9e2eefs5rejPa/HNOudbTCKofOZtIf/6pqtLs4+lb1UGjU3duTi0OseV4kebM8pu2Sd+Y3Ti5a6fVUtLnAbtgb+btmL+yRHBqNd367J1KXCFJA8d9xdINsIhZfiSX2liObW35Uw5jFPBYpj1VsYhdJZLwcznGJK2VcWVLWlY1OqxLwNdP4UcrOF6dskvg=</latexit>*

<latexit sha1_base64="PaOFVAzTg/lXfSrG9NBO7FHqWTA="></latexit>

kT (x)� T (y)k2

 kx� yk2 � �

✓
2

L
� �

◆
krf(x)�rf(y)k2

 kx� yk2

H. I. : Iterative Algorithm for Solving Triple-hierarchical Constrained Optimization 
Problem, Journal of Optimization Theory and Applications, 148 (3): 580-592 (2011)



例3 性質 1. の証明（付録）
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<latexit sha1_base64="IhnIVzozC+1kUXjq11xRbt4fyYs="></latexit>

T (x) = PC(x� �rf(x))

<latexit sha1_base64="lsXiqbi0OgRboLpbb8eOX15QfB4="></latexit>

Fix(T ) = argmin
x2C

f(x)



ここまでのまとめ（⾮拡⼤写像と例）
H: ヒルベルト空間
T: H → H, ⾮拡⼤（nonexpansive）

n例1: 射影ー射影先
n例2: 射影の積ー射影先の共通部分

n例3: 最急降下ー凸最適解の集合

© Meiji University,All rights reserved. 

<latexit sha1_base64="2davGnKYefrTIjmWCyMdKOQFBd8="></latexit>()
def

<latexit sha1_base64="A5/R15ZWiW4qFYZ7CjrPvApl4EM="></latexit>

8x, y 2 H,

kT (x)� T (y)k  kx� yk
<latexit sha1_base64="ujUDWBBV4YP/L2tyE1yZzRH9MRM="></latexit>

PC � Fix(PC) = C

<latexit sha1_base64="tNk7XMwtfm8oJIIkcvA5dGHVoJg="></latexit>

T = P1 · · ·Pm � Fix(T ) =
\

Ci

<latexit sha1_base64="RL6RCbJYnQLIBH1DiyJFlpsCGeY="></latexit>

T = PC(I � �rf)� Fix(T ) = argmin
x2C

f(x)



講義３

q不動点近似法
m不動点を⾒つけるための⼿
法
mKrasnoselʼskiĭ-Mann

q最近の研究動向
© Meiji University,All rights reserved. 



Krasnoselʼskiĭ-Mann 不動点近似法

Dr. Mark Krasnosel’skiĭ
（1920--1997）

Dr. William Mann
（1920--2006）

Krasnosel’skiĭ-Mann 不動点近似法
（1955） （1953）



Krasnoselʼskiĭ-Mann 不動点近似法
H: ヒルベルト空間
T: H → H, ⾮拡⼤写像, Fix(T)≠∅

© Meiji University,All rights reserved. 

<latexit sha1_base64="A0Soh5j3Eq1HLFV9oatZVgRYc14="></latexit>

x0 2 H,

xk+1 = ↵xk + (1� ↵)T (xk)
<latexit sha1_base64="/gLJvIff4m/Yv3hVJGnYaREYQwc="></latexit>

(k = 0, 1, . . .)

<latexit sha1_base64="XbVR60xxDab6FDQxzAUzGKDbmMQ="></latexit>

↵ 2 (0, 1)

<latexit sha1_base64="y0ht0FMTPJCNGnzx4zRRqI6qlVc="></latexit>

=) xk * x? 2 Fix(T )



回転写像

0 はTの不動点



Krasnoselʼskiĭ-Mann 不動点近似法の例

は 0 に収束しない

<latexit sha1_base64="S3L6SrznAkpt5CsUTJfHyzquwN0="></latexit>

xk+1 =
1

2
xk +

1

2
T (xk)

<latexit sha1_base64="C78ogSZtaAHsf3vFAEK508N3Ia4="></latexit>

xk+1 = T (xk)



数値例（30°回転）

-150

-100

-50

 0

 50

 100

 150

-150 -100 -50  0  50  100  150

1/2
1/3
1/5



ヒルベルト空間上の近似法の収束解析の流れ

①近似法で⽣成される点列が有界である
ことを⽰す（よく使う不等式・等式）

②弱収束する部分列が存在する（ヒルベ
ルト空間の定義）

③弱収束先が解になることを⽰す（オピア
ルの定理）

④全体点列の弱収束先も解になることを
⽰す（オピアルの定理）

© Meiji University,All rights reserved. 



証明

① 近似法で⽣成される点列が有界であることを⽰す
（よく使う不等式・等式）

© Meiji University,All rights reserved. 

<latexit sha1_base64="A0Soh5j3Eq1HLFV9oatZVgRYc14="></latexit>

x0 2 H,

xk+1 = ↵xk + (1� ↵)T (xk)
<latexit sha1_base64="QI/NeSI1MNlX6kTMUDoGuABhDh8="></latexit>

x 2 Fix(T ),

kxk+1 � xk2  …
<latexit sha1_base64="dLVCzJ25Etj2k6PfPeE5B1TqAFs="></latexit>

 kxk � xk2

本当によく使う等式
<latexit sha1_base64="55YyNATWrMgCT92gEyAYcVU4TJc="></latexit>

k↵x+ (1� ↵)yk2

= ↵kxk2 + (1� ↵)kyk2 � ↵(1� ↵)kx� yk2



証明

① 近似法で⽣成される点列が有界であることを⽰す
（よく使う不等式・等式）
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<latexit sha1_base64="A0Soh5j3Eq1HLFV9oatZVgRYc14="></latexit>

x0 2 H,

xk+1 = ↵xk + (1� ↵)T (xk)
<latexit sha1_base64="uJLj6YhXElAnLhFMcbJs1/Cio40="></latexit>

x 2 Fix(T ),

kxk+1 � xk2 = k↵xk + (1� ↵)T (xk)� xk2
<latexit sha1_base64="i3FD2lbMtHZlazei06t3ur0rHas="></latexit>

= k↵(xk � x) + (1� ↵)(T (xk)� x)k2
<latexit sha1_base64="55YyNATWrMgCT92gEyAYcVU4TJc="></latexit>

k↵x+ (1� ↵)yk2

= ↵kxk2 + (1� ↵)kyk2 � ↵(1� ↵)kx� yk2



証明

① 近似法で⽣成される点列が有界であることを⽰す
（よく使う不等式・等式）
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<latexit sha1_base64="uJLj6YhXElAnLhFMcbJs1/Cio40="></latexit>

x 2 Fix(T ),

kxk+1 � xk2 = k↵xk + (1� ↵)T (xk)� xk2
<latexit sha1_base64="i3FD2lbMtHZlazei06t3ur0rHas="></latexit>

= k↵(xk � x) + (1� ↵)(T (xk)� x)k2

<latexit sha1_base64="55YyNATWrMgCT92gEyAYcVU4TJc="></latexit>

k↵x+ (1� ↵)yk2

= ↵kxk2 + (1� ↵)kyk2 � ↵(1� ↵)kx� yk2

<latexit sha1_base64="d4ShaLtRjzOKhJMP+LJj51caILE="></latexit>

= ↵kxk � xk2 + (1� ↵)kT (xk)� xk2

� ↵(1� ↵)kxk � T (xk)k2



証明

① 近似法で⽣成される点列が有界であることを⽰す
（よく使う不等式・等式）
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<latexit sha1_base64="l7dFd/H+/XS8SLJTtFzyv5Ve0MA="></latexit>

x 2 Fix(T ),

kxk+1 � xk2 = ↵kxk � xk2 + (1� ↵)kT (xk)� xk2

<latexit sha1_base64="EQr4UGAniJ6o7jpML9Duczge8JY="></latexit>

�↵(1� ↵)kxk � T (xk)k2
<latexit sha1_base64="bERLBUIerYEiUyBY8xWH9Gm0iIw="></latexit>

= kT (xk)� T (x)k2  kxk � xk2

<latexit sha1_base64="6w23yA2yYi/LgXyA2DMuHS2vHis="></latexit>

 kxk � xk2 � ↵(1� ↵)kxk � T (xk)k2
<latexit sha1_base64="/kkVMdczvfofGPDNj3LJVqHPQRc="></latexit>

 kxk � xk2
<latexit sha1_base64="3lIMkO/yV2hwwtW7FB/gyvxfYTU="></latexit>

) (xk) : bounded
<latexit sha1_base64="In7KCdl+N68Z0lUDDS8b7Njg+tM="></latexit>) 9 lim

k!1
kxk � xk



証明

① 近似法で⽣成される点列が有界であることを⽰す
（よく使う不等式・等式）
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<latexit sha1_base64="yaNhUjZbbTNgTc/3k+RsJ8h1z5g="></latexit>

kxk+1 � xk2  kxk � xk2 � ↵(1� ↵)kxk � T (xk)k2

<latexit sha1_base64="X21zTovTzwVGU0ocOok8S2KLg2E="></latexit>

↵(1� ↵)kxk � T (xk)k2  kxk � xk2 � kxk+1 � xk2
<latexit sha1_base64="R/l+KlYfTl8Sij1CvFV/3It7d2c="></latexit>

9 lim
k!1

kxk � xk
<latexit sha1_base64="F26kFYvHUOoBWjr8HoDd5kGyGI0="></latexit>

) lim
k!1

kxk � T (xk)k2 = 0
<latexit sha1_base64="IsVv/V2zJctZIaBvyFcPfLixGsA="></latexit>) lim

k!1
kxk � T (xk)k = 0



証明

① 近似法で⽣成される点列が有界であることを⽰す
（よく使う不等式・等式）

② 弱収束する部分列が存在する（ヒルベルト空間の
定義）

③ 収束先が不動点になることを⽰す（オピアルの定
理）: 背理法

© Meiji University,All rights reserved. 

<latexit sha1_base64="SBrq/seSdcnIdGjmS+IJLLVGHmo="></latexit>

9(xki) ⇢ (xk) : xki * x 2 H

<latexit sha1_base64="mHpXOL7J7s0CAMlRkQEQVyCcq2c="></latexit>

lim
i!1

kxki � xk < lim
i!1

kxki � T (x)k

<latexit sha1_base64="GizBkA3ion9U5OlZ/2VdlKkWmWU="></latexit>

x 6= T (x)

<latexit sha1_base64="nN44mBELhTl9BstK7y+M1ILeQdY="></latexit>

lim
k!1

kxk � T (xk)k = 0



証明 ③
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<latexit sha1_base64="SBrq/seSdcnIdGjmS+IJLLVGHmo="></latexit>

9(xki) ⇢ (xk) : xki * x 2 H

<latexit sha1_base64="mHpXOL7J7s0CAMlRkQEQVyCcq2c="></latexit>

lim
i!1

kxki � xk < lim
i!1

kxki � T (x)k

<latexit sha1_base64="GizBkA3ion9U5OlZ/2VdlKkWmWU="></latexit>

x 6= T (x)

<latexit sha1_base64="QsQPmXsDg7WbMRvoG6YAT56yQ/0="></latexit>

= lim
i!1

kxki � T (xki) + T (xki)� T (x)k
<latexit sha1_base64="43862YaYggVHPP1uWGsTgWY+nd4="></latexit>

 lim
i!1

{kxki � T (xki)k+ kT (xki)� T (x)k}

三角不等式



証明 ③
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<latexit sha1_base64="SBrq/seSdcnIdGjmS+IJLLVGHmo="></latexit>

9(xki) ⇢ (xk) : xki * x 2 H

<latexit sha1_base64="mHpXOL7J7s0CAMlRkQEQVyCcq2c="></latexit>

lim
i!1

kxki � xk < lim
i!1

kxki � T (x)k

<latexit sha1_base64="GizBkA3ion9U5OlZ/2VdlKkWmWU="></latexit>

x 6= T (x)

<latexit sha1_base64="43862YaYggVHPP1uWGsTgWY+nd4="></latexit>

 lim
i!1

{kxki � T (xki)k+ kT (xki)� T (x)k}

<latexit sha1_base64="xq7FhCX+ria8vl41b1SsnaVIN7g="></latexit>

= lim
i!1

kxki � T (xki)k+ lim
i!1

kT (xki)� T (x)k
<latexit sha1_base64="bfsBSAxQIOJPEezWK7bs4wn3Awo="></latexit>

lim
n!1

(an + bn) = lim
n!1

an + lim
n!1

bn 参考文献
問題1.4.4 (2)

<latexit sha1_base64="nN44mBELhTl9BstK7y+M1ILeQdY="></latexit>

lim
k!1

kxk � T (xk)k = 0



証明 ③
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<latexit sha1_base64="SBrq/seSdcnIdGjmS+IJLLVGHmo="></latexit>

9(xki) ⇢ (xk) : xki * x 2 H

<latexit sha1_base64="mHpXOL7J7s0CAMlRkQEQVyCcq2c="></latexit>

lim
i!1

kxki � xk < lim
i!1

kxki � T (x)k

<latexit sha1_base64="GizBkA3ion9U5OlZ/2VdlKkWmWU="></latexit>

x 6= T (x)

<latexit sha1_base64="43862YaYggVHPP1uWGsTgWY+nd4="></latexit>

 lim
i!1

{kxki � T (xki)k+ kT (xki)� T (x)k}
<latexit sha1_base64="xq7FhCX+ria8vl41b1SsnaVIN7g="></latexit>

= lim
i!1

kxki � T (xki)k+ lim
i!1

kT (xki)� T (x)k
<latexit sha1_base64="98D+CoZwWWc4msbZTtG1XtCN0xY="></latexit>

= lim
i!1

kT (xki)� T (x)k
<latexit sha1_base64="IMU1sUtIAXT17KE3yPiB1O44b0A="></latexit>

 lim
i!1

kxki � xk
矛盾T : 非拡大



証明

① 近似法で⽣成される点列が有界であることを⽰す
（よく使う不等式・等式）

② 弱収束する部分列が存在する（ヒルベルト空間の
定義）

③ 弱収束先が不動点になることを⽰す (オピアルの
定理) 背理法

④ 全体点列の弱収束先も不動点になることを⽰す (
オピアルの定理)
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<latexit sha1_base64="SBrq/seSdcnIdGjmS+IJLLVGHmo="></latexit>

9(xki) ⇢ (xk) : xki * x 2 H

<latexit sha1_base64="GizBkA3ion9U5OlZ/2VdlKkWmWU="></latexit>

x 6= T (x)
<latexit sha1_base64="B5iRi8shMacn7MpsZntKppY64ws="></latexit>

x = T (x)



証明 ④

全体点列が x に弱収束する
⇔ すべての弱収束する部分列の収束先が x
（参考⽂献 定理 5.4.1）

背理法
オピアルの定理

© Meiji University,All rights reserved. 

<latexit sha1_base64="QfJ4dhVAT0Hd+bNI0nYgiaSu8ss="></latexit>

9(xki) ⇢ (xk) : xki * x 2 Fix(T )
<latexit sha1_base64="q8HRC4bHWGKqUOJUFICVIIfklhY="></latexit>

9(xkj ) ⇢ (xk) : xkj * z
<latexit sha1_base64="CPF7THOHSIR5A3AQvNkwo0iXZ80="></latexit>

2 Fix(T )

<latexit sha1_base64="2ppQ/Z4WJ4pltRoECrBApt9klhI="></latexit>

=) x = z

<latexit sha1_base64="yBWYw8ZtUbACWjsKdAfGdHi+KZM="></latexit>

x 6= z
<latexit sha1_base64="T4unDTNyZuyPQ1gH5pwAbOPF2ZM="></latexit>

9 lim
k!1

kxk � xk (x 2 Fix(T ))

<latexit sha1_base64="8FK07EtVLSFJJ7rYOGJjgFHuoeI="></latexit>

lim
i!1

kxki � xk < lim
i!1

kxki � zk

証明③の議論



証明 ④

全体点列が x に弱収束する
⇔ すべての弱収束する部分列の収束先が x
（参考⽂献 定理 5.4.1）

背理法
オピアルの定理

© Meiji University,All rights reserved. 

<latexit sha1_base64="QfJ4dhVAT0Hd+bNI0nYgiaSu8ss="></latexit>

9(xki) ⇢ (xk) : xki * x 2 Fix(T )
<latexit sha1_base64="q8HRC4bHWGKqUOJUFICVIIfklhY="></latexit>

9(xkj ) ⇢ (xk) : xkj * z
<latexit sha1_base64="CPF7THOHSIR5A3AQvNkwo0iXZ80="></latexit>

2 Fix(T )

<latexit sha1_base64="2ppQ/Z4WJ4pltRoECrBApt9klhI="></latexit>

=) x = z

<latexit sha1_base64="yBWYw8ZtUbACWjsKdAfGdHi+KZM="></latexit>

x 6= z
<latexit sha1_base64="T4unDTNyZuyPQ1gH5pwAbOPF2ZM="></latexit>

9 lim
k!1

kxk � xk (x 2 Fix(T ))

<latexit sha1_base64="FNxKicQLlf3kOV3VbuXXYoy70LI="></latexit>

lim
k!1

kxk � xk < lim
k!1

kxk � zk



証明 ④
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<latexit sha1_base64="QfJ4dhVAT0Hd+bNI0nYgiaSu8ss="></latexit>

9(xki) ⇢ (xk) : xki * x 2 Fix(T )
<latexit sha1_base64="Yc6kBiKg/0FY7FISGrr75RsZLkg="></latexit>

9(xkj ) ⇢ (xk) : xkj * z 2 Fix(T )
<latexit sha1_base64="yBWYw8ZtUbACWjsKdAfGdHi+KZM="></latexit>

x 6= z
<latexit sha1_base64="FNxKicQLlf3kOV3VbuXXYoy70LI="></latexit>

lim
k!1

kxk � xk < lim
k!1

kxk � zk
<latexit sha1_base64="ndHfMACIchd9D+/HwMMIH+JQSLA="></latexit>

= lim
j!1

kxkj � zk

<latexit sha1_base64="R4eWZp+8r7vSIWwAjHs9hZRNOVg="></latexit>

9 lim
k!1

kxk � zk

<latexit sha1_base64="ns2n44aEE0Sx9YcdDLaIc248ucM="></latexit>

< lim
j!1

kxkj � xk

<latexit sha1_base64="yBWYw8ZtUbACWjsKdAfGdHi+KZM="></latexit>

x 6= z : オピアルの定理
<latexit sha1_base64="6jdVxTOhkVg0YXPavDlVEHr13nQ="></latexit>

= lim
k!1

kxk � xk

矛盾
<latexit sha1_base64="aAGlDz5txZNo6q02XkHzaa2JA+Q="></latexit>) x = z
<latexit sha1_base64="v0iPl8cPxlCg9NmbmwjZtl27Vic="></latexit>

) xk * x 2 Fix(T )



Krasnoselʼskiĭ-Mann 不動点近似法の収束率
H: ヒルベルト空間
T: H → H, ⾮拡⼤写像, Fix(T)≠∅
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<latexit sha1_base64="A0Soh5j3Eq1HLFV9oatZVgRYc14="></latexit>

x0 2 H,

xk+1 = ↵xk + (1� ↵)T (xk)

<latexit sha1_base64="XbVR60xxDab6FDQxzAUzGKDbmMQ="></latexit>

↵ 2 (0, 1)

<latexit sha1_base64="8gKlZx1I4R3ZsJBVBJFUYRaJneo="></latexit>

=) kxk � T (xk)k = O

✓
1
p
k

◆



証明
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<latexit sha1_base64="RHkZ4+wlfAOdlDrmoB4gmWuEnME="></latexit>

8k 2 N, kxk+1 � T (xk+1)k  kxk � T (xk)k
<latexit sha1_base64="cAMuVYGuSrdr2t9tBySHrA41VhM=">AAACi3ichVHLSsNAFD2N7/po1Y3gRiwVV2VaRUVciCK4rK19QFtKMo51aJqEJC1o8QdcunGhGwUX4gf4AW78ARd+gris4MaFt2lAtFhvyMyZM/fc5HA0S5eOy9hLQOnrHxgcGh4Jjo6NT4TCk1NZx6zbXGS4qZt2XlMdoUtDZFzp6iJv2UKtabrIadXt9n2uIWxHmsa+e2yJUk2tGPJQctUlKl/UBFfrjiiHIyzGvJrrBnEfRO BX0gw/oIgDmOCoowYBAy5hHSocegqIg8EiroQmcTYh6d0LnCJI2jp1CepQia3SWqFTwWcNOrdnOp6a01d0em1SziHKntkda7Ends9e2eefs5rejPa/HNOudbTCKofOZtIf/6pqtLs4+lb1UGjU3duTi0OseV4kebM8pu2Sd+Y3Ti5a6fVUtLnAbtgb+btmL+yRHBqNd367J1KXCFJA8d9xdINsIhZfiSX2liObW35Uw5jFPBYpj1VsYhdJZLwcznGJK2VcWVLWlY1OqxLwNdP4UcrOF6dskvg=</latexit>*

<latexit sha1_base64="/wuiuYmxQN0JaiYkgquVOsKOnAo="></latexit>

kxk+1 � T (xk+1)k
= k↵xk + (1� ↵)T (xk)� T (xk+1)k
= k↵(xk � T (xk+1)) + (1� ↵)(T (xk)� T (xk+1))k

<latexit sha1_base64="UAjTZoLGEguxKawv+ky1JFU9CaE="></latexit>

 ↵kxk � T (xk+1)k+ (1� ↵)kT (xk)� T (xk+1)k
三角不等式

<latexit sha1_base64="DE+rcOXeBKSlSCUXl/AuQ0xUHYw="></latexit>

 ↵kxk � T (xk+1)k+ (1� ↵)kxk � xk+1k
T: 非拡大



証明
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<latexit sha1_base64="RHkZ4+wlfAOdlDrmoB4gmWuEnME="></latexit>

8k 2 N, kxk+1 � T (xk+1)k  kxk � T (xk)k
<latexit sha1_base64="cAMuVYGuSrdr2t9tBySHrA41VhM=">AAACi3ichVHLSsNAFD2N7/po1Y3gRiwVV2VaRUVciCK4rK19QFtKMo51aJqEJC1o8QdcunGhGwUX4gf4AW78ARd+gris4MaFt2lAtFhvyMyZM/fc5HA0S5eOy9hLQOnrHxgcGh4Jjo6NT4TCk1NZx6zbXGS4qZt2XlMdoUtDZFzp6iJv2UKtabrIadXt9n2uIWxHmsa+e2yJUk2tGPJQctUlKl/UBFfrjiiHIyzGvJrrBnEfRO BX0gw/oIgDmOCoowYBAy5hHSocegqIg8EiroQmcTYh6d0LnCJI2jp1CepQia3SWqFTwWcNOrdnOp6a01d0em1SziHKntkda7Ends9e2eefs5rejPa/HNOudbTCKofOZtIf/6pqtLs4+lb1UGjU3duTi0OseV4kebM8pu2Sd+Y3Ti5a6fVUtLnAbtgb+btmL+yRHBqNd367J1KXCFJA8d9xdINsIhZfiSX2liObW35Uw5jFPBYpj1VsYhdJZLwcznGJK2VcWVLWlY1OqxLwNdP4UcrOF6dskvg=</latexit>*
<latexit sha1_base64="7omZ2f4LP6mXc06UszM49oG5EG0=">AAADv3icpVJNT9RAGH6XosL6waIXEy8TNmyWEDZTQoR4Qrl45GuBhCGbaRmWZqfT0nYX1u7+Af8AB06QeDD+DC/4AzzwE4wHD5ioiQffmZYQJKKJ07TzzjPP877zvB0nlF6cUHpWGLAGb92+MzRcvHvv/oOR0ujDtThoR66ou4EMog2Hx0J6StQTL5FiI4wE9x0p1p3Wgt5f74go9gK1mnRDseXzpvJ2PJcnCDVKboXttfk2Yb 2DRtqatPtkiqxW83gCYcaKFSbFHmFchrvcEFtXSKxHJknVJlMZY+KCke+zXqNUpjVqBrke2HlQhnwsBqOFMWCwDQG40AYfBChIMJbAIcZnE2ygECK2BSliEUae2RfQhyJq28gSyOCItvDbxNVmjipc65yxUbtYReIboZLAOP1I39Jzekrf0U/05x9zpSaHPksXZyfTirAx8vrxyre/qnycE9i9VN2gcJB9s6cEdmDOePHQW2gQ7dLN8ndeHZ6vPFseTyv0hH5Gf8f0jL5Hh6rz1X2zJJaPTHaFmn3TDd+cT2H/U8R1d5sGOcB8GgmwhkBUe9B9u+jnPtbXriTOvonj/O9c6vv/VEv7+J9amb6P987+/ZZdD9ama/bT2szSTHn+RX4Dh+AJjEEVb9kszMNLWIQ6nvYDfIHv8MN6bjUtZYUZdaCQax7BlWF1fwEUL97e</latexit>

kxk+1 � T (xk+1)k
 ↵kxk � T (xk+1)k+ (1� ↵)kxk � xk+1k

<latexit sha1_base64="ezgOd8ee1xW3Nc7I00Dh22q6vzc=">AAADxXicpVJLb9NAEJ7UPEp4NIVLJS6rRo1SVY3WVQWIU0UPcOwrbaVuZdnuNl1l/ai9SVOciDt/gAMnkDggfgYXbpw49CcgjgVxQS2za6MCEQWJteyd/Wa+mf3G48VSpIrSo9KIdeHipcujV8pXr12/MVYZv7meRp3E500/klGy6bkplyLkTSWU5Jtxwt3Ak3zDay9q/0aXJ6mIwjV1GPPtwG2FYlf4rkLIqYgak3yfMFfGey 5h/Z7TJrOk52TtGXvA+mTmZ5cB0b1WL+xp1mesXGP7HXeHYGzdJrN5/PRQKqdSpQ1qFhk27MKoQrGWovHSJDDYgQh86EAAHEJQaEtwIcVnC2ygECO2DRliCVrC+DkMoIzcDkZxjHARbeO3haetAg3xrHOmhu1jFYlvgkwCU/QDfU2P6Tv6hn6k3/6YKzM59F0OcfdyLo+dsacTq1//ygpwV7B3xjqH4WH0+ZoU7MI9o0WgttggWqWf5+8+fna8en9lKqvRl/QT6ntBj+hbVBh2P/uvlvnKc5M9RM6B6UZg7hdi/zPEdXdbBulhPo1EWIMjqjXovv3o5wHW16ok7oGx0+LvnPEH/1RL6/ifWjl/gHNn/z5lw8b6XMO+05hfnq8uPCgmcBRuwyTUccruwgI8giVo4m3fwxc4gVProRVYyurmoSOlgnMLflnWk+9HW+FC</latexit>

 ↵kxk � xk+1k+ ↵kxk+1 � T (xk+1)k
+ (1� ↵)kxk � xk+1k

<latexit sha1_base64="+BylspYfohnl1YZsajNiUIcHLwM="></latexit>

kxk � xk+1k = kxk � ↵xk � (1� ↵)T (xk)k
= (1� ↵)kxk � T (xk)k



証明

© Meiji University,All rights reserved. 

<latexit sha1_base64="RHkZ4+wlfAOdlDrmoB4gmWuEnME="></latexit>

8k 2 N, kxk+1 � T (xk+1)k  kxk � T (xk)k
<latexit sha1_base64="cAMuVYGuSrdr2t9tBySHrA41VhM=">AAACi3ichVHLSsNAFD2N7/po1Y3gRiwVV2VaRUVciCK4rK19QFtKMo51aJqEJC1o8QdcunGhGwUX4gf4AW78ARd+gris4MaFt2lAtFhvyMyZM/fc5HA0S5eOy9hLQOnrHxgcGh4Jjo6NT4TCk1NZx6zbXGS4qZt2XlMdoUtDZFzp6iJv2UKtabrIadXt9n2uIWxHmsa+e2yJUk2tGPJQctUlKl/UBFfrjiiHIyzGvJrrBnEfRO BX0gw/oIgDmOCoowYBAy5hHSocegqIg8EiroQmcTYh6d0LnCJI2jp1CepQia3SWqFTwWcNOrdnOp6a01d0em1SziHKntkda7Ends9e2eefs5rejPa/HNOudbTCKofOZtIf/6pqtLs4+lb1UGjU3duTi0OseV4kebM8pu2Sd+Y3Ti5a6fVUtLnAbtgb+btmL+yRHBqNd367J1KXCFJA8d9xdINsIhZfiSX2liObW35Uw5jFPBYpj1VsYhdJZLwcznGJK2VcWVLWlY1OqxLwNdP4UcrOF6dskvg=</latexit>*

<latexit sha1_base64="+BylspYfohnl1YZsajNiUIcHLwM="></latexit>

kxk � xk+1k = kxk � ↵xk � (1� ↵)T (xk)k
= (1� ↵)kxk � T (xk)k

<latexit sha1_base64="vh+lXMmrJKvXXDH7xNG+ko+VeC8="></latexit>

kxk+1 � T (xk+1)k
 kxk � xk+1k+ ↵kxk+1 � T (xk+1)k
= (1� ↵)kxk � T (xk)k+ ↵kxk+1 � T (xk+1)k



証明
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<latexit sha1_base64="RHkZ4+wlfAOdlDrmoB4gmWuEnME="></latexit>

8k 2 N, kxk+1 � T (xk+1)k  kxk � T (xk)k
<latexit sha1_base64="cAMuVYGuSrdr2t9tBySHrA41VhM=">AAACi3ichVHLSsNAFD2N7/po1Y3gRiwVV2VaRUVciCK4rK19QFtKMo51aJqEJC1o8QdcunGhGwUX4gf4AW78ARd+gris4MaFt2lAtFhvyMyZM/fc5HA0S5eOy9hLQOnrHxgcGh4Jjo6NT4TCk1NZx6zbXGS4qZt2XlMdoUtDZFzp6iJv2UKtabrIadXt9n2uIWxHmsa+e2yJUk2tGPJQctUlKl/UBFfrjiiHIyzGvJrrBnEfRO BX0gw/oIgDmOCoowYBAy5hHSocegqIg8EiroQmcTYh6d0LnCJI2jp1CepQia3SWqFTwWcNOrdnOp6a01d0em1SziHKntkda7Ends9e2eefs5rejPa/HNOudbTCKofOZtIf/6pqtLs4+lb1UGjU3duTi0OseV4kebM8pu2Sd+Y3Ti5a6fVUtLnAbtgb+btmL+yRHBqNd367J1KXCFJA8d9xdINsIhZfiSX2liObW35Uw5jFPBYpj1VsYhdJZLwcznGJK2VcWVLWlY1OqxLwNdP4UcrOF6dskvg=</latexit>*

<latexit sha1_base64="vh+lXMmrJKvXXDH7xNG+ko+VeC8="></latexit>

kxk+1 � T (xk+1)k
 kxk � xk+1k+ ↵kxk+1 � T (xk+1)k
= (1� ↵)kxk � T (xk)k+ ↵kxk+1 � T (xk+1)k

<latexit sha1_base64="N2NMfz5NJbla1L9kassvGs3X+7U="></latexit>

) kxk+1 � T (xk+1)k  kxk � T (xk)k



証明

© Meiji University,All rights reserved. 

<latexit sha1_base64="RHkZ4+wlfAOdlDrmoB4gmWuEnME="></latexit>

8k 2 N, kxk+1 � T (xk+1)k  kxk � T (xk)k
①

<latexit sha1_base64="Z7/qjbVKB1pJrm5i3/FqBr+0Ay0="></latexit>

x 2 Fix(T ),

kxk+1 � xk2  kxk � xk2 � ↵(1� ↵)kT (xk)� xkk2

<latexit sha1_base64="hA8UCXxvhfzs/pVCtaGvCx7ansg="></latexit>

↵(1� ↵)kT (xk)� xkk2  kxk � xk2 � kxk+1 � xk2
<latexit sha1_base64="DkfRGMPW/IofXAGnX3YGDmPcDz8="></latexit>

↵(1� ↵)
nX

k=1

kT (xk)� xkk2 
nX

k=1

�
kxk � xk2 � kxk+1 � xk2

 

<latexit sha1_base64="/v6ITBpx/O4ol+eoxlxZyi+xSXM="></latexit>

= kx1 � xk2 � kxn+1 � xk2

 kx1 � xk2



証明

© Meiji University,All rights reserved. 

<latexit sha1_base64="RHkZ4+wlfAOdlDrmoB4gmWuEnME="></latexit>

8k 2 N, kxk+1 � T (xk+1)k  kxk � T (xk)k
<latexit sha1_base64="9UddPZRdWcwkCy/6hTyTy+4VJzQ="></latexit>

↵(1� ↵)
nX

k=1

kT (xk)� xkk2  kx1 � xk2

<latexit sha1_base64="ke0Z2ddg8Elj24eht2GXmJLnrCA="></latexit>

↵(1� ↵)nkT (xn)� xnk2  kx1 � xk2

<latexit sha1_base64="CJWIJil9dtRFAzkdpRjyl8a8Gac="></latexit>

� kT (xn)� xnk2

<latexit sha1_base64="2aasD2h4fS/2nykimpsAEOaNa9I="></latexit>

kT (xn)� xnk2  kx1 � xk2

↵(1� ↵)n
<latexit sha1_base64="VJt3rO0zhINQwgcewDyr2eZjpj4="></latexit>

) kT (xn)� xnk  kx1 � xkp
↵(1� ↵)n



【参考】適応⼿法の収束率
qAMSGrad (Adaptive Mean Square Gradient)

m凸最適化 (Reddi et al.; ICLR2018):

m⾮凸最適化 (Chen et al.; ICLR2019): 

qKrasnoselʼskiĭ-Mann 

© Meiji University,All rights reserved. 

<latexit sha1_base64="KZ1+zKZHdOg7boWKk5UXIfpNOs8="></latexit>

O

✓
1
p
k

◆
H.I.: Appropriate Learning Rates of Adaptive
Learning Rate Optimization Algorithms for
Training Deep Neural Networks, IEEE
Transactions on Cybernetics (2021)

<latexit sha1_base64="M4ydUKHMTFUZCPO2pBrvc+2x3G8="></latexit>

1

T

 
X

t2T
ft(xt)� f?

!
= O

 r
1 + log T

T

!
<latexit sha1_base64="sJ6dwyCJl37Mgk0ItKqX5X/U4OI="></latexit>

O

✓
1

p
T

◆

<latexit sha1_base64="QbGLjwNSPbNPUBsT1kuWjbHN/bA="></latexit>

min
k=1,2,...,n

E
⇥
krf(xk)k

2
⇤
= O

✓
log n
p
n

◆
<latexit sha1_base64="yVt+vjx09hNCVFHMlQBfFUWrVGk="></latexit>

O

✓
1
p
n

◆



ここまでのまとめ（Krasnoselʼskiĭ-Mann）

qKrasnoselʼskiĭ-Mann 不動点近似法

q⾮拡⼤写像のある不動点に弱収束することを
証明した

q収束率は

© Meiji University,All rights reserved. 

<latexit sha1_base64="jdXgVITRx13DzlkmQNks07ql93A="></latexit>

xk+1 = ↵xk + (1� ↵)T (xk)

<latexit sha1_base64="qg2cNCJPZ+ZZrim3cuycUIAeVcY=">AAADjXicpVLNThRBEK5lRBHBXeBi4mXCBoOXTY9BIcQYIol45G+BhMFNz9Dsdname9LTuyxM5gV8AQ6cNOFgfAZPJuoLeOARjEdMvHiwuncMUQKa2JOZqv66vqr+aipIIp5qQk5LA861wes3hm4O3xoZvV2ujI1vpLKjQlYPZSTVVkBTFnHB6prriG0litE4iNhm0F4055tdplIuxbo+SNhOTJuC7/GQaoQaFa/XyNq56yvebOkWVYmU opO4vRd+qqlyfS5cP6a6peLsGe/l0+v3G5UqqRG73IuOVzhVKNayHCtNgg+7ICGEDsTAQIBGPwIKKT7b4AGBBLEdyBBT6HF7ziCHYeR2MIphBEW0jd8m7rYLVODe5EwtO8QqEb4KmS5Mkc/kDTkjn8hb8oX8uDRXZnOYuxygDfpcljTKL++sff8rK0aroXXOuoIRYPTVmjTswZzVwlFbYhGjMuzn7x4ena3Nr05l98hr8hX1vSKn5D0qFN1v4ckKWz222QVy9m03Yns/gf3PEDfdbVqkh/kMIrEGQ9RoMH371c99rG9URWhj66fF3znn5/9Uy+j4n1p9fo5z5/05ZRedjQc171FtZmWmuvC0mMAhuAuTMI1TNgsL8ByWoY63PYJ38AE+OmXnofPYedIPHSgVnAn4bTlLPwEixNAU</latexit>

xk * x? 2 Fix(T )

<latexit sha1_base64="OLVjN9/DoPVocV0YarHNzN9TgdU="></latexit>

kxk � T (xk)k = O

✓
1
p
k

◆



プログラミングの演習問題

© Meiji University,All rights reserved. 

<latexit sha1_base64="Kcrzfd+JM8vSyc4zstRRixmoqm4="></latexit>

Bi = B(ci, ri) (i = 1, 2, . . . ,m)
<latexit sha1_base64="PG5sBpoMORL+8/yRQgnrXTjx8wg="></latexit>

T1 = P1P2 · · ·Pm

T2 = P1

 
mX

i=2

wiPi

!

<latexit sha1_base64="UOnU7nkWuxNsNGblGK/cxn3uEcI="></latexit>

xk+1 = ↵xk + (1� ↵)T1(xk)

xk+1 = ↵xk + (1� ↵)T2(xk)

<latexit sha1_base64="dyzv4nQdAiEMaIooIK6MdyLM6AY="></latexit>

(wi) ⇢ (0, 1) :
mX

i=2

wi = 1

<latexit sha1_base64="zX6wNahALLtFGEMtcC0rFinb2v8="></latexit>

B =
m\

i=1

Bi

B ≠ ∅ ⇒ 挙動を調べてみましょう。
B = ∅ ⇒ 挙動を調べてみましょう。



最近の研究動向（多様体へ）

q深層ニューラルネットワークは通常
ユークリッド空間 (まっすぐな空間)

q⾃然⾔語処理へ応⽤する時
多様体 (曲がった空間)

での最適化が必要

q8/24 13:00ー リーマン多様
体上の最適化理論とその周辺
佐藤寛之先⽣

© Meiji University,All rights reserved. 



最近の研究動向（多様体へ）

q深層ニューラルネットワークは通常
ユークリッド空間 (まっすぐな空間)

q⾃然⾔語処理へ応⽤する時
多様体 (曲がった空間)

での最適化が必要
qリーマンAdam・リーマンAMSGrad

の開発に成功（既存⼿法よりも⾼性能）

© Meiji University,All rights reserved. 

Hiroyuki SAKAI, H.I.: Riemannian Adaptive Optimization
Algorithms and Its Applications to Natural Language
Processing, IEEE Transactions on Cybernetics(2021)



最近の研究動向（多様体上の不動点問題）

q2015年 6/27: 成島先⽣、佐藤先⽣との
研究打ち合わせ

q多様体上での⾮拡⼤写像の不動点問題
m射影ー射影先
m射影積ー射影先の共通部分
mリゾルベントーゼロ点集合
m⾃然な拡張ができる

q不動点最適化アルゴリズムを多様体へ拡張

© Meiji University,All rights reserved. これで講義はお終いです

H.I., Hiroyuki SAKAI : Riemannian Stochastic Fixed Point
Optimization Algorithm, submitted



付録

qオピアルの定理の証明
q例3 性質 1. の証明

© Meiji University,All rights reserved. 



オピアルの定理の証明

© Meiji University,All rights reserved. 

<latexit sha1_base64="Ubs2RjPVtH0iQXgjgrSlmlCfdNo="></latexit>

lim
n!1

kxn � xk < lim
n!1

kxn � yk

<latexit sha1_base64="4tFIpYcMEFsX9qhsa7X9fI0D3KQ="></latexit>

kxn � yk2 = k(xn � x) + (x� y)k2
<latexit sha1_base64="tux9c+epxbYtlREjDmrK1XhZfrQ="></latexit>

= kxn � xk2 + 2hxn � x, x� yi+ kx� yk2

<latexit sha1_base64="SHosHTaDX7Tthdxs0pf4CX64btA="></latexit>

2hxn � x, x� yi+ kx� yk2

= kxn � yk2 � kxn � xk2

= (kxn � yk+ kxn � xk)(kxn � yk � kxn � xk)
<latexit sha1_base64="4Co2nLorzIASdJKoEe2BZ8Tb8Zs="></latexit> M

<latexit sha1_base64="8yI957mQWoCRK3UmVyO1G2bxbG8="></latexit>

(kxn � yk � kxn � xk) ?<latexit sha1_base64="JMcG3pG0Y3PvSHFFokGXtSK8y5I=">AAADpHicpVLNThRBEK5l/EH8YdGLiZcOGwheNr1o1HAieuHAAVgXSBjc9Mw2sx1muic9PbuLk30BX8CDJ0g8GBNfwosPoAcOejceMfHCgereMUSJaGJPZqr66/qq+qupII1FZig9rIx5Fy5eujx+ZeLqtes3JqtTN9czleuQt0IVK70ZsIzHQvKWESbmm6nmLAlivhHsPrHnGz2uM6HkU7OX8u2ERVLsiJAZhNrVJT/gIcszTg ZtSXwtoq7pMp0qJfOUDIi/rGTkUKa16hMyh3F3iW/4wBRkgQQqlx3eGZJ2tUbr1C1y1mmUTg3KtaKmKtPgQwcUhJBDAhwkGPRjYJDhswUNoJAitg0FYho94c45DGECuTlGcYxgiO7iN8LdVolK3NucmWOHWCXGVyOTwAz9RN/QI/qBvqVf6fEfcxUuh73LHtpgxOVpe/LF7eaPv7IStAa6p6xzGAFGn6/JwA48cloEaksdYlWGo/y95y+PmgtrM8UsPaDfUN8+PaTvUaHsfQ9fr/K1Vy67RE7fdSNx95PY/wJx293IIQPMZxGFNTiiVoPt289+9rG+VRWjTZyflX/nlD/8p1pWx//UGvGHOHeN36fsrLM+X288qN9bvV9bfFxO4DjcgWmYwyl7CIuwBCvQwtu+g4/wGb54s96y1/Rao9CxSsm5Bb8s79kJWRHYpw==</latexit>

* xn * x =) (xn) : bounded



オピアルの定理の証明
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<latexit sha1_base64="Ubs2RjPVtH0iQXgjgrSlmlCfdNo="></latexit>

lim
n!1

kxn � xk < lim
n!1

kxn � yk

<latexit sha1_base64="i2kK0544cycz1YhTqZN3o8W1FgA="></latexit>

9n0 2 N : 8n � n0

<latexit sha1_base64="xWShiQZfGjYV7ei60Xd4GS1Ng40="></latexit>

xn * x =)

<latexit sha1_base64="jhDve7lRZG+MDIJCWNrxOhUSxYA="></latexit>

|hxn � x, x� yi|  " =
kx� yk2

4
<latexit sha1_base64="wLtD7XvybRyp04AT/PXSPkT9YI8="></latexit>

8n � n0,

2hxn � x, x� yi+ kx� yk2 � �2"+ kx� yk2
<latexit sha1_base64="IcY9qxchLrRV3JQ+PdWsSJ0gqV8="></latexit>

=
kx� yk2

2
> 0

<latexit sha1_base64="npqwmvuiw3BfrSz4FuAx8NUgfUE="></latexit>* x 6= y

<latexit sha1_base64="vdOcGipxBwMml7U/pHpvNa6Fr+k="></latexit>

" =
kx� yk2

4
> 0



オピアルの定理の証明
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<latexit sha1_base64="Ubs2RjPVtH0iQXgjgrSlmlCfdNo="></latexit>

lim
n!1

kxn � xk < lim
n!1

kxn � yk

<latexit sha1_base64="2tuNlBYm+ArVdHce9WwEyIJ54Mc="></latexit>

8n � n0
<latexit sha1_base64="iueGEzoj7Nz/6XsN0BD7nLBRl5g="></latexit>

0 < 2hxn � x, x� yi+ kx� yk2

= (kxn � yk+ kxn � xk)(kxn � yk � kxn � xk)
 M(kxn � yk � kxn � xk)

<latexit sha1_base64="7N8aSE3cdWJhVhTbojWxCsZhksw=">AAADu3icpVLLahRBFL2T9hHHRya6EdwUGTIImqFmElQEIejGjZCHkwTSsenuVCZtqqs7/ZjMOJkf8AdcuFJwIX6GCP6Ai3yCZJmIGxeequkQNBgFq+muU6fuubfO7fJiGaQZ53ulEevM2XPnRy+UL166fGWsMn51KY3yxBctP5JRsuK5qZCBEq0syKRYiRPhhp4Uy97WI72/3BFJGkTqadaLxVrotlWwEfhuBsqpOKxcazJbuq otBes6ik2x7m3WZVM9ZidD9hazdzXDegzoWRPEEwAEI9bete1yzd7O3XWkEdtHWzocMqdS5XVuBjsJGgWoUjHmovHSBNm0ThH5lFNIghRlwJJcSvGsUoM4xeDWqA8uAQrMvqABlaHNESUQ4YLdwreN1WrBKqx1ztSofVSReBMoGU3yL/w9P+Cf+Qf+lf/4Y66+yaHP0sPsDbUidsZeXl/8/ldViDmjzWPVKQoP0ad7ymiD7hkvAbzFhtEu/WH+zotXB4v3Fyb7Nf6W78PfG77HP8Kh6hz67+bFwmuTXUGzY7oRmvMp9L8PXne3bZgu8mkmQg0BVnvQfTvq5w7qa1cSc2hwWvydY/3gn2ppH/9Ta6gf4N41fr9lJ8FSs964U5+en6nOPixu4CjdoAm6iVt2l2bpMc1RC6f9RPt0SN+sB5ZvPbfkMHSkVGiu0S/Dyn8CwmrbcQ==</latexit>

2hxn � x, x� yi+ kx� yk2 +Mkxn � xk
 Mkxn � yk

<latexit sha1_base64="bIAuvWfAnH0qN8pJ1UthLNppBog="></latexit>

lim
n!1

�
2hxn � x, x� yi+ kx� yk2 +Mkxn � xk

 

 lim
n!1

Mkxn � yk



オピアルの定理の証明
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<latexit sha1_base64="Ubs2RjPVtH0iQXgjgrSlmlCfdNo="></latexit>

lim
n!1

kxn � xk < lim
n!1

kxn � yk

<latexit sha1_base64="bIAuvWfAnH0qN8pJ1UthLNppBog="></latexit>

lim
n!1

�
2hxn � x, x� yi+ kx� yk2 +Mkxn � xk

 

 lim
n!1

Mkxn � yk
<latexit sha1_base64="9w8utufZ4bCKo6LcOlJdeBnOU/8="></latexit>

lim
n!1

�
2hxn � x, x� yi+ kx� yk2 +Mkxn � xk

 

� lim
n!1

2hxn � x, x� yi+ lim
n!1

kx� yk2 + lim
n!1

Mkxn � xk

= kx� yk2 +M lim
n!1

kxn � xk
<latexit sha1_base64="36akpX6RD8hGQLoQEdwBa1ZsEc4="></latexit>

kx� yk2 +M lim
n!1

kxn � xk  M lim
n!1

kxn � yk



オピアルの定理の証明

© Meiji University,All rights reserved. 

<latexit sha1_base64="Ubs2RjPVtH0iQXgjgrSlmlCfdNo="></latexit>

lim
n!1

kxn � xk < lim
n!1

kxn � yk

<latexit sha1_base64="36akpX6RD8hGQLoQEdwBa1ZsEc4="></latexit>

kx� yk2 +M lim
n!1

kxn � xk  M lim
n!1

kxn � yk

<latexit sha1_base64="XUdbvNY0FmCd85hnYLe7TUoptMA="></latexit>

0 < kx� yk2  M

⇢
lim
n!1

kxn � yk � lim
n!1

kxn � xk
�

<latexit sha1_base64="vnr2uIjyRbYkwrBHGhfV+wTlGr8="></latexit>) lim
n!1

kxn � xk < lim
n!1

kxn � yk



例3 性質 1. の証明
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<latexit sha1_base64="IhnIVzozC+1kUXjq11xRbt4fyYs="></latexit>

T (x) = PC(x� �rf(x))

<latexit sha1_base64="lsXiqbi0OgRboLpbb8eOX15QfB4="></latexit>

Fix(T ) = argmin
x2C

f(x)

<latexit sha1_base64="AcDqhuFxF7ETuGFtm7gHXQhS7WU="></latexit>

Fix(T ) ⇢ argmin
x2C

f(x)

<latexit sha1_base64="cAMuVYGuSrdr2t9tBySHrA41VhM=">AAACi3ichVHLSsNAFD2N7/po1Y3gRiwVV2VaRUVciCK4rK19QFtKMo51aJqEJC1o8QdcunGhGwUX4gf4AW78ARd+gris4MaFt2lAtFhvyMyZM/fc5HA0S5eOy9hLQOnrHxgcGh4Jjo6NT4TCk1NZx6zbXGS4qZt2XlMdoUtDZFzp6iJv2UKtabrIadXt9n2uIWxHmsa+e2yJUk2tGPJQctUlKl/UBFfrjiiHIyzGvJrrBnEfRO BX0gw/oIgDmOCoowYBAy5hHSocegqIg8EiroQmcTYh6d0LnCJI2jp1CepQia3SWqFTwWcNOrdnOp6a01d0em1SziHKntkda7Ends9e2eefs5rejPa/HNOudbTCKofOZtIf/6pqtLs4+lb1UGjU3duTi0OseV4kebM8pu2Sd+Y3Ti5a6fVUtLnAbtgb+btmL+yRHBqNd367J1KXCFJA8d9xdINsIhZfiSX2liObW35Uw5jFPBYpj1VsYhdJZLwcznGJK2VcWVLWlY1OqxLwNdP4UcrOF6dskvg=</latexit>* <latexit sha1_base64="7uVmP2hlyuKGuMZ9LawfRpBzk2w="></latexit>

x 2 Fix(T ) () x = PC(x� �rf(x))

例1 性質 2.
<latexit sha1_base64="IEubxZZTg/8+3x/ONHqHLi5/mec="></latexit>

=)8y 2 C,

hx� �rf(x)� x, y � xi  0
<latexit sha1_base64="6o28Yf842OMKJBkBUFV9uZ0vpE0="></latexit>

() 8y 2 C, hrf(x), y � xi � 0



例3 性質 1. の証明
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<latexit sha1_base64="IhnIVzozC+1kUXjq11xRbt4fyYs="></latexit>

T (x) = PC(x� �rf(x))

<latexit sha1_base64="lsXiqbi0OgRboLpbb8eOX15QfB4="></latexit>

Fix(T ) = argmin
x2C

f(x)

<latexit sha1_base64="AcDqhuFxF7ETuGFtm7gHXQhS7WU="></latexit>

Fix(T ) ⇢ argmin
x2C

f(x)

<latexit sha1_base64="cAMuVYGuSrdr2t9tBySHrA41VhM=">AAACi3ichVHLSsNAFD2N7/po1Y3gRiwVV2VaRUVciCK4rK19QFtKMo51aJqEJC1o8QdcunGhGwUX4gf4AW78ARd+gris4MaFt2lAtFhvyMyZM/fc5HA0S5eOy9hLQOnrHxgcGh4Jjo6NT4TCk1NZx6zbXGS4qZt2XlMdoUtDZFzp6iJv2UKtabrIadXt9n2uIWxHmsa+e2yJUk2tGPJQctUlKl/UBFfrjiiHIyzGvJrrBnEfRO BX0gw/oIgDmOCoowYBAy5hHSocegqIg8EiroQmcTYh6d0LnCJI2jp1CepQia3SWqFTwWcNOrdnOp6a01d0em1SziHKntkda7Ends9e2eefs5rejPa/HNOudbTCKofOZtIf/6pqtLs4+lb1UGjU3duTi0OseV4kebM8pu2Sd+Y3Ti5a6fVUtLnAbtgb+btmL+yRHBqNd367J1KXCFJA8d9xdINsIhZfiSX2liObW35Uw5jFPBYpj1VsYhdJZLwcznGJK2VcWVLWlY1OqxLwNdP4UcrOF6dskvg=</latexit>*

<latexit sha1_base64="iDvyOsXFFHTGnskCao+Laq7RjqA="></latexit>

() x 2 argmin
y2C

f(y)

<latexit sha1_base64="m621Ne1CG0AG5HAuyrwaIYiuVyY="></latexit>

x 2 Fix(T ) =) 8y 2 C, hrf(x), y � xi � 0
<latexit sha1_base64="iESN/fTBz6Zwe7RcDlbhGVIycAg="></latexit>

f : convex () 8y 2 H, f(y) � f(x) + hy � x,rf(x)i
<latexit sha1_base64="tQoi0WQJ71ueICSJ1brkxX0hjQU="></latexit>

=)8y 2 C,

f(y) � f(x) + hy � x,rf(x)i
<latexit sha1_base64="2IxnTghi7VtGIeqxzKnXokqLBiI="></latexit>

� f(x)
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<latexit sha1_base64="IhnIVzozC+1kUXjq11xRbt4fyYs="></latexit>

T (x) = PC(x� �rf(x))

<latexit sha1_base64="lsXiqbi0OgRboLpbb8eOX15QfB4="></latexit>

Fix(T ) = argmin
x2C

f(x)

<latexit sha1_base64="cAMuVYGuSrdr2t9tBySHrA41VhM=">AAACi3ichVHLSsNAFD2N7/po1Y3gRiwVV2VaRUVciCK4rK19QFtKMo51aJqEJC1o8QdcunGhGwUX4gf4AW78ARd+gris4MaFt2lAtFhvyMyZM/fc5HA0S5eOy9hLQOnrHxgcGh4Jjo6NT4TCk1NZx6zbXGS4qZt2XlMdoUtDZFzp6iJv2UKtabrIadXt9n2uIWxHmsa+e2yJUk2tGPJQctUlKl/UBFfrjiiHIyzGvJrrBnEfRO BX0gw/oIgDmOCoowYBAy5hHSocegqIg8EiroQmcTYh6d0LnCJI2jp1CepQia3SWqFTwWcNOrdnOp6a01d0em1SziHKntkda7Ends9e2eefs5rejPa/HNOudbTCKofOZtIf/6pqtLs4+lb1UGjU3duTi0OseV4kebM8pu2Sd+Y3Ti5a6fVUtLnAbtgb+btmL+yRHBqNd367J1KXCFJA8d9xdINsIhZfiSX2liObW35Uw5jFPBYpj1VsYhdJZLwcznGJK2VcWVLWlY1OqxLwNdP4UcrOF6dskvg=</latexit>*

<latexit sha1_base64="vWd/NTcqDrt8Tdk2YPPkA5VH3Mw="></latexit>

Fix(T ) � argmin
x2C

f(x)
<latexit sha1_base64="k1e4uqIWhOPBbKAVIa0GJKl7HVs="></latexit>

x 2 argmin
y2C

f(y) =) 8y 2 C,
<latexit sha1_base64="pWOz5LA6iyic/CqusIvnYChpXnk="></latexit>

f(x) � f(y) + hx� y,rf(y)i

f: 凸

<latexit sha1_base64="o0IWnyIJWHPqL54CYHR64QrQuQs="></latexit>

=)8y 2 C,

hy � x,rf(y)i � 0
<latexit sha1_base64="F5gKA+s+3YEX9azqRX9n7k6yyd8="></latexit>

=)8y 2 C,

hy � x,rf(x)i � 0

補助定理6.1.7
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<latexit sha1_base64="IhnIVzozC+1kUXjq11xRbt4fyYs="></latexit>

T (x) = PC(x� �rf(x))

<latexit sha1_base64="lsXiqbi0OgRboLpbb8eOX15QfB4="></latexit>

Fix(T ) = argmin
x2C

f(x)

<latexit sha1_base64="cAMuVYGuSrdr2t9tBySHrA41VhM=">AAACi3ichVHLSsNAFD2N7/po1Y3gRiwVV2VaRUVciCK4rK19QFtKMo51aJqEJC1o8QdcunGhGwUX4gf4AW78ARd+gris4MaFt2lAtFhvyMyZM/fc5HA0S5eOy9hLQOnrHxgcGh4Jjo6NT4TCk1NZx6zbXGS4qZt2XlMdoUtDZFzp6iJv2UKtabrIadXt9n2uIWxHmsa+e2yJUk2tGPJQctUlKl/UBFfrjiiHIyzGvJrrBnEfRO BX0gw/oIgDmOCoowYBAy5hHSocegqIg8EiroQmcTYh6d0LnCJI2jp1CepQia3SWqFTwWcNOrdnOp6a01d0em1SziHKntkda7Ends9e2eefs5rejPa/HNOudbTCKofOZtIf/6pqtLs4+lb1UGjU3duTi0OseV4kebM8pu2Sd+Y3Ti5a6fVUtLnAbtgb+btmL+yRHBqNd367J1KXCFJA8d9xdINsIhZfiSX2liObW35Uw5jFPBYpj1VsYhdJZLwcznGJK2VcWVLWlY1OqxLwNdP4UcrOF6dskvg=</latexit>*

<latexit sha1_base64="vWd/NTcqDrt8Tdk2YPPkA5VH3Mw="></latexit>

Fix(T ) � argmin
x2C

f(x)
<latexit sha1_base64="k1e4uqIWhOPBbKAVIa0GJKl7HVs="></latexit>

x 2 argmin
y2C

f(y) =) 8y 2 C,
f: 凸

<latexit sha1_base64="S6JiKQYiKbyctfroodoJyIQU5pY="></latexit>

hy � x,rf(x)i � 0
<latexit sha1_base64="IEubxZZTg/8+3x/ONHqHLi5/mec="></latexit>

=)8y 2 C,

hx� �rf(x)� x, y � xi  0
<latexit sha1_base64="RlitbOB3nWJ8ylAU9aa9AKf6eG4="></latexit>

() x = PC(x� �rf(x))
<latexit sha1_base64="8p6m65XZ9sSvRbRsfWgSBr5ZR/Y="></latexit>

() x = T (x)

例1 性質 2.


