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確率場の幾何
統計的発見のための積分幾何学

栗 木 哲

1. はじめに

ベクトル t = (t1, . . . , tn) を添字に持つ確率変
数X(t), t ∈M ⊂ Rn (n次元ユークリッド空間)

は，確率場 (random field) とよばれる．R. Alder

は 1981年の先駆的な著書1)で，関数 t 7→ X(t)が
確率 1でなめらかな関数である場合に，確率場の
「幾何化」を通して，確率場にまつわる確率分布，
特に最大値の分布の近似計算が可能であることを
示した．本稿では，この確率場の幾何の考え方と，
そのデータ解析への応用について紹介する．

2. 変化点問題

データ解析への応用の一つは，信号 (変化点) の
検出問題である．2013年 3月 14日に，最後の素
粒子であるヒッグス粒子 (Higgs boson) の発見が
アナウンスされた．図 1はCERNホームページで
公表されている実験データである．横軸を素粒子
の質量として，図の上側には素粒子の観測数とそ
の平滑値，また下側には，観測に伴う系統誤差を
差し引いた残差が示されている．下の図において，
0から大きい乖離が見られるとき素粒子の存在が
示唆されるが，そこで問題となるのは，どのくら
いの乖離があれば大きいと判断してよいか，とい
う閾値の決定問題である．
このような実験データの解析でしばしば行われ
るのは，その乖離が 2σ (標準誤差 σの 2倍) を超

図 1 ヒッグス粒子の探索 (Copyright CERN)

えたとき，有意と判断する手順である．しかしな
がら新素粒子の質量は事前には特定されていない
ため，広い領域の探索が必要となり，その理由の
ためしばしば見せかけの発見が生じることが知ら
れている．この現象は，実験物理では LEE (look-

elsewhere effect; どこでも効果) とよばれている
が，統計学においても検定の多重性として古くか
ら認識されている．
この問題に対して統計的有意性を保証できるよう
な乖離の閾値は，探索する領域の大きさを考慮する
形で，統計量の探索領域での最大値maxt∈M X(t)

の確率分布に基づき決定できる．いまの場合X(t)

は図 1の下図の残差過程である．素粒子実験では
経験的に 5σが閾値として用いられている．本稿で
説明する幾何的な方法で最大値 maxt∈M X(t)の
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図 2 イネの生殖隔離障壁の探索
(統計量の値を濃淡で表示，

横軸：第 1染色体，縦軸：第 6染色体, 単位：cM)

近似分布を求めると，検定の多重性を考慮した p

値の評価ができる6)．
次に添字集合が 2次元の確率場の例を図 2に示

す．遺伝学の基本的な仮説として，いくつかの遺
伝子が特定の遺伝子型をとる場合，その個体は生
育できないような組合せが存在するというものが
ある．この現象は生殖隔離障壁とよばれ，生物学
的種を定義するものと考えられている．イネは 12

の染色体を持つ．ここで紹介する研究では，12の
染色体の 994遺伝子座について，すべての組合せ
について，実際に生存するイネの個体数の，当該
組合せが致死遺伝子でないという仮定の下での期
待度数からの乖離を，自由度 4のカイ 2乗統計量
として定量化した．図 2は第 1染色体と第 6染色
体の組み合わせについて，カイ 2乗統計量をプロッ
トしたものである．検証実験によって，図中に濃
く示された最大値は真の生殖隔離障壁であり，そ
れ以外の極大点は偽陽性であることが判明してい
る．ここでも確率場の最大値分布を求めることに
よって，有意性を見積もることができる3)．

3. スタイナーの公式とミンコフスキー汎関数

応用から一旦離れて，これから確率場の幾何の
数理を概観していこう．まずは古典的な積分幾何
学の言葉を準備する．M を RN の有界な閉集合
とする．M からの距離が ρ以下であるようなRN

の点の全体を，M のまわりの半径 ρのチューブ

図 3 チューブ

Tube(M,ρ) =
{
x ∈ RN | min

y∈M
‖y− x‖ ≤ ρ

}
という (図 3)．
もしM が凸集合でないならば，ρ の値を 0 か
ら増やしていくと，ある値を境に自己交差が生じ
る (図 4)．そのような値を臨界半径 ρc とよぶ.

半径 ρが ρc以下の場合，チューブ Tube(M,ρ)

の体積は，M が埋め込まれている外側の空間の次
元の次数の多項式で与えられることが知られてい
る．これをスタイナーの公式 (Steiner’s formula)

という：

VolN (Tube(M,ρ)) =
N∑
j=0

ρj
(
N

j

)
Mj(M)

=

n∑
j=0

ρN−jωN−jLj(M), ρ ∈ [0, ρc].

(1)

ここで n = dimM，また ωd = πd/2/Γ(d/2 + 1)

は Rd の単位球の体積．多項式の係数 Mj(M)

をM の j 次ミンコフスキー汎関数 (Minkowski

functional)，Lj(M) をリプシッツ・キリング曲
率 (Lipschitz-Killing curvature)とよぶ．Lj(M)

は外側の空間の次元 N に依存せず定義されるこ
とに注意する．また，ガウス・ボンネの定理より
MN (M)/ωN = L0(M)は集合M のオイラー標
数 χ(M)に一致する．
ここでオイラー標数について簡単に説明する．

M

M

図 4 チューブの自己交差
(左：大域的自己交差，右：局所的自己交差)
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有界な閉集合 Aのオイラー標数 χ(A)は，次のよ
うに再帰的に定義される：

χ(A) =



0 (A = ∅),

1 (Aは可縮集合),

χ(A1) + χ(A2)− χ(A1 ∩A2)

(A = A1 ∪A2).

ここで可縮とは，1点に連続的に収縮可能 (1点集
合とホモトピー同値)なことをいい，例えば閉球は
可縮である．特に集合が 3次元以下の場合，β0(A)
を連結成分数，β1(A) をホールの数 (1 次元集合
では 0)，β2(A)を空洞の数 (1,2次元集合では 0)

とおくと，

χ(A) = β0(A)− β1(A) + β2(A)

がなりたつ．
ところでスタイナーの公式 (1) の右辺は，ρが

ρcを超えた場合にも意味を持つ．中心を x, 半径 ρ

の閉球をB(x, ρ)で表す．xの集合M からの距離
が ρ以下であることとM ∩B(x, ρ)が空集合でな
いことは同値であるため，VolN (Tube(M,ρ)) =∫
RN 1(M∩B(x, ρ) 6= ∅)dx，ここで関数1(·)は引
数の命題の真偽に応じて 1または 0を返す関数であ
る．さらに ρ ≤ ρcの範囲では，集合M ∩B(x, ρ)

は空集合でなければ常に可縮でオイラー標数が 1と
なるため，1(M∩B(x, ρ) 6= ∅) = χ(M∩B(x, ρ))

となる．したがってスタイナーの公式は∫
RN

χ(M∩B(x, ρ))dx =

n∑
j=0

ρN−jωN−jLj(M),

n = dimM と書き換えられる．実はこれはすべて
の ρ ≥ 0でなりたつ積分幾何学の基本定理 (Kine-

matic fundamental formula) である．

4. ガウス確率場の幾何

2次元の添字集合上のガウス確率場X(t)の一例
を図 5 (左) に示す．また，図 5 (右) は，確率場
の値がある閾値以上となるような添字の集合であ
る．このような集合を，エクスカーション集合と
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図 5 確率場 (左) とエクスカーション集合 (右)

いう．
より正確には，X(t) の値がある閾値 u 以上と
なるような添字 tの上側レベル集合

Mu = {t ∈M |X(t) ≥ u} = X−1([u,∞))

がエクスカーション集合である．当然ランダムな
集合である．
これから，確率場 X(t) そのものでなく，この
エクスカーション集合に着目する．とくにそのオ
イラー標数とミンコフスキー汎関数に着目する．
例えば図 5 (右) では，黒地の連結成分数が 3，
白地のホールの数が 1 であり，オイラー標数は
χ = 3 − 1 = 2 である．ここでホールとは，エ
クスカーション集合に周囲を囲まれた領域である．
これらの幾何量を定量的に扱うために，以下の
手順によって添字集合M に幾何学的な構造を付
与する．まず X(t), t = (t1, . . . , tn) ∈ M を添字
集合M ⊂ Rnの上で定義されたガウス確率場とす
る．ガウス確率場は，平均関数と共分散関数で定
まる確率場である．ここではガウス確率場の中で，
tを固定したときのX(t)の周辺分布が平均 0，分
散 1の標準正規分布N(0, 1)であるものを考える．
共分散関数を r(s, t) = Cov(X(s), X(t))とおく．
また確率 1 でサンプルパス (関数 t 7→ X(t))

は滑らかであるとする．さらに，微分確率場を
∇X(t) = (∂X(t)/∂ti)1≤i≤n とおく．
添字集合M を，その各点で計量

gij(t) = Cov
(∂X(t)

∂ti
,
∂X(t)

∂tj

)
=
∂2r(s, t)

∂sitj

∣∣∣
s=t

(2)

が付与されたリーマン多様体と考える．この計量
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は以下のような理由に基づく．
ψ をM ⊂ Rn から RN の単位球面 SN−1 への

滑らかな関数とする．ξ = (ξ1, . . . , ξN )を各成分
が独立に標準正規分布に従うランダムベクトルと
し，M を添字集合とする確率場

X(t) = 〈ξ, ψ(t)〉RN , t = (t1, . . . , tn) ∈M

を考える．ここで 〈·, ·〉RN は内積である．このと
き X(t) は平均 0，分散 1 のガウス確率場で，共
分散関数は Cov(X(s), X(t)) = 〈ψ(s), ψ(t)〉RN .

像 ψ(M) の RN の部分多様体としての計量は
gij(t) = 〈∂ψ(t)/∂ti, ∂ψ(t)/∂tj〉RN であり，これ
は (2) に一致する．
より一般に平均 0 のガウス確率場は，関数族

{r(·, t) | t ∈ M} で張られる再生核ヒルベルト空
間の正規直交基底 {ψk}k≥1 を用いて

X(t) =

∞∑
k=1

ξkψk(t)

と表される (Karhunen-Loéve 展開)．ただし
ξ1, ξ2, . . . は独立に標準正規分布に従う確率変数
列である．ψ(t) = (ψk(t))k≥1 ∈ ℓ2とおく．(ℓ2は
2乗和が有限な数列の全体．) いま写像 t 7→ ψ(t)

がM から ℓ2への滑らかな単射である場合，ℓ2の
標準的内積によって，M に計量が

gij(t) =

∞∑
k=1

∂ψk(t)

∂ti

∂ψk(t)

∂ti

の形で誘導されるが，これは (2) に他ならない．
Var(X(t)) = ‖ψ‖2ℓ2 = 1であるので，像ψ(M)は
ℓ2 の単位球面の部分多様体である．
一般にリーマン多様体M は，ナッシュの埋め
込み定理によって，計量を保ったままM を十分次
元の高いユークリッド空間 RN に埋め込むことが
できる．このとき，チューブ体積を考えるとスタ
イナーの公式 (1) がなりたつが，係数 Lj(M)は
埋め込み方法に依存しないで定義される．(1) に
対応して，エクスカーション集合のオイラー標数
χ(Mu)の期待値公式がなりたつ：

E[χ(Mu)] =

n∑
j=0

1

(2π)
j+1
2

Lj(M)Hj−1(u)e
−u2

2 ,

u

t0 t1

X(t )

t

χ(Mu) = 4 (△)− 2 (•) + 1 (×) = 3

図 6 エクスカーション集合とそのオイラー標数

(3)

n = dimM . ここで Hk(x)はエルミート多項式
である．この証明は付録で行う．
なお前節と本節では，M をユークリッド空間

RN に埋め込みチューブ領域を考えた．一方で分
散 1の確率場の添字集合M は単位球面 SN−1 へ
埋め込めるため，単位球面上でのチューブ (球面
チューブ)を定義し，その体積から出発しても平行
的な議論ができる．その方法論はチューブ法 (tube

method) とよばれる5, 7, 8)．

5. 最大値分布の近似とその応用

本節では式 (3) の統計的な意味を，図 6の 1次
元の確率場に即して説明する．確率場の最大値の
裾確率は (3) によって近似できるという関係式

Pr

(
max
t∈M

X(t) ≥ u

)
≈ E[χ(Mu)]

(uが大きいとき) (4)

を主張したい．
まずエクスカーション集合の定義から，X(t)が

u以上となることはMu が空集合とならないこと
と同値で，さらにそれはMu の連結成分の個数が
0でないことと同値である．すなわち

max
t∈M

X(t) ≥ u ⇔ Mu 6= ∅ ⇔ χ(Mu) ≥ 1

である．ここで uの値が大きいとき，X(t)が複数
回 uを超える事象は稀であると考えられる．すな
わち事象 χ(Mu) = k (k ≥ 2) が起こる確率は小
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さいことが期待できる．この近似のもとでは，

1

{
max
t∈M

X(t) ≥ u

}
− χ(Mu)

= −
∞∑
k=2

(k − 1)1(χ(Mu) = k) (5)

が無視できる量となり，両辺の期待値をとること
により (4) がなりたつことが期待される．
M が 2次元以上の場合でも，uが大きいときは，

Muは空集合でない限り可縮集合であることが期待
でき，その仮定のもとで1

{
maxt∈M X(t) ≥ u

}
≈

χ(Mu) である．
近似式 (4) の相対誤差は，多くの場合

Pr
(
maxt∈M X(t) ≥ u

)
E[χ(Mu)]

−1 = O
(
uKe−ρ2

cu
2/2

)
,

u→ ∞ と評価される．(K はある整数．) ρc > 0

はチューブの臨界半径で，この値が大きいと相対
誤差は uが大きくなるにつれて急速に小さくなる．
近似法 (4)をオイラー標数法 (Euler character-

istic heuristic) という．信号処理分野のライス公
式の一般化でもある．(4)と (3)を組み合わせて変
化点問題に用いることができる．その例を示そう．

6. 変化点問題への応用

図 1の素粒子のカウントデータに戻ろう．横軸
(素粒子の質量) を多くの幅の狭い区間に細分し，
そのm番目の区間内のカウント数をNm とおく．
ここで Nm はポアソン分布に従うとし，その平
均を

E[Nm] = βm(θ) + κm(ϕ)µm

とする．ここで βm(θ)はバックグラウンドのカウ
ント数の平均値で，κm(ϕ)は目的の素粒子のカウ
ント数である．これらの関数に含まれるパラメー
タは事前に推定するものとする．また µm (≥ 0)

は感受性 (sensitivity) を表すパラメータで，特に
µm = 0の場合は，質量mの素粒子が存在しない
というモデルに対応する．
このモデルにおいて，すべてのmについて µm

の最尤推定量 µ̂m と，モデルのフィッシャー情報
行列から計算される標準誤差の推定量 s.e.(µ̂m)を
求める．このとき T (m) = µ̂m/s.e.(µ̂m)は帰無仮
説Hm : µm = 0を対立仮説Am : µm > 0に対し
て検定する検定統計量であり，その値が大きいと
きにはその質量の素粒子の存在が示唆される．こ
こで問題となるのはその閾値である．mは離散的
であるが多数であるので連続パラメータとみなす
と，確率場の幾何の方法で，µm ≡ 0, ∀mの仮定
のもとで裾確率が

F (c) = Pr

(
max
m∈M

T (m) ≥ c

)
≈ 1

2π
Vol1(M)e−c2/2 +

1√
2π

∫ ∞

c

e−u2/2du

の形でえられる (式 (8))．ただし Vol1(M)はM

の長さで，Cov(T (s), T (t)) より数値的に計算す
る．この上側確率 F の近似公式を用いて，実際の
データから得られる T (m)の値の有意性を

多重性調整 p値 = F
(
T (m)の観測値 )

と評価することができる．この p値が，統計的発
見 “質量mの素粒子が存在する”が偽陽性である
確率である．

7. ミンコフスキー汎関数によるガウス性の検定

いままでは，確率場 X(t)のエクスカーション
集合の期待オイラー標数を用いた最大値分布近似
について論じてきた．最後に確率場のミンコフス
キー汎関数・オイラー標数の別の応用を紹介する．
図 7は，シミュレーションにより生成した 2次元
ガウス確率場のエクスカーション集合のオイラー
標数のプロット (オイラー曲線) χ(Ev) (左) と非
ガウス確率場のオイラー曲線 (右) である．ここ
で非ガウス確率場として自由度 2のカイ 2乗確率
場を用いている．図中の破線は，ガウス性を仮定
したときの期待値 E[χ(Ev)] である．破線からの
乖離は非ガウスのときに大きく，オイラー曲線が，
確率場のガウス性の検定に用いることができるこ
とが分かる．
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図 7 ガウス確率場 (左) と非ガウス確率場 (右)

のオイラー曲線
実線：χ(Ev) (統計量), 破線：E[χ(Ev)] (ガ
ウス性のもとでの期待値)

このようなガウス性の検定は，宇宙論において
重要である．宇宙マイクロ波放射 (CMB) は，宇
宙の温度ゆらぎを観測しているものであるが，い
ままでの研究で，この信号は等方的なガウス確率
場に非常に近いものであることが分かっている．
それが完全にガウスであるか，もしそうでない場
合非ガウス性はどのようなものであるかは初期宇
宙モデルで決定される．そこで用いられているガ
ウス性の検定統計量の一つが，エクスカーション
集合のミンコフスキー汎関数，特にオイラー標数
(ジーナス統計量) である．
平均 0のガウス確率場は共分散関数 (2点相関
関数) だけで決定される．Matsubara4) は，非ガ
ウスの下でのオイラー標数の挙動の解析のために，
ガウス確率場ならば 0となる 3次相関関数の存在
を仮定したときの期待オイラー標数を摂動展開の
形で導出し，初期宇宙モデルとの対応を調べてい
る．さらに高次の相関関数の存在を仮定した摂動
展開も可能である (投稿準備中)．

付録：モースの定理とカッツ・ライス公式

ここでは，M が 1次元の場合と 2次元以上の場
合について (3) を証明する．
図 6は 1次元の区間M = [t0, t1]を添字集合に
する確率場の例である．χ(Mu)はMuの連結成分
の個数で，図 6では 3である．また連結成分の個
数は，(i) 内点 t ∈ (t0, t1)でX(t) ≥ uかつX(t)

の極大点である tの個数N+，(i’) 内点 t ∈ (t0, t1)

で X(t) ≥ uかつ X(t)の極小点である tの個数
N−，(ii) t = t0 または t1 で X(t) ≥ uかつ外向
き勾配−Ẋ(t0)または Ẋ(t1)が正である点の個数
N ′

+ を用いて，

χ(Mu) = N+ −N− +N ′
+ (6)

である．図 6 の場合は，N+ = 4, N− = 2,

N ′
+ = 1, χ(Mu) = 4− 2 + 1 = 3となる．(6) は
モースの定理の 1次元版である．(i), (i’), (ii) で
数え上げている点は，モース関数−X(t)に対する
臨界点である．
さらに関係式 (6) は次のようにデルタ関数で記
述できる．

χ(Mu) =

∫ t1

t0

1(X(t) ≥ u)(−Ẍ(t))δ(Ẋ(t))dt

+ 1(X(t0) ≥ u)1(Ẋ(t0) < 0)

+ 1(X(t1) ≥ u)1(Ẋ(t1) > 0). (7)

これが (1次元版) カッツ・ライス公式である．
ガウス確率場の微分確率場はガウス確率場である
こと，また E[X(t)] = 0, E[X(t)2] = 1の両辺を t

で繰り返し微分すると E[Ẋ(t)] = 0, E[Ẍ(t)] = 0,

E[Ẋ(t)X(t)] = 0, E[Ẍ(t)X(t)]+E[Ẋ(t)Ẋ(t)] =

0 となるから，g(t) = E[Ẋ(t)Ẋ(t)], R(t) =

Ẍ(t) + g(t)X(t) とおくと，(固定した t に対し
て) X(t), Ẋ(t), R(t)は独立な平均 0のガウス変
量となる．これより期待値は

E[χ(Mu)] =

∫ t1

t0

E[1(X(t) ≥ u)(−R(t)

+ g(t)X(t))]E[δ(Ẋ(t))]dt

+ Pr(X(t0) ≥ u) Pr(Ẋ(t0) < 0)

+ Pr(X(t1) ≥ u) Pr(Ẋ(t1) > 0)

と書けることが分かる．X(t) ∼ N(0, 1), Ẋ(t) ∼
N(0, g(t)), E[R(t)] = 0に注意し，またE[δ(Ẋ(t))]

は Ẋ(t)の密度関数の原点での値 (2πg(t))−1/2と
なるので

E[χ(Mu)] =
1

2π

∫ ∞

u

ue−u2/2duL1(M)

+
1√
2π

∫ ∞

u

e−u2/2duL0(M), (8)
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ただし

L1(M) =Vol1(M) =

∫ t1

t0

g(t)1/2dt,

L0(M) =1

を得る．これは n = 1のときの (3) に一致する．
Mの次元が 2以上の場合は，(6), (7)を一般化す

る必要がある．図 8は 2次元確率場を示している．
M として，区分的に滑らかな境界を持った多様体
(層化多様体)M =

⊔d
j=0 ∂jM (dim ∂jM = j)を

考える2, 5). ここで ∂dM はM の内点集合 intM，
M の境界は ∂M =

⊔d−1
j=0 ∂jM である．例えばR3

の閉直方体は層化多様体で，∂3M は長方体の内点
集合，∂2M は 6つの面 (辺は含まない)，∂1M は
12本の辺 (頂点は含まない)，∂0M は 8つの頂点
となる．
(i) t ∈ intM のときは，X(t) ≥ u かつ

∇X(t) = 0のとき点 tを臨界点と定義する．その
ような臨界点で，ヘッセ行列∇2X(t)の正の固有
値が偶数個のものの個数を N+，(i’) 奇数個のも
のの個数をN− とする．
(ii) t ∈ ∂jM のときは，まずM の点 tにおける

法錐 (接錐の双対錐)をNt(M)とおく．X(t) ≥ u

かつ，∂jM に制限された勾配 (接空間 Tt∂jM 方
向の勾配) ∇|∂jMX(t)を 0とし，また勾配ベクト
ル∇X(t)が錐Nt(M)に含まれる場合，tを臨界
点と定義する．制限されたヘッセ行列∇|2∂jM

X(t)

の正の固有値が偶数個のものの個数を N ′
+，(ii’)

奇数個のものの個数をN ′
− とする．

このとき (6) に対応するモースの定理は

χ(Mu) = N+ −N− +N ′
+ −N ′

−

である．またカッツ・ライス公式は

χ(Mu) =

∫
intM

1(X(t) ≥ u)

× det(−∇2X(t))δ(∇X(t))dt

+

d∑
j=0

∫
∂jM

1(X(t) ≥ u,∇X(t) ∈ Nt(M))

× det
(
−∇|2∂jMX(t)

)
δ
(
∇|∂jMX(t)

)
dt′

χ(Mu) = 1 (•)− 3 (△) + 2 (◦) = 0

図 8 エクスカーション集合とそのオイラー標数
(2次元) (曲線は確率場の等高線，•は最大
点, 矢印は ∇X(t))

(dt′は点 tにおける ∂jM の体積要素) と一般化さ
れる．この期待値をとることにより (3) を導くこ
とができる．導出の詳細は 8)を参照．
本稿に有益なコメントをいただきました下平英
寿先生，松原隆彦先生に感謝いたします．
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