
1

福水健次

統計数理研究所／総合研究大学院大学

大阪大学大学院基礎工学研究科・集中講義

2014 September

カーネル法入門
４．SVMの最適化



2

• 最適化問題の双対問題の一般論

• サポートベクターマシンの最適化とサポートベクター



双対問題の一般論
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凸集合と凸関数

凸集合
定義． ベクトル空間 ܸ の部分集合 が凸（convex）であるとは，任意	ܧ

の２点 ,ݔ ݕ ∈ とܧ ݐ ∈ 0,1 	に対し，ݔݐ ൅ 1 െ ݐ ݕ ∈ となることを	ܧ
いう．
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凸関数／凹関数
定義 ベクトル空間 ܸ の凸部分集合 ܧ 上定義された関数 ݂: ܧ → ܴ が
凸（convex）であるとは，任意の任意の２点 ,ݔ ݕ ∈ とܧ ݐ ∈ 0,1 	に対し，

݂ ݔݐ ൅ 1 െ ݐ ݕ ൑ ݂ݐ ݔ ൅ 1 െ ݐ ݂ ݕ
となることをいう．െ݂	が凸関数の場合，݂	を凹関数という．
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convex function
凸関数

concave function
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Lagrange双対問題
– 主問題（凸性は仮定しない）

min
௫∈஽

݂ሺݔሻ subject to ൝
݄௜ ݔ ൑ 0				ሺ1 ൑ ݅ ൑ ℓሻ,
௝ݎ ݔ ൌ 0				 1 ൑ ݆ ൑ ݉ .

– Lagrange双対関数

݃ ,ߣ ߥ ≔ min
௫∈஽

ܮ ;ݔ ,ߣ ߥ 	

where 
ܮ ;ݔ ,ߣ ߥ ≔ ݂ ݔ ൅ ∑ ௜݄௜ߣ ℓݔ

௜ୀଵ ൅ ∑ ௝ݎ௝ߥ ௠ݔ
௝ୀଵ .

,ߣ ߥ は Lagrange乗数と呼ばれる．

– Fact: ݃ ,ߣ ߥ は凹関数である．
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ߣ ൒ 0, ߥ ∈ ௠܀



– 双対問題

max݃ ,ߣ ߥ 										subj. to ߣ ൒ 0.

– 最適化（特に凸最適化）では，双対問題を考えると便利なことが多い．

定理４．１（弱双対性）

主問題の最適値（infimum） :∗݌

݀∗: 双対問題の最適値（supremum）

このとき，

݀∗ ൑ .∗݌

∵ሻ For ݔ ∈ ߣ ,ܦ ൒ 0,
ܮ ;ݔ ,ߣ ߥ ൌ ݂ ݔ ൅ ∑ ௜݄௜ߣ ℓݔ

௜ୀଵ ൅ ∑ ௝ݎ௝ߥ ௠ݔ
௝ୀଵ ൑ ݂ ݔ

Take infimum ⟹ ݃ ,ߣ ߥ ൑ .∗݌
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強双対性
– 凸最適化問題

• 目的関数	݂	と 不等式制約 ݄௜ が凸関数．

• 等式制約 ௝ݎ が線形関数．

– 十分条件： Slater条件

「ある ෤ݔ ∈ relintܦ があって，݄௜ ෤ݔ ൏ 0	かつ ௝ݎ ෤ݔ ൌ 0」

定理4.2 （強双対性）

主問題が凸最適化問題で，Slater条件を満たすとき，ある

∗ߣ ൒ 0, ∗ߥ ∈ ௠܀ があって，
݀∗ ൌ ݃ ,∗ߣ ∗ߥ ൌ .∗݌

証明は，福水B.3，または Boyd 2004 を見よ．

＊relintܦ（相対的内点）：ܦを含む最小のアフィン部分空間の相対位相として
の内点． 8



相補性条件
(凸とは限らない）主問題

min
௫
݂ሺݔሻ 				subject	to	 ൝

݄௜ ݔ ൑ 0		ሺ1 ൑ ݅ ൑ ℓሻ
௝ݎ ݔ ൌ 0		ሺ1 ൑ ݆ ൑ ݉ሻ

仮定：

，主問題の解 :∗ݔ ,∗ߣ ∗ߣ）双対問題の解 :∗ߥ ൒ 0）
強双対性を仮定： ݂ ∗ݔ ൌ ݃ ,∗ߣ ∗ߥ .

このとき
݂ ∗ݔ ൌ ݃ ,∗ߣ ∗ߥ ൌ inf

௫
;ݔሺܮ ,∗ߣ ሻ∗ߥ

൑ ܮ ;∗ݔ ,∗ߣ ∗ߥ
ൌ ݂ ∗ݔ ൅ ்݄∗ߣ ∗ݔ ൅ ݎ்∗ߥ ∗ݔ
൑ ݂ ∗ݔ

２つの不等号は実は等号

9

൑ 0 ൌ 0



– Fact 1:
݂ ∗ݔ ൌ inf

௫
ܮ :ݔ ,∗ߣ ∗ߥ

主問題の解は，Lagrange関数（最適なߣ∗, のもと）の最適解∗ߥ

– Fact 2:
௜݄௜∗ߣ ∗ݔ ൌ 0								∀݅

݄௜ ∗ݔ ൏ 0		ならば		ߣ∗௜ ൌ 0

௜∗ߣ ൐ 0	 ならば			݄௜ ∗ݔ ൌ 0.
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[相補性条件]
Complementary slackness



KKT条件
– 凸最適化． ܦ が開集合．主問題の目的関数 ݂ሺݔሻ，不等式制約
݄௜ሺݔሻが微分可能とする．

– 主問題の解 :∗ݔ

,∗ߣ 双対問題の解 :∗ߥ ∗ߣ） ൒ 0）
強双対性を仮定

– Lagrange双対： ∗ݔ ൌ min
௫
;ݔሺܮ ,∗ߣ ሻ∗ߥ

微分可能関数の最小化問題として以下を満たす．

݂ߘ ∗ݔ ൅෍ߣ∗௜݄ߘ௜ ∗ݔ

ℓ

௜ୀଵ

൅෍ߥ∗௝ݎߘ௝ ∗ݔ

௠

௝ୀଵ

ൌ 0.

11



定理４．３ (KKT条件)
微分可能な目的関数，不等式制約からなる凸最適化問題におい
て，強双対性が成り立つとする．ݔ∗が主問題の解，ߣ∗, が双対問∗ߥ
題の解となるための必要十分条件は，これらが以下のKKT条件を
満たすことである．

(1) ݄௜ ݔ ൑ 0				ሺ1 ൑ ݅ ൑ ℓሻ [主問題の制約]
(2) ௝ݎ ݔ ൌ 0				 1 ൑ ݆ ൑ ݉ [主問題の制約]
(3) ∗ߣ ൒ 0 [双対問題の制約]
(4) ௜݄௜∗ߣ ∗ݔ ൌ 0 ∀݅ [相補性条件]
(5) ݂ߘ ∗ݔ ൅ ∑ ௜݄ߘ௜∗ߣ ℓ∗ݔ

௜ୀଵ ൅ ∑ ௝ݎߘ௝∗ߥ ௠∗ݔ
௝ୀଵ ൌ 0

証明は，福水B.3，またはBoyd 2004

– 相補性条件は強双対性から導かれる．
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サポートベクターマシンの最適化
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SVMの最適化問題（復習）
ሺ ଵܺ, ଵܻሻ, … , ሺܺ௡, ௡ܻሻ: ２値分類問題 ௜ܻ ∈ ሼ൅1, െ1ሽ.

– SVMの最適化問題(QP)：主問題

min
௪,௕,క

	 ∑ ௝௜ݓ௜ݓ ௜௝ܭ ൅ ܥ ∑ ௜௜ߦ

subj. to    ௜ܻ ∑ ௝௝ݓ ௜௝ܭ ൅ ܾ ൒ 1 െ 	௜ߦ
௜ߦ ൒ 0.
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௜௝ܭ ൌ ݇ ௜ܺ, ௝ܺ

݂ ݔ ൌ ݄ ݔ ൅ ܾ ൌ ∑ ௝௡ݓ
௝ୀଵ ݇ ,ݔ ௝ܺ ൅ ܾ



SVMの双対問題

 SVMの双対問題

max
ఈ

	෍ ௜ߙ		

௡

௜ୀଵ

െ ෍ ௝ߙ௜ߙ ௜ܻ ௝ܻܭ௜௝

௡

௜,௝ୀଵ

[演習問題] Langrange双対を書き下すことによって，上の形を導け．

– 双対問題もQP.
– 制約は主問題より簡単（区間制約と１個の等式制約）

双対問題を解くことが多い．
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0 ൑ ௜ߙ ൑ 	,ܥ
∑ ௜ܻߙ௜௡
௜ୀଵ ൌ 0

subject to 



SVMのKKT条件

 SVMのKKT条件

(1) 1 െ ௜ܻ	 ݄∗ ௜ܺ ൅ ܾ∗ െ ∗௜ߦ ൑ 	0	ሺ∀	݅) [primal constraint]
∗௜ߦ   (2) ൒ 	0	ሺ∀	݅) [primal constraint]
(3) 0 ൑ ∗௜ߙ ൑ ,ܥ ሺ∀	݅ሻ [dual constraint]
௜∗ሺ1ߙ (4) െ ௜ܻ	ሺ݄∗ ௜ܺ ൅ ܾ∗ሻ 	െ ௜∗ሻߦ 	ൌ 	0	ሺ∀	݅ሻ [complementary]
∗௜ߦ   (5) ܥ െ ∗௜ߙ 	ൌ 	0	ሺ∀	݅ሻ, [complementary] 
(6) 	∑௝ୀଵ௡ ∗௝ݓ௜௝ܭ	 െ ∑ ∗௝ߙ ௝ܻܭ௜௝௡

௝ ൌ 0,
(7) ∑	௝ୀଵ௡ ∗௝ߙ ௝ܻ ൌ 0,	

– SVMの解： (6)の条件より，ݓ௝∗ ൌ ௝ܻߙ௝∗.
– (4)の相補性条件より，ߙ௜∗ ് 0 となるのは， ௜ܻ 	 ݄∗ ௜ܺ ൅ ܾ∗ ൌ 1 െ ∗௜ߦ

の場合に限られる．
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サポートベクター

 SVMの解のスパース性

– サポートベクター（ߙ௜∗ ് 0なるもの）には２種類ある（条件(5)参照）．
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∗݂ሺݔሻ 	ൌ 	݄∗ ݔ ൅ ܾ∗ ൌ ෍ ∗௜ߙ ௜ܻ
௑೔:	ୱ୳୮୮୭୰୲	୴ୣୡ୲୭୰ୱ

ܭ ,ݔ ௜ܺ ൅ ܾ∗

w

support vectors
0 < i < C
(Yi	 ∗݂

ሺXi) = 1)

support vectors
i =  C

(Yi ∗݂ሺXi) 1)



の求め方

– 最適な ܾ は条件(4)により求められる．

0 ൏ ∗௜ߙ ൏ ܥ なる ݅ に対して,

௜ܻ 	 ∑ ௝ܻߙ௝∗௝ ݇ ௜ܺ, ܺ௝ ൅ ܾ∗ ൌ 1
を解く．

– または，上のすべての ݅ に対する ܾ を平均する．
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SVMの解法いろいろ
実際には，大規模な問題には標準的QPソルバーは困難

– SMO（Sequential Minimal Optimization）
２変数の最適化を繰り返す．（Platt 1999)

– 主問題を解く

– オンライン学習

– 並列アルゴリズム

などなど．
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多クラス識別への拡張

マージン最大化規準の多クラスへの拡張

 ２値識別器の組み合わせ
– One-vs-rest： 各クラスとその他

– One-vs-one： すべてのペア

– ECOC（Error correcting output code） 符号化する
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汎化誤差

SVMに関しては，Vapnikらが発展させた「統計的学習理論」の枠組みで，
マージンなどを用いた汎化誤差に関する理論研究が多く行われている．

ただし，本講義では扱わないので，福水５章， Cristianini & Shawe-Taylor 
(2000) などを見ていただきたい．
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