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概要

• Kernel PCAの応用

• Kernel CCA （カーネル正準相関分析）

• サポ トベクタ マシンの基礎• サポートベクターマシンの基礎

• カーネル法の方法論
– 共通する方法

– Representer定理

• その他の話題
– カーネルの選択

– 低ランク近似
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カーネル法のアイデア

Hk ,
ixfeature map

),()( xkx 

F t (RKHS)

xi
X xｊ

ix
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S f i i l d t

feature map

デ タ 非線形特徴 高次 メ トを表現するため 特徴写像

Feature space (RKHS)Space of original data

– データの非線形特徴・高次モーメントを表現するため，特徴写像に
よってデータを特徴空間（RKHS）に写像し，特徴空間で線形のデー
タ解析アルゴリズムを適用する．

– 特徴写像： ),()(,: xkxHk 

– 高次元（無限次元）特徴空間で，内積の簡単な計算が可能．

),()(),( yxkyx  （カーネルトリック）
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特徴写像

• 正定値カーネルによる高次モーメントの抽出
Examplep
– Polynomial kernel:    k(y, x) = (yx + 1)d on R
– 特徴写像

dXXkX )1()()( duXXukX )1(),()( 

11
22

2
11

1  



 XuauXauXauX dd

d
dd

d
dd 

– 基底{1, u, u2, ..., ud}を用いると, ベクトル成分表示は

)1(~)( 1 dd XXaXaX 

高次統計量 X, X2, ..., Xd を含む．

),,...,,1(~)( 11 d XXaXaX 

– ガウスカーネルなど，他の非線形カーネルでも事情は同様．

– ただし，カーネル法では成分表示／基底展開せずに内積計算が可能．
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カーネルPCA（復習）

– 特徴写像

– 目的関数： 特徴空間でのPCA

)(,),(,, 11 NN XXXX  

目的関数 特徴空間でのPCA
  )]([Var)(~,1])(,[Var
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– （中心化された）データの線形和で解が求まる

– 固有値問題： 中心化グラム行列の固有値分解
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カーネルPCAの応用

– ‘Wine’ データ（UCI Machine Learning Repository）
• 13次元（連続値），１７８データ，３種類（産地）のワインの化学成分
に関する属性デ タに関する属性データ

• ２つの主成分を取った（３クラスの色は参考に付けたもの，Kernel 
PCAには用いていない))
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カーネルＰＣＡの雑音除去への応用

• （カーネル）ＰＣＡによる雑音除去
高次元の空間のなかで、d 個の主成分の軸 F1, F2, ..., Fd

が張る d 次元部分空間へ、データ (x) を射影した点を Gx とおく。

最も近 埋め込 点を探す
雑音除去された特徴ベクトル

Gx に最も近い埋め込み点を探す
（pre-imageの問題）
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• USPS 手書き数字データベース
16x16画素(256次元)  7291データ

元の画像 (デ タとしては使用していない)元の画像 (データとしては使用していない)

ノイズつきの画像

ノイズ除去された画像（linear PCA）

ノイズ除去された画像（kernel PCA, Gaussカーネル）

Matlab stprtool (b V Franc) により作成Matlab stprtool (by V. Franc) により作成
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カーネルPCAの特徴

– 非線形な方向でのデータのばらつきが扱える． max f Var[ f(X) ]

– 結果はカーネルの選び方に依存するので，解釈には注意が必要

（ガウスカーネルの分散パラメータなど）

どうやって選ぶか？ 必ずしも明確でない， 目的に依存

– 前処理として使われることが多い前処理として使われることが多い
後の処理の結果を改良するための非線形特徴抽出

例えば、

カ ネ 識別機（ ） によるク 識別問題カーネルPCA ＋ 識別機（SVM） によるクラス識別問題
→ 最終的な識別の正答率を向上させるカーネルがよい

（Cross-Validationの適用可能)
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正準相関分析

• 正準相関分析（Canonical Correlation Analysis, CCA）
CCA ・・・ ２種類の多次元データの相関を探るCCA ２種類の多次元デ タの相関を探る

m 次元データ X1, …, XN

n 次元データ Y1, …, YN

X を a ，Y を b 方向に射影したときに相関を最大 にする(a,b) を求める
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max   1T T T
XY XX YYa V b a V a b V b   subj. to

Lagrange乗数法

( 1) ( 1)T T TV b V b V b max ( 1) ( 1)
2 2

T T T
XY XX YYa V b a V a b V b

   

一般化固有値問題

XY XXO V V Oa a
      

      

 =  =   ]

最大固有値 固有ベクトルを求めればよい

YX YYV O O Vb b
      

      

最大固有値，固有ベクトルを求めればよい
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カーネル正準相関分析

• カーネルCCA（赤穂, 2000, Melzer et al. 2001）
– Data: (X1, Y1), ..., (XN, YN).

X, Y:  arbitrary variables taking values in X and Y (resp.).
– 特徴写像

)()(: XkXH 

A l CCA ( ) ( ) d ( ) ( )

),()(,: iXiXXXX XkXH 
),()(,: iYiYYYY YkYH 

– Apply CCA on X(X1),...,X(XN) and Y(Y1),...,Y(YN).
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カーネルPCA同様 ,)(~
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カ ネルCCAの実験例
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Kernel CCAの性質

– 複数の固有ベクトルも考えられる(第２，第３，．．．固有ベクトル) も
考えられる.（もとのデータが１次元でも！）

– 結果はカーネルや正則化係数N に依存する．

– 正準相関の値によって相関の大小を解釈するのは難しい（正則化の
ために正規化されない）

– カーネル／正則化係数の選択:
• Cross validationが用いられる場合もある• Cross-validationが用いられる場合もある.
• 他に提案されている方法もある(Hardoon et al 2004. See later.).

– N が十分ゆっくり0に近づく場合，一致性があることが知られている．
(Fukumizu et al 2007).
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Kernel CCAの画像検索への応用

Idea: d 個の固有ベクトル f1, ..., fdと g1, ..., gd を X と Y の依存性が最も強
く表れている特徴空間とみなす.

– Xi: image, Yi: text (extracted from the same webpage).

Yi:  ‘sky’, ‘Phoenix’, ‘harbor’, ...Xi

– 方法

• kernel CCA によりd 個の固有ベクトル f1, ..., fdと g1, ..., gd を求める.

• 各画像 Xi に対して特徴ベクトル を計算．  dd

piXpi Xf R
1

)(~,X Y (X )
x

 (Y)
yg







  )(,1 Yg y







  )(,1 ix Xf

 i

• テキスト Ynew に対して特徴ベクトル を計算

 
pp 1

  dd

pnewYp Yg R
1

)(~,

Ti * なる を返す

Xi Yx(Xi) y(Y)







  )(, Yg yd









  )(, ixd Xf
 

‘flag’
‘ k ’

i
T

i
i maxarg*  なる Xi* を返す．
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– 例

テキストからの画像検索例: ”height: 6-11 weight: 235 lbs position: forward 
born: september 18, 1968, split, croatia college: none”

H d t l N l C t ti (2004)

– テキスト “bag-of-words” kernel (単語の頻度分布) を用いる.

Hardoon et al. Neural Computation (2004).

テキ g (単語 頻度分布) を用 る

– 正則化係数 N の決め方：

||)()(||maxarg   ||)()(||maxarg   R

() ： KCCAの固有値分布，
R() ： X と Yをランダム化したときのKCCAの固有値分布R() ： X と Yをランダム化したときのKCCAの固有値分布
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線形識別

• ２クラス識別問題
– データ ),(,),,( 11 NN YXYX 

m
iX R

– 線形識別関数

}1,1{ iY ・・・ ２クラスのクラスラベル

  0)(xf y = 1 (クラス１)と判定
fw(x) = aTx + b








0)(
0)(

xf
xf

w

w y  1 (クラス１)と判定

y = －1 (クラス２)と判定
w = (a,b)

– 問題： 未知の x に対しても
正しく答えられるように

y = fw(x)
正しく答えられるように
fw(x) を構成せよ

y  fw(x)
fw(x) < 0

fw(x)≧0
22



マージン最大化

• 線形のサポートベクターマシン
– 仮定： データは線形分離可能

⇒ 学習データを分類する線形識別関数は無数にある．

– マージンを最大化する方向を選ぶ

6

8

マージン ・・・ ベクトル a の方向
で測った，データの２クラス間の

a

2

4

で測った，デ タの２クラス間の
距離．

識別関数は ２つの境界の真中

-2

0

識別関数は，２つの境界の真中

サポートベクター

-6

-4

マージン

サポートベクター

-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8
-8
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– マージンの計算

(a,b) を正の定数倍しても識別境界は不変なので，スケールを一つ決
めるめる









1)max(

1)min(

bXa

bXa
iT

iT Yi = 1 のとき

Yi = －1 のとき

6

8

  1)max( bXa Y  1 のとき

2

2

4マージン = a
2

-2

0

-6

-4

-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8
-8
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サポートベクターマシン：ハードマージン

• マージン最大化基準による識別関数

1 

  1,1 i

iT YbXa if
aba

max
,

subject to





 1,1 i
iT

i

YbXa if

サポートベクターマシン（ハードマージン）

2

,
min a

ba
)(1)( ibXaY iT

i subject to

– ２次最適化（Quadratic Program, QP）
• 線形制約のもとでの２次関数の最小化．

• 凸最適化： 局所最適解の問題がない．

• 有効なソフトウエアの利用が可能
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サポートベクターマシン：ソフトマージン

• ソフトマージン
– 線形識別可能の仮定は強すぎるので，少し弱める

1)(  bXaY iT
i

ハードな制約条件 ソフトな制約条件

i
iT

i bXaY  1)( ( i ≧ 0 )

サポートベクターマシン（ソフトマージン）

NC2i 
iT bXaY  1)(subject to  N

i iba
Ca

i
1

2

,,
min 


ii bXaY  1)(

i ≧ 0

– 上の問題もQP.
– C はユーザが決める必要がある．Cross-validation がよく使われる．
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SVMと正則化

– ソフトマージンSVMは以下の正則化問題と同値 （C = 1/ ）

  2
N

Ti  2

1,
)(1min abXaY

i
i

Ti

ba





(1 - z)+正則化項損失関数

ただし (z)+ = max(z, 0)

– 損失関数： ヒンジ損失

  )(1)),(( xyfyxf

[Exercise] ソフトマージンSVMと上の正則化の同値性を確認せよ

 )())(( yfyf

– [Exercise] ソフトマージンSVMと上の正則化の同値性を確認せよ．
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カーネル化されたSVM

• SVMのカーネル化（kernelization)
– Data: ),(,),,( 11 NN YXYX 

• Xi: 任意の集合  に値を持つ． Yi ∈ {+1, -1}

正定値カ ネル k による特徴ベクトル– 正定値カーネル k による特徴ベクトル

)(,),(,, 11 NN XXXX  

– RKHS H における線形識別関数

   bxhbxhxf  )(sgn)(sgn)(  Hh   bxhbxhxf  )(sgn)(,sgn)(  Hh
非線形関数
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• マージン最大化
 

 


N

i iHbh
Ch

i
1

2

,,
||||min 



  iii bXhY  1)(,
i ≧ 0

subject to

正則化問題として表わすと

  2))((1i
N

i hbXhY 
– 最適な h は次の形

  2

1,
))(,(1min

H
i

i
i

bh
hbXhY 




∵） デ タ {(X )} の張る H の部分空間をH 直交補空間をH とするとき

 


N

i ii
N

i ii XxkwXwxh
11

),()()(

∵） データ {(Xi)} の張る H の部分空間をH 0，直交補空間をH ⊥とするとき，
h = h0 + h1 の分解で，正則化表現第１項は h0 のみに依存．第２項は
|| h ||2 = || h0 ||2 + || h1 ||2 により h1 = 0のときが最適．

– Gram行列表現

|||| 2 Kwwh T )()( KwXh  )( XXkK ,|||| Kwwh H  .)()(, ii KwXh 
([Exercise] Check them.)

).,( jiij XXkK 
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サポートベクターマシン（カーネル化）

subject to


N

i i
T

bw
CKww

i
1,,

min 


iii bKwY  1))((
i ≧ 0

– この最適化もQP． 標準的ソルバーが使える．

– 実際には，双対問題を考えることが多い．（２日目で述べる）

– 係数 C とカーネル（あるいはカーネル内のパラメータ）の選択は，
cross-validationによることが多い．
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補足：正則化

• 例
– リッジ回帰：   2

1
2)(min

H

N

i iiHf
fXfY  

– SVM：

Hf

  2

1,
))((1min

H

N

i iiHfb
fbXfY   

f が多様な関数をとりえると，第1項目（損失）だけでは解が一意でない．

正則化項（第2項目）の付加

• 正則化項は滑らかさに関係するものが多い（平滑化）
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• SVMのJava applet

SVM デモSVM デモ

http://svm.dcs.rhbnc.ac.uk/pagesnew/GPat.shtml
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SVMの文字認識への応用

MNIST: Handwritten digit recognition– MNIST: Handwritten digit recognition
• 28 x 28 binary pixels.
• 60000 training datag
• 10000 test data

– Some results
kNN 10PCA

+Quad
RBF
+Linear

LeNet-4 LeNet-5 SVM 
poly4

RS-SVM
poly5Quad Linear poly4 poly5

Test Err 
(%) 5.0 3.3 3.6 1.1 0.95 1.1 1.0

LeCun et al. 2001
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概要

• Kernel PCAの応用

• Kernel CCA （カーネル正準相関分析）

• サポ トベクタ マシンの基礎• サポートベクターマシンの基礎

• カーネル法の方法論
– 共通する方法

– Representer定理

• その他の話題
– カーネルの選択

– 低ランク近似

34



カーネル法導出に共通する構造

– 正定値カーネルの定める特徴写像によるデータの変換

高次モ メント／非線形性を抽出

)(,),(,, 11 NN XXXX  
高次モーメント／非線形性を抽出

– 特徴ベクトルにRKHS上で「線形の」アルゴリズムを適用．

– 目的関数の最適解は特徴ベクトルの線形和

 
N Xaxf )()(

で与えられることが多い．




i ii Xaxf
1

)()(

– 目的関数は，Gram行列で表現される．

その最適化は各アルゴリズムによって異なる．
（KPCA KCCA固有値問題； SVMQP）（KPCA，KCCA固有値問題； SVMQP）

– いったんGram 行列が得られれば，後はデータサイズ N に依る計算量
－ 元の空間の次元などに依存しない 高次元データに有利元の空間の次元などに依存しない．高次元デ タに有利．
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Representer Theorem

• 正則化の問題（復習）

– リッジ回帰   2
1

2
)(min N

i
ii fXfY – リッジ回帰

– SVM

 1 )(min HiHf
fXfY  

  2
1,

))((1min H
N
i

ii

bf
fbXfY   

• 一般化された問題
k:  正定値カーネル， H :  k により定まる再生核ヒルベルト空間定値カ ネル， より定まる再 核 ル ルト空間

x1, …, xN , y1, …, yN ： データ（固定）

h1(x), …, hd(x) ： 固定された関数（SVMの定数bなど）

    2
1111 )()(,}{,}{min H

N

i
d

ii
N
ii

N
ii fxhbxfyxL    (＊)

    1 Hi
Hf 

db R)( 

(＊)
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Representer Theorem

正則化項の関数  は，[0, ∞) 上の単調増加関数とする．正則化項の関数  は，[0, ) 上の単調増加関数とする

)},(,),,({span~
1 NN xkxkH   {k(・, xi) }の張る N 次元部分空間

(＊) の解 f は の中にある．NH~

  N
i ii xxkxf 1 ),()( 

すなわち

    2NdNN 

の形で探してよい．

    2
1111 )()(,}{,}{min H

N

i
d

ii
N
ii

N
ii fxhbxfyxL    

Hf  db R)( 

     KhbKL TNdNNN  )(}{}{min      KxhbKyxL
iij jij

N
ii

N
ii 

  11111 )(,}{,}{min  
N

i R)( db R)(  K = (k(xi,xj)) ： グラム行列

H（無限次元）上の最適化が N 次元の最適化に還元できる
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• Representer theorem の証明• Representer theorem の証明

    2
1111 )()(,}{,}{min H

N

i
d

ii
N
ii

N
ii fxhbxfyxL    

 HHH N
~

直交分解
~

    1111 )()(}{}{ Hiiiiiii ffy  

 fff N 0),(,  ixkf （∀i ）

• )(~),(,~),(,~),(,)( iNiNiNii xfxkfxkffxkfxf  

→ L の値は だけで決まるNf~

•
222 ~
HHNH fff 

の値は が有利

Nf

＝０f→ の値は が有利＝０f

~
NHf ~ に最適解がある （証明終）
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概要

• Kernel PCAの応用

• Kernel CCA （カーネル正準相関分析）

• サポ トベクタ マシンの基礎• サポートベクターマシンの基礎

• カーネル法の方法論
– 共通する方法

– Representer定理

• その他の話題
– カーネルの選択

– 低ランク近似
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カーネルの選択

• How to choose / design a kernel?
– 問題の構造に適したカーネルを用いるべし (構造化データ：２日目)

– 教師付き学習（e.g. SVM） cross-validation.

教師無し学習（e g kernel PCA kernel CCA）理論的に裏付け– 教師無し学習（e.g. kernel PCA, kernel CCA）理論的に裏付け
のある方法はほとんど無いのが現状．

• Suggestion: 関連する教師付学習を作ってCVを使う．

• Gaussian kernelに対するheuristics

}|||{|| jiXX ji med

– カーネル学習

• Multiple kernel learning (MKL):Multiple kernel learning (MKL): 





M

a
aa yxkcyxk

1

),(),(  0,1
1

  a
M

a a cc

の形でカーネルも最適化する．（計算がハード）
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補足：教師有り学習と教師無し学習

• 教師有り学習（Supervised learning）
– Data for input X and output Y are prepared.
– Y is regarded as “supervisor” or “teacher” of the learning.

e.g. classification, regression, prediction.

教師無 学

YXfX  )(

• 教師無し学習（Unsupervised learning）
– There is no teaching data Y .

e g PCA CCA clusteringe.g. PCA, CCA, clustering.

• 半教師有り学習（Semisupervised learning）• 半教師有り学習（Semisupervised learning）
– (X, Y) の訓練データと X のテストデータが事前に与えられている．
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グラム行列の低ランク近似

– カーネル法： Gram行列を求めてしまえば，データ数 N に依る計算量
-- もとの空間の次元などに依らない．高次元データに有利．

– 逆に，データ数 N が大きいと，Gram 行列 K に関する演算は困難.
• 逆行列 固有値分解は O(N3)の演算量必要逆行列，固有値分解は O(N )の演算量必要

– 低ランク近似:低ラ ク近似
TRRK  R: N x r 行列 （r << N）

K  R RTK  R RT
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– 計算量の大きな削減が可能． 例）kernel ridge regression,

)()()()( 11 xIRRYxIKY TTT kk    )()()()( xIRRYxIKY NN kk  

 ,)()()(1 1 xRIRRRYxY T
r

TTT kk  


演算量 O(rN + r3).

低ランク近似の２つの方法:– 低ランク近似の２つの方法:
• Incomplete Cholesky decomposition: 

sample complexityO(r2N), space complexity O(rN).
• Nyström approximation: random sampling + eigendecomposition.

G 行列は 多くの微小な固有値を持 ことが多く 低ランク近似の方– Gram行列は，多くの微小な固有値を持つことが多く，低ランク近似の方
法が有効．
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その他のカーネル法

• カーネルFisher判別分析（kernel FDA） (Mika et al. 1999)

• カーネルロジスティック回帰 （Roth 2001, Zhu&Hastie 2005）

• カーネル Partial Least Square（kernel PLS）（Rosipal&Trejo 2001）

• カーネル K-means クラスタリング （Dhillon et al 2004）

• SVMの仲間
– Support vector regression (SVR, Vapnik 1995)pp g ( , p )
– -SVM  (Schölkopf et al 2000)
– one-class SVM (Schölkopf et al 2001)
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セクション3のまとめ

– さまざまな線形解析手法のカーネル化 が可能 効率的な内積計算

• Kernel PCA, SVM, kernel CCA, etc.

– 最適解は多くの場合，特徴ベクトルの線形和

 
N Xaxf )()(

で与えられる (representer theorem).




i ii Xaxf
1

)()(

– 問題は，データサイズ N のGram行列によって表現される.
• 高次元で，中程度までのデータサイズに適している．高次元 ，中程度ま デ タサイ 適し る

• データサイズが大きい場合には，低ランク近似が有効．

– 正定値カーネルさえ定義されれば，任意のデータ型に適用可能．
structured (non-vectorial) data, such as graphs, strings, etc
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