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正定値カーネル

• （実）正定値カーネル

Ω：集合．

k(x,y) がΩ上の(実)正定値カーネルであるとは，次の２つを満たすこと
をいう

１． (対称性) k(x,y) = k(y,x)
２．（正定値性） 任意の自然数 n とΩ の点 x1, …, xn に対し，

が（半）正定値．すなわち，任意の実数 c1,…, cn に対し，
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• 複素数値の正定値カーネル

の場合にも正定値性は以下のように定義される．

任意の自然数 n と，任意のΩ の点 x1, …, xn と，任意の複素数
c1,…, cn に対し，

が成り立つとき，k(x,y) を正定値カーネルという．

– 上の条件から Hermite性 は自然に従う．

（Exercise (やや難））
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正定値カーネルの例

• Euclid内積

• 多項式カーネル

• ガウスカーネル（RBFカーネル)

• Laplacianカーネル

– 正定値であることはあとでチェックする

dT
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mR=Ω
（ d：自然数， ）0≥c
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
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内積と正定値カーネル

証明(実の場合)

– 特徴ベクトルの内積は，正定値カーネルを与える．

Proposition 2.1
Ωを集合，V  を内積 ( ,  )を持つベクトル空間とし，写像

が与えられているとする．
このとき

で定義されるカーネルは正定値である．

V→ΩΦ :
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ヒルベルト空間の復習

• (実)ヒルベルト空間
ベクトル空間で，内積 が与えられており，

完備性（コーシー列が常に収束する）を満たす．

– ヒルベルト空間は，無限次元でもよい

– 例） L2(a,b)：区間 (a,b) 上の２乗可積分関数全体

– ユークリッド空間 Rm もヒルベルト空間のひとつ．

– 複素ヒルベルト空間も定義される．

,

2 ( , ), ( ) ( )b
L a b af g f x g x dx= ∫内積
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再生核ヒルベルト空間

Def. 集合 Ω 上の再生核ヒルベルト空間（Reproducing kernel Hilbert 
space, RKHS) H とは， Ω 上の関数からなるヒルベルト空間であって，
任意の x ∈ Ω に対し φx ∈ H があって，

を満たすものをいう．

– 再生核：

このとき

– 再生核は存在すれば一意的．(証明略 [Exercise])

– 再生核ヒルベルト空間は「関数空間」．しかしL2とは大きく異なる．

)()(, Hfxff x ∈∀=φ （再生性）

)(:),( yxyk xφ=

)(),(, xfxkf =⋅

注) k(・, x) ： x を固定した第1変数を変数とする1変数関数
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再生核ヒルベルト空間と正定値カーネル

証明 (実の場合）

対称性：

正定値性：

と定義すると，再生性により

Prop. 1 を使え．

Theorem 2.2
再生核ヒルベルト空間 H の再生核 k は正定値カーネルである．

),(:)( xkx x ⋅==Φ φ

)(),(),(),,(),( yxykxkyxk ΦΦ=⋅⋅=

).,(),(),,(),(),,(),( xykykxkxkykyxk =⋅⋅=⋅⋅=
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再生核ヒルベルト空間と正定値カーネル

Theorem 2.3 (Moore-Aronszajn)
k(x,y) ： 集合 Ω 上の正定値カーネル

Ω 上の関数からなるヒルベルト空間 Hk で次の３つを満たすものが
一意に存在する．

(1)     

(2) 有限和 の形の元は Hk の中で稠密

(3)  （再生性）

kHxk ∈⋅ ),( ( x ∈ Ω は任意に固定)

∑ = ⋅= n
i ii xkcf 1 ),(

),(,)( xkfxf ⋅= ∀ f ∈Hk, x∈Ω

証明略（福水 2010 参照）
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RKHS，正定値カーネル，特徴写像

• 正定値カーネルとRKHSは１対１に対応する

• 特徴写像
– カーネルトリック

が成り立つためには，正定値カーネル k を用意し，

を考えれば十分．

– 以降，常に上の特徴写像を考える．

k Hk
1対1

),()(,: xkxHk ⋅=Φ→ΩΦ

),()(),( yxkyx =ΦΦ
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再生核ヒルベルト空間の例

• 線形カーネル
– RKHS for  k(x,y) = xTy

Inner product

– H はEuclidean空間とヒルベルト空間として同型.

– 特徴写像は上の同型対応

線形カーネルは，ユークリッド空間の普通の内積に他ならない

}),()(,|:{ uaaukufafH Tmm ==∈∃→= RRR

baubua TTT =, ( ))(),(, bfbkf aa =⋅

auaH Tm ↔≅ ,R
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• 有限集合 {1, 2, ..., m} 上のRKHS
– 正定値カーネル K(i, j) ＝ 半正定値行列 K 

– 固有値分解

– 仮定： K は（狭義）正定値. i.e.,  λi > 0.

– RKHS：

内積

TUUK Λ=
),,(),,,( 11 mmuuU λλ  Diag=Λ=

}))(),...,1({(}},...,1{:{ mmffmfH RR ∈=→=

∑∑ ==
==

m

i ii
m

i ii ubguaf
11

,

∑
=

− ==
m

i i

iiT bagKfgf
1

1,
λ

15



– 再生性のチェック

K = (k1, ..., km)  （列ベクトル）

任意の f ∈ H に対し，

• Gaussian Kernel
– RKHS は無限次元.
– 後で詳述する. 

),( iKki ⋅=

)(),(, 11 ifefkKfkKfiKf i
T

i
T

i
T ====⋅ −−

T
ie )0,...,0,1,0,...,0(=
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正定値性を保つ演算

Proposition 2.4 ki(x, y) ： Ω 上の正定値カーネル（i = 1,2,...）．
以下も正定値カーネル．

(1) Positive combination

(2) Product

(3) Limit 

正定値カーネルのなす凸錐
ある集合 Ω 上の正定値カーネル全体は，積について閉じた
（各点位相での）閉凸錐

),(),( 2211 yxkayxka +

),(),( 21 yxkyxk

),(lim),( yxkyxk nn ∞→
=

)0,( 21 ≥aa
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証明）

1)は自明．3)は正定値性の条件が極限操作で保たれることからわかる．

2)を示すには，２つの半正定値行列A, Bの成分ごとの積（Hadamard積）
がまた半正定値であることを示せばOK.

Lemma 2.5.  
２つの半正定値行列 A, B のHadamard積は半正定値である．

証明）

（ 半正定値性より λa ≧ 0 ）

∑ =
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• 多項式カーネル
xTy は正定値

⇒ xTy + c は正定値 （ c ≧ 0 ）

⇒ (xTy + c)d は正定値 （d 個の積）

• ガウスカーネル
xTy は正定値

⇒

⇒

正定値カーネルの例：再論（証明）

( ) ( )
1
2

2 2 2

2 3
1 1 1 1 1

2! 3!1
Tx y T T Te x y x y x yσ

σ σ σ
= + + + + は正定値

( )
1 1 1

2 2 22 2
2

21exp || ||
T T Tx x x y y y

e e e x yσ σ σ
σ

− −
= − − は正定値

20

(Prop. 2.6)



正定値性を保つ変換

Proposition 2.6.
k (x, y) ： Ω 上の正定値カーネル， f : Ω → R ：任意の関数とすると，

は正定値．

特に,正定値カーネルが k (x, x) > 0 （x∈Ω は任意）を満たすとき，

は正定値(normalization)．

証明）略 [Exercise]
例）

)(),()(),(~ yfyxkxfyxk =

( ), ( )( , )( , )
|| ( ) || || ( ) ||( , ) ( , )

k kH H

x yk x yk x y
x yk x x k y y
Φ Φ

= =
Φ Φ



dT cyxyxk )(),( +=
（ c > 0 ）

2/2/ )()(
)(),(~

dTdT

dT

cyycxx
cyxyxk

++
+

=
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和・積に対するRKHS

• 和空間 H1 + H2
– 正定値カーネルの和 に対応するRKHSは，ベクトル空間

として

• 内積

• 積空間
– 正定値カーネルの積 に対応するRKHSは，ベクトル空間と

してテンソル積．

の形の関数が稠密．

• 内積

21kkk =

21 kkk +=

} such that   ,|:{ 21221121 fffHfHffHH +=∈∃∈∃→Ω=+ R
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2
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1,,
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連続なカーネルに対するRKHS

– 連続性／微分可能性

位相空間Ω上の正定値カーネル k(x, y) が連続のとき，

定義されるRKHS Hk の関数はすべて連続関数．

実は，Rm 上の正定値カーネル k(x,y) が微分可能のとき，
Hk のすべての関数が微分可能．

2222 ),(),(),(),(,)()( ykxkfykxkfyfxf ⋅−⋅≤⋅−⋅=−

)(0)),(),(2),((2 yxyykyxkxxkf →→+−=

∵）

23



平行移動不変なカーネル

Def. Rm 上の正定値カーネル k(x,y) が平行移動不変(shift-invariant)で
あるとは，ある１変数関数 φ(z) があって， k(x,y)  = φ(x-y) と書けること
をいう．

Ex) Gauss カーネル，ラプラスカーネル

– Fourier kernel (complex-valued):

– k(x,y)  = φ(x-y)が正定値カーネルとなるとき，φ(z) を正定値関数という．

( ) ( ) ( )yxyx TTT ωωω 1exp1exp)(1exp −−−=−− ⇒ 正定値
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• ガウスカーネルの正定値性（別証明）
– ガウス関数の逆Fourier変換表示

ガウス関数の Fourier変換は，またガウス関数

– 正定値性の証明

( ) ( ) ( )2 21exp 2 exp 2 exp 1
(2 ) m

T
m R

x x dω ω ω
π

− = − −∫

( ) ( ) ( )2 2exp 2 exp 1 ( ) exp 2T
t tt x y x yω ω− − − → − −∑

正の数 正定値カーネル 正定値
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Bochnerの定理

Theorem 2.7（Bochner)
Rm 上の連続関数φ(z) が正定値であるための必要十分条件は， Rm

上のある非負有限Borel測度 Λ が存在して

が成り立つことである．

積分は Lebesgue-Stieltjes 積分．

– 十分性： Λが連続な密度関数 ρ(ω) を持つ場合は

必要性は少し難しい*．

( ) )(1exp)( ωωφ Λ−= ∫ dzz T

( ) )()(1exp zz
t t

T
t φωρω →−∑

26
* さまざまな証明が知られている．参考文献は福水2010参照．



RKHSのFourier変換による表示

仮定： Bochnerの表示で， Λが連続な密度関数 ρ(ω) を持つとせよ．

RKHS Hk は以下で与えられる．

( ) ωωρω dyxyxk T )()(1exp),( ∫ −−=













∞<∈= ∫ ω
ωρ
ω dfdxLfH m

k )(
|)(ˆ|),(
2

2 R

ω
ωρ

ωω dgfgf ∫=
)(

)(ˆ)(ˆ
,

( ) ωωω
π

ω dfzf T
m )(1exp

)2(
1)(ˆ ∫ −−=

ただし， は f のFourier変換)(ˆ ωf
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証明の概要：

– はHk の内積を定める（自明）

– k(  , x) はHkの再生核となる．

gf ,

( ) ωωρω dyxyxk T )()(1exp),( ∫ −−=

( ) ( ) ωωρωω dyx TT )(1exp1exp −−−= ∫

( ) )(1exp ωρω yT−−

k(  , y) （y fixed）のFourier変換は

ω
ωρ

ωρωω dyfykf
T

∫
−−

=⋅
)(

)()1exp()(ˆ
),(,

)()1exp()(ˆ yfdyf T =−= ∫ ωωω
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RKHSのFourier変換による表示

• Gauss Kernel

• Laplacian Kernel

( ){ }∞<∈= ∫ ωωω σ dfdxLfH m
k

2
2

22 2exp|)(ˆ|),(R









−= 2

2

2
exp

2
1)( ωσ
π

ωρ





 −−= 2

2 )(
2

1exp),( yxyxkG σ

( ) ωωωωπ σ dgfgf ∫= 2
2

2exp)(ˆ)(ˆ2,

( ){ }∞<+∈= ∫ ωβωω dfdxLfH m
k

2222 |)(ˆ|),(R

)(2
1)( 22 βωπ

ωρ
+

=( )||exp),( yxyxkL −−= β

ωβωωωπ dgfgf ∫ += )()(ˆ)(ˆ2, 22
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セクション２のまとめ

• 正定値カーネル
– 特徴写像の内積を与えるカーネル

– 例： 多項式カーネル，ガウスカーネル，ラプラスカーネル

• 再生核ヒルベルト空間
– 再生核を持つ関数空間

– 正定値カーネルと再生核ヒルベルト空間は１対１に対応

• 特徴空間・特徴写像

を考えれば十分

• 基本的性質
– 正定値カーネルを保つ演算： 和，積，極限，正規化

– Bochnerの定理： 平行移動不変な正定値カーネルのFourier表示

),()(,: xkxHk ⋅=Φ→ΩΦ

),()(),( yxkyx =ΦΦ
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