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４．カーネル法の理論的基礎

このセクションの目的

正定値性を保つ演算と正定値性の証明

無限次元の問題を有限次元へ還元： Representer定理

正定値カーネルの固有展開表現： Mercerの定理

Rm上の正定値カーネルの特徴づけ： Bochnerの定理
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正定値カーネルの導出

カーネル法
関数空間でのデータ解析

関数空間を陽に与えるのでなく、正定値カーネルを与えることが多い

正定値カーネルの定義法
正定値性の判定法は？

ある正定値カーネルから、新たな正定値カーネルを導出する方法は？

データの構造に即したカーネル 赤穂、松井
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正定値性を保つ演算

復習（正定値カーネル）
(1) k(x, y) = k(y, x) ;  (2) グラム行列 ( k(xi, xj) )  は半正定値

和と積

命題 k1(x, y) ，k2(x, y) ： Ω 上の正定値カーネル．次も正定値カーネル

(1) 非負実数 a1 と a2 に対する線形和

(2) 積

証明） 和は自明．積については，まず k1 のグラム行列を対角化
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正定値カーネルの収束列

命題 k1(x, y) , k2(x, y), …, kn(x, y), … ： Ω 上の正定値カーネルの列．

ならば， k (x, y) も正定値カーネル

正定値カーネルのなす凸錐
ある集合 Ω 上の正定値カーネル全体は，積について閉じた

（各点位相での）閉凸錐

),(lim),( yxkyxk nn ∞→
= （任意の x, y ∈ Ω）
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正規化

関数の積 k(x, y) = f(x)f(y) の形のカーネルは正定値

k (x, y) ： Ω 上の正定値カーネル， f : Ω → R ：任意の関数 とすると，

は正定値

特に,正定値カーネルが k (x, x) > 0 （x∈Ω は任意）を満たすとき，

は正定値カーネル ・・・ normalized カーネル
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多項式カーネル
xTy は正定値 ∵）

⇒ xTy + c は正定値 （ c ≧ 0 ）

⇒ (xTy + c)d は正定値 （d 個の積）

ガウスカーネル
xTy は正定値
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負定値カーネル
Ω：集合．

h(x,y) ： Ω×Ω R が負定値であるとは，次の２つを満たすことをいう

１． (対称性) h(x,y) = h(y,x)
２．（負定値性） 任意の自然数 n と，任意のΩ の点 x1, …, xn と

を満たす任意の実数 c1,…, cn に対し
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i j i ji j c c h x x= ≤∑



9

負定値カーネルと正定値カーネル
Shoenberg の定理

h(x,y) ： Ω×Ω R が負定値

⇔

応用
は負定値

⇒

exp( ( , ))h x yβ− が任意の β > 0 に対して正定値
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Representer Theorem
正則化の問題（復習）

平滑化

SVM

一般化された問題
k:  正定値カーネル， H :  k により定まる再生核ヒルベルト空間

x1, …, xN , y1, …, yN ： データ（固定）

h1(x), …, hd(x) ： 固定された関数
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Representer Theorem

正則化項の関数 Ψ は，[0, ∞) 上の単調増加関数とする．
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K = (k(xi,xj)) ： グラム行列

H（無限次元）上の最適化が有限次元の最適化に変換できる

(＊) の解 f は の中にある．NH~
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の形で探してよい．
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Representer theorem の証明

⊥⊕= HHH N
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正定値カーネルの固有展開～Mercer
の定理

正定値カーネルと積分作用素
(Ω, B, μ) ： 測度空間 μ(Ω) ＜∞.

k(x,y) ： Ω×Ω R は２乗可積分，

このとき次の積分作用素が L2(Ω,μ) 上に定まる

積分核 k(x,y) が次を満たすとき,正定値であるという

1. (対称性) k(x,y) = k(y,x)
2.  (正定値性）

＊ 前の定義と多少異なるが，緩やかな条件のもと同値になる

（例えば Ω が Rmのコンパクト集合，かつ k(x,y) が連続）

2( , ) ( ) ( )k x y d x d yμ μ < ∞∫∫

( ) ( , ) ( ) ( )f Kf x k x y f y d yμ= ∫6

( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0k x y f x f y d x d yμ μ ≥∫∫
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Mercerの定理
積分核 k(x,y) が正定値のとき，作用素 K は正定値な作用素，すなわち

( ) 2 ( ), 0Lf Kf
Ω

≥ ( )2 ( )f L∀ ∈ Ω

作用素 K の固有展開
K の単位固有ベクトル （L2(Ω) の正規直交系） φ1(x), φ2(x), …, φn(x), …
対応する固有値 λ1 ≧ λ2 ≧ … ≧ λn ≧ ... > 0

( ) 2 ( ),n n nn LKf fλ φ φ
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定理（Mercer）

がほとんどすべての x, y に対し成り立ち，一様かつ絶対収束する

注）積分核 k が（＊＊）の展開を持てば，作用素 K が正定値で
(＊)の展開を持つのは明らか．

（＊）

（＊＊）

（c.f. 半正定値行列
の固有分解）
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RKHSの基底展開による表現

RKHSの関数と内積
k(x,y) ： 積分核としての正定値性を満たすカーネル

Hk: k によって定まるRKHS
実は
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有限点上のRKHS
Ω = {1,2,…,n} 上の正定値カーネル k(x,y)
x , y = 1, …, n の値が決まればよいので，半正定値 n×n行列

を与えればよい．

Hk:  Ω上の関数 n 次元ベクトル空間

Hk の内積：

( , )ijK k i j= ( , 1,..., )i j n=

≅

1
n T

i i iiK u uλ== ∑ 固有分解

1 1,n n
i i i ii if u g uα β= == =∑ ∑ に対し

1

1
,

k

n
Ti i

H
i i

f g Kα β α β
λ

−

=
= =∑

K を分散共分散行列としたときの，Mahalanobis内積
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Rm上の正定値カーネルの表現

Fourierカーネル（複素数値の正定値カーネル）

ガウスカーネルの正定値性（別証明）
ガウス関数のFourier変換

ガウス関数の Fourier変換は，またガウス関数

正定値性の証明

( ) ( ) ( )2 21exp 2 exp 2 exp 1
(2 ) m

T
m R

x x dω ω ω
π

− = − −∫

( ) ( ) ( )2 2exp 2 exp 1 ( ) exp 2T
t tt x y x yω ω− − − → − −∑

正の数 正定値カーネル 正定値

( ) ( ) ( )yxyx TTT ωωω 1exp1exp)(1exp −−−=−−

)()( yfxf= ⇒ 正定値
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k(x,y) = φ(x‐y) の形により与えられる Rm 上のカーネルが正定値である

ための必要十分条件は， 関数 φ(z) が，ある非負可積分関数 f(z) によって

と表されることである．

すなわち， φ(z) のFourier変換が非負実数関数となることである．

上の積分表示を持つ φ(z) が正定値カーネルを与えることは，ガウスの
場合と同様． Bochnerの定理は，その逆も成り立つことを主張している．

Fourierカーネル が， φ(x-y) 型の正定値カーネル全

体の成す閉凸錐を張っている．

( )( ) ( )exp 1m
Tz f w z dφ ω ω= −∫R

( ))(1exp yxT −− ω

非負 Fourierカーネル(正定値)

Bochner の定理
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セクション４のまとめ

正定値性を保つ演算
非負の和，積

Normalization 
正定値カーネル列の各点収束

⇒ あたらしいカーネルの作成／カーネルの正定値性のチェック

Representer thoerem
無限次元空間上の正則化問題を有限次元の問題へ

Mercerの定理
正定値カーネルの固有展開 RKHSの基底による陽な表現を与える

Bochner の定理
φ(x ｰ y) 型のRm 上のカーネルが正定値 ⇔ φ のFourier変換が非負
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5. カーネル法とスプライン

このセクションの目的

正則化・スプラインをRKHS上の最適化として考察する
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スプライン
(X1,Y1), ..., (XN, YN) ： 与えられたデータ Xi ∈ Rn, Yi ∈ R
P： 微分作用素

スプライン補間

スプライン平滑化

2min | ( ) |
f

Pf x dx∫
subject to f(Xi) = Yi

( )2 2

1
min ( ) | ( ) |

N
i i

f i
Y f X Pf x dxλ

=
− +∑ ∫

2

2
dP
dx

=e.g.

主にこちらを扱う
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解析学の復習

部分積分
| f |, | g | 0 (||x|| ∞) とすると

微分のFourier変換

Laplacianの定義

j

( )
/ 2

/ 2

11
(2 )

11
(2 )

( ) ( )

( ) 1 1 ( )

T

n

T

n

u x

i i

u x
i i

f fu x e dx
x x

f x u e dx u f u

π

π

− −

− −

∂ ∂
=

∂ ∂

= − − − = −

∫

∫ �

2 2 2

2 2 2
1 2 n

f f ff
x x x

∂ ∂ ∂
Δ = + + +

∂ ∂ ∂
"

( ) ( )( ) ( )g x f xf x dx g x dx
x x

∂ ∂
= −

∂ ∂∫ ∫
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Green関数（Laplacianの場合で説明）

微分方程式

Solve  f : 

Green関数 G(x, ξ)  

微分方程式の解

f ϕΔ =

( , ) ( )G x xξ δ ξΔ = −

: Laplacian （自己共役な微分作用素）

ϕ: 与えられた関数

( ) ( ) ( ) ( )f x g x dx f x g x dxΔ = Δ∫ ∫i.e.

( ) ( ) ( ) ( ) ( , )

( ) ( , ) ( ) ( , )

f f x x dx f x G x dx

f x G x dx x G x dx

ξ δ ξ ξ

ξ ϕ ξ

= − = Δ

= Δ =
∫ ∫
∫ ∫

G(x, ξ) ： 対称 G(x, ξ) = G(ξ, x) 

( ) ( , ) ( )f x G x y y dyϕ= ∫
∵）

Δ

| f |, | g | 0 (||x|| ∞) とする
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滑らかさによる正則化

滑らかさを表す正則化項
以降，Rn 上の関数を考える

例） m = n = 2

本当は有界領域でも考えるべきだが,境界条件の扱いが面倒なため，
ここでは Rn 全体で考える．

2
1

1 2
1

2

1 2
2

1 2 1 2

!( )
! ! !

!
! ! !

n

n
n

n
m Lm n

m

m n n

mJ f D f

m f dx
x x x

α

α α

α α α
α α

α α α

α α α

+ + =

+ + =

=

∂
=

∂ ∂ ∂

∑

∑ ∫
"

"

"

" "

2 2 22 2 2
2
2 2 2

1 1 2 2
( ) 2f f fJ f dx

x x x x

⎧ ⎫∂ ∂ ∂⎪ ⎪= + +⎨ ⎬
∂ ∂ ∂ ∂⎪ ⎪⎩ ⎭∫

m 次微分のL2ノルム
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正則化問題
以降，次の形の正則化を考える．

Laplacianによる表現
|Dαf | 0 (||x|| ∞) とすると，部分積分により

したがって

( )2

1 0
min ( ) ( )

N
i i n

m mf i m
Y f X a J fλ

∞

= =
− +∑ ∑

( ) ( ) 2( ) 1 ,mn m
m L

J f f f= − Δ

( ) ( ) 2

2

1
min ( ) ,

N
i i

Lf i
Y f X f Afλ

=
− +∑

0
( 1)m m

m
m

A a
∞

=
= − Δ∑ただし

λ : 正則化係数
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２つのケース
の場合

Green関数が正定値カーネル

RKHSノルムで正則化していることになる

の場合

Spline平滑化

m次の微分作用素の場合を考える（am = 1, その他 0）

Green関数は条件付正定値

関数 f を射影したものをRKHSノルムで正則化している

0 0a ≠

0 0a =
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の場合0 0a ≠
変分による解法

( ) ( ) 2

2

1
min ( ) ,

N
i i

Lf i
Y f X f Afλ

=
− +∑

変分 ( )
1

( ) ( ) 0
N

i i

i
Y f x x X Afδ λ

=
− − + =∑

0
( 1)m m

m
m

A a
∞

=
= − Δ∑ただし( )

1

1 ( ) ( )
N

i i

i
Af Y f x x Xδ

λ =
= − − −∑

もし A のGreen関数 G(x;ξ) （i.e. AG(x;ξ) = δ(x-ξ) ）が求まれば

1

1

1( ) ( ( )) ( ) ( , )

1 ( ( )) ( , )

N
i i

i
N

i i i

i

f Y f x x X G x dx

Y f X G X

ξ δ ξ
λ

ξ
λ

=

=

= − − −

= − −

∑∫

∑
未知
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解の形は

もとの正則化問題に代入すると

1
( , )

N
i

i
i

f c G X
=

= ⋅∑

( )2
1 , 1

1
min ( , ) ( , )

N

N N Ni i j i j
j i jj i j

c i
Y c G X X c c G X Xλ= =

∈ =
− +∑ ∑ ∑

R

微分 2( )G G c Gλ+ = Y ( , )i j
ijG G X X=

1( , , )N TY Y=Y …
G が非特異とすると

1( )c G Iλ −= + Y

解： 1( ) ( ) ( )Tf x G I g xλ −= +Y ( ) ( , )i
ig x G x X=

ただし

ただし

AG(x;ξ) = δ(x-ξ)
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Green関数の求め方

Fact:   Laplacianが平行移動に対して不変 ⇒ G(x, ξ) = G(x -ξ) 

0
( 1) ( ) ( )m m

m
m

a G z zδ
∞

=
− Δ =∑

Fourier変換 j2
/ 2

0

1|| || ( )
(2 )

m
m n

m
a u G uξ π

∞

=
=∑

j
( )/ 2 2

0 1

1( )
(2 ) || ||n m

mm

G u
a a uξ π ∞

=

=
+ ∑

0 10, 0a a≠ ≠ ならば逆Fourier変換可能

( )
1

2
0 1

( )
(2 ) || ||

Tz u

n m
mm

eG z du
a a uπ

−

∞
=

=
+ ∑∫
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例： ガウスRBFカーネル
2

, ( 0)
!2

m

m ma
m
σ σ= >

2 2
11

(2 )

2

2

|| ||( ) exp
2

|| ||exp
2

T

n
z uuG z e du

zc

π

σ

σ

−⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞

= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫
ガウスRBFカーネル関数
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Green関数の正定値性

の場合のGreen関数は正定値

( )
1

2
0 1

1 1( )
(2 ) || ||

Tz u
n m

mm

G z e du
a a uπ

−
∞

=

=
+ ∑∫

0 0a ≠

非負

Fourierカーネル

(Bochnerの定理)
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正則化とカーネル法
RKHSノルムによる正則化
Green関数 G(x-y) により与えられるRKHS ・・・ HG

カーネルによる正則化問題

( )2 2

1
min ( ) || ||

G

N
i i

Hf i
Y f X fλ

=
− +∑

representer定理より

1 ( , )N i
iif c G X== ⋅∑

( )2
1 , 1

1
min ( , ) ( , )

N

N N Ni i j i j
j i jj i j

c i
Y c G X X c c G X Xλ= =

∈ =
− +∑ ∑ ∑

R

00( ) ( ) ( 0)n
m mmJ f a J f a∞

== ≠∑
による正則化項と同一
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の場合：
滑らかさによる正則化

⇔ Green関数が与えるRKHSノルムによる正則化

( )2 2

1
min ( ) || ||

G

N
i i

Hf i
Y f X fλ

=
− +∑

0 0a ≠

( )2

1 0
min ( ) ( )

N
i i n

m mf i m
Y f X a J fλ

∞

= =
− +∑ ∑

同値
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スプラインの場合（a0 = 0）

a0 = 0 の特別な場合： Thin-plate spline
正則化問題

関数空間

零化空間の存在

( )2

1
min ( ) ( )

N
i i n

mf i
Y f X J fλ

=
− +∑

2
1

2

1 2

!( )
! ! !n

n
m Lm n

mJ f D fα

α α α α α+ + =
= ∑

" "

2: ( ) (| | )n n
mB D f L mα α∈ =R

1( ) 0n
m mJ f f −= ⇔ ∈P

Pm-1 ： m-1次以下の多項式全体

（本当は超関数で考える）

m 次微分
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変分による解法？ （ の場合との違い）
Green関数

解

Fourier変換では得るのが難しい

G(z) は正定値ではない （Bochnerの定理は使えない）

実は、条件付正定値と呼ばれるクラス（≒微分すると正定値）

( ) ( )mG z zδΔ =

j
/ 2 2
1( )

(2 ) || ||n mG u
uξ π

=

Fourier逆変換不可能． 原点で積分できない

0 0a ≠

2
,

2
,

| | log | |
( )

| |

m n
m n

m n
m n

z z
G z

z

β

γ

−

−

⎧⎪= ⎨
⎪⎩

（2m-n が偶整数のとき）

（それ以外）
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RKHSによる定式化

多項式空間の基底

次のような点 a1, …, aM ∈ Rn を取る．（一般の位置にとればOK)
「任意の b1, …, bM ∈ R に対してある多項式 p(x) ∈ Pm-1 があって

p(ai) = bi (1 ≦ i ≦ M)
を満たす」 ・・・ （unisolvent）

Pm-1 の基底 φ1, …, φM ：

射影

1

1
dim m

m n
M

n−

+ −⎛ ⎞
= ≡⎜ ⎟

⎝ ⎠
P

1 ( )
( )

0 ( )i

i
a

i
φ

=⎧
= ⎨ ≠⎩

A
A
A

1: ( )MQ f f a φ=∑ A AA6 （Lagrange補間）

1( )mQp p p −= ∀ ∈P ( ) ( )i iQf a f a=



37

m > n/2 のとき，H* は内積

を持つ再生核ヒルベルト空間である．特にノルムは

*

2 ( )n
mHf J f=

: n n
m mI Q B BΠ = − →

1 *
n
m mB H−= ⊕P

Pm-1 の補空間 H* への射影

（多項式部分を除く写像）

定理

証明略 （Meinguet 1979を参照）

( ) ( )2 21*

!
| | ! !, , ( 1) ,

n

m mm
mH L L

f g D f D g f gα α
α α α== = − Δ∑ "
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スプライン平滑化とRKHS
上の定理から m > n/2 のとき，次は同値

c.f.  の場合

( )2

1
min ( ) ( )

N
i i n

mf i
Y f X J fλ

=
− +∑

( ) *

2 2

1
min ( ) || ||

N
i i

Hf i
Y f X fλ

=
− + Π∑

0 0a ≠

( )2 2

1
min ( ) || ||

G

N
i i

Hf i
Y f X fλ

=
− +∑

( )2

1 0
min ( ) ( )

N
i i n

m mf i m
Y f X a J fλ

∞

= =
− +∑ ∑

( ) *
* 1

2 2

, 1
min ( ( ) ( )) || ||

m

N
i i i

Hg H p i
Y g X p X gλ

−∈ ∈ =
− + +∑

P
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正定値カーネルの導出
H* の正定値カーネル K(x,y)

( ) 2*
( , ), ( 1) ( , ),m m

xH L
K y f K x y f⋅ Π = − Δ

一方

( ) 2*
( , ), ( ) ( ) ( ) ( ) ,

ii i y i ai iH L
K y f f y f a y y fφ δ φ δ⋅ Π = − = −∑ ∑

内積の形から

( 1) ( , ) ( )
i

m m
y i aiK y yδ φ δ− Δ ⋅ = − ∑

Green関数 G(x-y) を使うと( ( ) ( ))mG z zδΔ =

{ }( , ) ( 1) ( ) ( ) ( ) ( )m
i iiK x y G x y y G x a xφ ψ= − − − − +∑

1( ) mxψ −∈P

( , ) ( , )xK x y K x y= Π
{

},

( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

m
i i i ii i

i j i ji j

G x y y G x a x G y a

x y G a a

φ φ

φ φ

= − − − − − −

+ −

∑ ∑

∑

K(x,y) ∈ H* なので

（再生性）
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解の形
Representer定理を使うと，最適解は

の形を持つが、さらに K の G による表示により

1 1
( ) ( ) ( )

N M

i i
i

f x c G x X b xφ
= =

= − +∑ ∑ A A
A

Green関数 m-1次以下の多項式

1 1
( ) ( ) ( )

N M

i i
i

f x c K x X b xφ
= =

= − +∑ ∑ A A
A
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条件付正定値カーネル

条件付正定値
K(x,y) ： Ω×Ω R がm次の条件付正定値カーネルであるとは，

１． K(x,y) = K(y,x)
２． Ω の点 x1, …, xn と実数 c1,…, cn が，任意の多項式 p(x) ∈ Pm-1

に対して

を満たすならば，

直感的には、m 階微分すると正定値になるようなカーネル

上の c1,…, cnは m 階差分（係数）の一般化

1 ( ) 0n
i ii c p x= =∑

, 1 ( , ) 0n
i j i ji j c c K x x= ≥∑
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1

1

( ) ( )i i

i i

f t f t
t t
+

+

−
−

c1 c2( )if t の係数 c3

2 1

1
t t

−
− 2 1

1
t t−

3 2

1
t t

−
− 3 2

1
t t−

0
・・・

1 2 0nc c c+ + + =" 一般化１階差分の係数

２階差分 2 1 1
2 1

2 1 1

( ) ( ) ( ) ( )i i i i
i i

i i i i

f t f t f t f t t t
t t t t
+ + +

+ +
+ + +

⎧ ⎫− −
− −⎨ ⎬− −⎩ ⎭

( )if t の係数

3 1
2 1

1 t t
t t

−
− ・・・

3 1
2 1 3 2

1 1 t t
t t t t

− −+ −
− − 3 1

3 2

1 t t
t t

−
−

0

1 2

1 1 2 2

0
0

n

n n

c c c
c t c t c t

+ + + =⎧
⎨ × + × + + × =⎩

"
"

一般化２階差分の係数

0

１階差分

4 2
3 2

1 t t
t t

−
− 4 2

3 2 4 3

1 1 t t
t t t t

− −+ −
− − 4 2

4 3

1 t t
t t

−
−0

c1 c2 c3 c4
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Green関数の条件付正定値性

定理

平行移動に関して不変な定数係数 m 次微分作用素 P に対する
Green 関数 G(z) ， すなわち

の解に対し，G(x-y) は条件付正定値カーネルである．

（Gel’fand & Vilenkin 1964, Ch.II.4）

条件付正定値と正定値
定理

K(x,y) をm次の条件付正定値カーネルとするとき，
unisolvent {a1, …, aM} と Pm-1 の基底 φi （ φi(aj) = δij ）に対し，

は正定値カーネルである．

* ( ) ( )P PG z zδ=

,

( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )
( ) ( ) ( , )

i i i ii i

i j i ji j

R x y K x y y K x a x K y a
x y K a a

φ φ
φ φ

= − −

+
∑ ∑
∑
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セクション５のまとめ
正則化／スプラインはRKHSで記述できる

( )2

1 0
min ( ) ( )

N
i i n

m mf i m
Y f X a J fλ

∞

= =
− +∑ ∑

2
1

2

1 2

!( )
! ! !n

n
m Lm n

mJ f D fα

α α α α α+ + =
= ∑

" "

0 0a ≠ 0 0a =

Green関数は正定値

( )2 2

1
min ( ) || ||

G

N
i i

Hf i
Y f X fλ

=
− +∑

解は

1
( , )

N
i

i
i

f c G X
=

= ⋅∑

Green関数は条件付正定値

解は

1 1
( , )

N M
i

i
i

f c G X b φ
= =

= ⋅ +∑ ∑ A A
A

( ) *

2 2

1
min ( ) || ||

N
i i

Hf i
Y f X fλ

=
− + Π∑
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5. カーネル法とガウス過程

このセクションの目的

RKHSとガウス過程の関連について述べる

カーネル法とガウス過程の推定との関連について
述べる
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ガウス過程
多変量ガウス分布(復習)

m変数ガウス分布 X = (X1,…,Xm)

平均値 μ と分散共分散 Σ によって定まる

1
1/ 2

1 1( ; , ) exp ( ) ( )
2(2 | |)

T
mg x x xμ μ μ

π
−⎛ ⎞Σ = − − Σ −⎜ ⎟Σ ⎝ ⎠

[ ], Cov[ , ]i i ij i jE X X Xμ = Σ =

確率密度関数
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ガウス過程
集合 Ω を添え字集合とするガウス過程

任意の有限個の Ω の点 t1, …, tn に対し，

同時分布 が n 変量ガウス分布となる確率過程

ガウス過程は
平均関数 μ(t) = E[ Xt ]
共分散関数 R(t, s) = Cov[ Xt, Xs ]

によって定まる．

{ }t tX ∈Ω

1
( ,..., )

nt tX X

1
( ,..., )

nt tX X=X が従う n 変量ガウス分布の平均 μX と分散 ΣX

1( ( ), , ( )),nt tμ μ μ=X …

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2

1 2

( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

n

n

n n n n

R t t R t t R t t
R t t R t t R t t

R t t R t t R t t

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟Σ =
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

X

"
"

# # % #
"
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ガウス過程の例

-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8
-3

-2

-1

0

1

2

3

-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8
-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

2
2

1( , ) exp ( )
2

R s t s t
σ

⎛ ⎞= − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

共分散関数

σ = 1 σ = 0.3

Rasmussen and Williams, matlab gpml toolbox により作成
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ガウス過程と正定値カーネル

共分散関数の正定値性
共分散関数 R: Ω×Ω R は正定値カーネル．

∵）

ガウス過程 ⇒ RKHS
ガウス過程の共分散関数 R(s, t) により，RKHS  HR が定まる．

, 1 , 1( , ) [ , ]
i j

n n
i j i j i j t ti j i jc c R t t c c E X X= ==∑ ∑

( )2
1 1 1, 0

i j i

n n n
i t j t i ti j iE c X c X E c X= = =

⎡ ⎤⎡ ⎤= = ≥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦∑ ∑ ∑

簡単のため平均0とする．
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正定値カーネル ⇒ ガウス過程
集合 Ω 上の正定値カーネル k(s, t) によって，k を共分散関数に持つ
平均0のガウス過程が定まる．

構成法

k: Ω×Ω R ： 正定値カーネル

t = (t1, …, tn ),    ti ∈ Ω
グラム行列 Σt = ( k(ti, tj) ) は常に半正定値

⇒

の分布が N(0, Σt ) となる Ω 上のガウス過程
が存在 （Kolmogorovの拡張定理）
1

( ,..., )
nt tX X { }t tX ∈Ω
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ガウス過程により生成されるヒルベルト空間
： Ω 上の平均０のガウス過程

⇒ Xt : ある確率空間 (Ξ,B, P) 上に定義される確率変数 Xt : Ξ R
⇒

{ }t tX ∈Ω

2 ( , , )tX L P∈ Ξ B

2( ) { ( ) | }tX X L t= ∈ Ξ ∈ΩL

, ( )U V X∈L( )( , ) [ ]U V E UVΞ =L

（L2(Ξ)の内積）

2 ( )L Ξ の閉部分空間

{ }t tX ∈Ω の生成するヒルベルト空間と呼ぶ．

内積



52

RKHSとガウス過程
定理（RKHSとガウス過程の対応）

k ： 集合 Ω 上の正定値カーネル

： k を共分散関数に持つ平均0のガウス過程{ }t tX ∈Ω

( ) kX H≅L

( , )tX k t↔ ⋅

( )( , ) ,U V f gΞ =L ,U f V g↔ ↔

注） ( )( , ) [ ] ( , ) ( , ), ( , )
kt s t s HX X E X X k t s k t k sΞ = = = ⋅ ⋅L

(内積の定義） (共分散) (再生性)

内積も込めて同型

対応は により定まる．
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定常過程の場合
Rm上の確率過程を考える．

定常な確率過程

共分散関数は

によって決まる．

正定値カーネル
定常ガウス過程に対応する正定値カーネルは次の形

Bochnerの定理 ⇔ Winer-Khinchineの定理

[ ] [ ] ( , , )m
t h s h t sE X X E X X t s h+ + = ∀ ∈ R

( , ) ( )R t s R t s≡ −

( , ) ( )K t s K t s= −

（Rm上の定常過程の共分散関数は，
パワースペクトルの逆Fourier変換）
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n 点上のRKHSと多変量ガウス分布
RKHS HK

正定値カーネル = 半正定値行列 Kij = k(i, j)
固有分解

内積

n次元ガウス分布

Z1, ..., Zn ～ N(0,1), i.i.d.を用いて，n 次元ガウス確率ベクトルを定義

1
n T

p p ppK u uλ== ∑ （ up : 固有ベクトル, λp : 固有値）

,p p p pp pf u g uα β= =∑ ∑1, Tf g Kα β−=

1
n

p p ppX Z uλ== ∑

,[ ] [ ]i j p ip q iq p q p ip jq ijp q pE X X u u E Z Z u u Kλ λ λ= = =∑ ∑

HK と X が対応

内積 αTK-1β は、Cov[X] によるMahalanobis内積に一致
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ガウス過程による推論

ガウス過程の推定と回帰問題
ガウス過程の推定

回帰問題

t t tY X ε= +

Xt :  Ω 上のガウス過程

εt : Xt と独立なノイズ
2[ ] 0, Cov[ , ] ( )t t sE t sε ε ε σ δ= = −

1 1
( , ), , ( , )

n nt t t tX Y X Y… が観測されたとき，t0 に対する を推定せよ
0tX

R(t,s) = Cov[Xt, Xs] : 既知とする． σ2 も既知

問題

11( , ), , ( , )
nt n tt Y t Y… により t Yt を推定する回帰問題と考えられる
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ガウス過程：Bayes推定

ガウス分布の条件付確率(復習)

*

* * * **

, T

Z
N

Z
μ
μ

Σ Σ⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ Σ Σ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∼ 多変量正規分布

p(Z* | Z ) もガウス分布で,
1

* * *[ | ] TE Z Z μ μ−= + Σ Σ
1

* ** * *Cov[ | ] TZ Z −= Σ − Σ Σ Σ
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ガウス過程の推定問題の場合

推定問題のBayes解

0

2

0 0

0,
( , )

n
Tt

Y K I r
N

X r R t t

σ⎛ ⎞⎛ ⎞+⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

t ∼

( ( , )) n n
i jK R t t ×= ∈ R 0( ( , )) n

ir R t t= ∈ Rただし

0

2 1[ | ] ( )T
t nE X Y r K I Yσ −= +t t

2[ , ] ( , ) ( ),t sE Y Y R t s t sσ δ= + − [ , ] ( , )t sE Y X R t s=∵）
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ガウス過程：平均２乗解

ガウス過程に対する最小２乗推定
線形推定量

を考える

平均２乗誤差

最小平均２乗解 ＝ Bayes解

0 1
ˆ

j

n
t j tjX Yα== ∑

0 0 0

2 2
1

ˆmin | | min | |
j

n
t t t j tjE X X E X Y

α
α=− = − ∑

2min ( ) 2T T
nK I r

α
α σ α α+ −

0

2 1ˆ ( )ˆT T
t nX Y r K I Yα σ −= = +t t

∵）

2 1( )ˆ nK I rα σ −= +⇒
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ガウス過程の推定と正則化問題
ガウス過程の最小平均２乗解／Bayes解 ＝ RKHSによる

正則化
ガウス過程の線形２乗誤差推定

RKHSノルムの正則項付き回帰

0 0 0

2 2
1

ˆmin | | min | |
j

n
t t t j tjE X X E X Y

α
α=− = − ∑

0

2 1ˆ ( )T
t nX r K I Yσ −= + t

( )2 2
1min ( )N

i ii Hf H
Y f t fλ=∈

− +∑

1( ) ( ) ( )T
Nf t r t K I Yλ −= +

解

解

同一

σ2 ⇔ λ
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RKHSとガウス過程の対応

RKHS

正定値カーネル K(t,s)

ガウス過程

分散共分散関数 K(t,s) = E[Xt,Xs]

( , )i ic K t⋅∑ ii tc X∑

lim ( , )i ic K t⋅∑ lim
ii tc X∑（完備化） （閉包）

0

2
1min | |

j

n
t j tjE X Y

α
α=− ∑

線形推定問題

( )2 2
1min ( )N

i ii Hf H
Y f t fλ=∈

− +∑
正則化（平滑化）

0

2 1ˆ ( )T
t nX r K I Yσ −= + t

1( ) ( ) ( )T
Nf t r t K I Yλ −= +

定常過程の共分散関数
K(t,s) = K(t-s) 

平行移動不変なカーネル
K(t,s) = K(t-s) 

に対するBochnerの定理 に対するWiener-Khinchineの定理
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セクション6のまとめ

ガウス過程とRKHS
RKHSとガウス過程が１対１に対応する

正定値カーネル ⇔ 共分散関数

ガウス過程の線形最小２条誤差推定（Bayes推定）と，RKHSノルムの

正則化付き回帰が対応

K(x-y)の形の正定値カーネル ⇔ 定常過程の共分散関数

参考）
定常過程を積分した過程
（ARIMAなど）

の共分散関数の“定常部分”

K(x-y)の形の条件付正定値

カーネル

(Intrinsic random functions
空間統計のKriging法)Thin-plate スプライン
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参考となる資料
ホームページ

カーネル関連ポータルサイト http://www.kernel-machines.org

全般的な文献
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津田宏治．「カーネル法の理論と実際」 in 統計科学のフロンティア６：パターン認識と学習
の統計学（岩波書店）2003.
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個別の話題に関する文献
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