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1.  イントロダクション

このセクションの目的

カーネル法に関して大まかなイメージを持ってもらう

くわしい説明はあとできちんとやる
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非線形データ解析としてのカーネル法

非線形データ解析の重要性
古典的な線形データ解析

データの行列表現

⇒ 線形の処理 （主成分分析，正準相関分析，線形回帰．．．）

線形で十分か？
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カーネル法の概略

線形手法の非線形化
線形パラメータの推定 ⇒ 非線形関数の推定

線形の関数 非線形関数

非線形関数の処理をうまく扱えるようにしたのがカーネル法

Tw X ( )f X
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もうひとつの見方： 高次元特徴空間でのデータ解析

データを高次元空間（一般には無限次元）に変換し，解析しやすくする.

Φ(x) はデータ x に対する特徴ベクトルと考えることができる

もとの空間 Ω でなく、（高次元、または無限次元）特徴空間 H で

データ解析を行う

もとのデータ空間 Ω は、ベクトル空間でなくてもよい

データ x はツリー、グラフなども扱える 構造化データ

xi

Φ zi

Ω

H

zｊ

xｊ

H
,

変換写像

高次元特徴ベクトル空間

（ヒルベルト空間）
Ω ： もとのデータ空間
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再生性
関数空間 H に属する（非線形)関数の値が内積で計算できる

カーネルトリック
高次元（無限次元）関数空間 H において、内積が容易に計算できる。

さまざまな線形データ解析手法が H 上で適用可能

Support vector machine, Kernel PCA,  Kernel CCA

),()(),( jiHji xxkxx =ΦΦ ・・・ 正定値カーネル

データ xi と xjの類似度を定める

( ) , ( ) Hf x f x= Φ
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２．カーネル法の基礎

このセクションの目的

カーネル法で用いられる基礎的な概念を述べる

正定値カーネルの代表的な例を紹介する

正定値カーネルがヒルベルト空間を定めることを
説明する
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正定値カーネル

正定値カーネル
Ω：集合．

k(x,y) がΩ上の正定値カーネルであるとは，次の２つを満たすことをいう

１． (対称性) k(x,y) = k(y,x)
２．（正定値性） 任意の自然数 n と，任意のΩ の点 x1, …, xn に対し，

が（半）正定値．すなわち，任意の実数 c1,…, cn に対し，

対称行列 のことを，グラム行列と呼ぶ
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複素数値の正定値カーネル

の場合にも正定値性は以下のように定義される．

任意の自然数 n と，任意のΩ の点 x1, …, xn と，任意の複素数 c1,…, cn に

対し，

が成り立つとき，k(x,y) を正定値カーネルという．

上の条件から Hermite性 は自然に従う．

本講義では,特に断らない限り,実数値カーネルを考える.

C→Ω×Ω:k

0),(
1,

≥∑ =

n

ji jiji xxkcc （ は複素共役）jc

( , ) ( , )k y x k x y=
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正定値カーネルの例
Euclid内積

多項式カーネル

ガウスカーネル（RBFカーネル)

正定値であることはあとでチェックする

dT cyxyxk )(),( +=
mR=Ω

（ d：自然数， ）0≥c

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−= 2

2

1exp),( xyyxk
σ

mR=Ω
（ σ > 0 ）

mR=Ω ( , ) Tk x y x y=
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ヒルベルト空間の復習
(実)ヒルベルト空間
ベクトル空間で，内積 が与えられており，

完備性（コーシー列が常に収束する）を満たす．

ヒルベルト空間は，無限次元でもよい

例） L2(a,b)：区間 (a,b) 上の２乗可積分関数全体

ユークリッド空間 Rm もヒルベルト空間のひとつ．

複素ヒルベルト空間も定義されるが，以下では実ヒルベルト空間を考える．

,

2 ( , ), ( ) ( )b
L a b af g f x g x dx= ∫内積
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正定値カーネルとヒルベルト空間
定理１（再生核ヒルベルト空間の構成）

k(x,y) : 集合 Ω 上の正定値カーネル

Ω 上の関数からなるヒルベルト空間 Hk が一意に存在して，

次の３つを満たす

(1)     

(2) 有限和 の形の元は Hk の中で稠密

(3)  （再生性）

注) k(・, x) ・・・ x を固定した1変数関数

kHxk ∈⋅ ),( ( x ∈ Ω は任意に固定)

∑ = ⋅= n
i ii xkcf 1 ),(

),(,)( xkfxf ⋅= ∀ f ∈Hk, x∈Ω
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再生核ヒルベルト空間（Reproducing Kernel Hilbert Space, 
RKHS）

集合 Ω 上の関数を要素に持つヒルベルト空間 H が

再生核ヒルベルト空間であるとは，
任意の x∈Ω に対して φx ∈H があって，任意の f∈H に対し

が成り立つことをいう． （関数値が内積で与えられる）

φxのことを再生核という．

定理２ H ： 集合 Ω 上の関数を要素に持つヒルベルト空間．

H がRKHS

値を評価する汎関数 が連続．

)(, xff x =φ

: , ( )xe H f f x→ R 6
(注： Rieszの表現定理)

（再生性）
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正定値カーネルとRKHS
正定値カーネル ⇒ RKHS
正定値カーネル k(x,y) により定まる Hk は再生核を持つ(定理１)

RKHS ⇒ 正定値カーネル： 再生核 φx は正定値カーネルを定める

),( xkx ⋅=φ

正定値カーネル 再生核ヒルベルト空間

)(, xff x =⇒ φ

)(),( yxyk xφ=
⇒

∑∑∑∑ ====
==

n

j xj
n

i xi
n

ji xxji
n

ji jiji jiii
ccccxxkcc

111,1,
,,,),( φφφφ

0
2

1
≥= ∑ =

n

i xi i
c φ

yxx yxyk φφφ ,)(),( == (対称性もわかる）

(正定値性)

と定義
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再生性とカーネルトリック
Ω：データが含まれる空間． k(x,y)： 集合 Ω 上の正定値カーネル

Hk ： k により定まる再生核ヒルベルト空間

関数の値： 内積計算でOK

内積計算： カーネル k の計算でOK （c.f. L2空間）

,: kH→ΩΦ xxkx φ=⋅=Φ ),()( により変換写像を定める

),(),(),,()(),( yxkykxkyx =⋅⋅=ΦΦ ・・・ カーネルトリック

xi
Φ

Ω xｊ
データの空間

Hk
,

再生核ヒルベルト空間

ixφ
jxφ

( ) , ( ) Hf x f x= Φ ・・・ 再生性∀ f ∈Hk
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再生核ヒルベルト空間の性質
関数の値が扱える

L2 空間などでは関数の値は定まらない

（測度0の集合上の値を変更しても同じベクトル）

再生性

関数の値が内積で計算できる ・・・ 非線形関数が線形に扱える！

内積がカーネルの値で計算できる ・・・ カーネルトリック

連続性／微分可能性 ・・・ L2よりずっと扱いやすい関数

Ω = Rm，正定値カーネル k(x, y) が連続だとすると，

定義されるRKHS Hk の関数はすべて連続関数

実は，k(x,y) が微分可能だと，すべての関数が微分可能

2222 ),(),(),(),(,)()( ykxkfykxkfyfxf ⋅−⋅≤⋅−⋅=−

)(0)),(),(2),((2 yxyykyxkxxkf →→+−=

∵）
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セクション２のまとめ

正定値カーネルの定義
グラム行列の(半)正定値性

正定値カーネルの代表的な例
多項式カーネル

ガウスカーネル

再生核ヒルベルト空間
正定値カーネルは，特別な内積を持つ関数空間を定める

再生核ヒルベルト空間は都合のよい性質を持つ

再生性，関数の値が定まる，（場合によっては）連続性，微分可能性

dT cyxyxk )(),( +=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−= 2

2

1exp),( xyyxk
σ
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３．線形アルゴリズムの非線形化
としてのカーネル法

このセクションの目的

線形なデータ解析法をカーネルによって
非線形化する方法を紹介する

具体的なカーネル化アルゴリズム
カーネルPCA
カーネルCCA
スプライン平滑化
サポートベクターマシン
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PCAからカーネルPCAへ
主成分分析（PCA, 復習）
m 次元データ X1, …, XN

単位ベクトル a 方向の分散最大化

V の単位固有ベクトル u1, u2, …, um （ λ1 ≧ λ2 ≧ … ≧ λm ）

第 p 主成分の軸 ＝ up

データ Xj の第 p 主成分 ＝

( )21 1
1Var[ ] ( )NT T T

i ji jN Na X a X X a Va== − =∑ ∑
T
i

N
i iN XXV ~~

1
1 ∑ == 分散共分散行列

j
T
p Xu
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PCAの非線形化

f を探す関数空間として

RKHS Hk をとると，，，

( )21 1
1|| ||=1

max Var[ ] N T T
i ji jN Na

T a X a Xa X == −∑ ∑

( )21 1
1|| ||=1

max Var[ ] ) ( ))( () N
i ji jN Nf

f f Xf X X== −∑ ∑

( )21 1
1,|| ||=1

max Var[ ] , ( ) , (, ( ))
k

N
i ji jN Nf H f

f X f X f X=∈
= Φ − ΦΦ ∑ ∑

f, Φ(Xi) は Hk のベクトル ⇒ Hk における「線形」な問題
特徴ベクトル Φ(X1), ..., Φ(XN) に対する Hk 内でのPCA

非線形化

（再生性）
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カーネルPCA（Schölkopf et al 98）

カーネル k を設定

特徴ベクトル Φ(X1), ..., Φ(XN) に対するPCA

としてよい （∵直交する方向は分散に寄与しない）

主成分は

1
N

i iif α φ== ∑ �

ただし 1
1( ) ( )N

i i jjNX Xφ == Φ − Φ∑�

ααφφα 2
1

2

1
~1~,~1 K

NN
TN

a a
N
j jj == ∑ ∑= = jiijK φφ ~,~~ =ただし

2max T K
α

α α�

制約条件 1~ =αα KT

分散

2 ,
k

T
i i i ii iHf Kα φ α φ α α= =∑ ∑� � �⎩

⎨
⎧

( )21
1,|| ||=1

max Var[ , ( ) ] ,
k

N
iiNf H f

f X f φ=∈
Φ = ∑ �
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カーネルPCAのアルゴリズム

（中心化グラム行列）の計算

分散最大の方向 ＝ の最大固有値の固有ベクトル方向

固有値分解

第 p 軸（ノルム1）

K~

∑ == N
a

Taa
a uuK 1

~ λ

( ) 1p p

p

uα
λ

=

データ Xj の第 p 主成分 ＝
p
jpj

N
i i

p
i uλφφα =∑ =

~,~
1

)(

2
1 1 1

1 1 , 1( , ) ( , ) ( , ) ( , )N N N
i j i a a j a ba a a bN N N

k X X k X X k X X k X X= = == − − +∑ ∑ ∑
( )ijNN KQQ= ,1 T

NNNNN IQ 11−= 1N = (1,…,1)Tただし

K~

1 1, ( ) ( ), ( ) ( )ij i j i a j bN Na bK X X X Xφ φ= = Φ − Φ Φ − Φ∑ ∑� ��
（カーネル
トリック）

（ に注意）1~ =αα KT
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一般論：非線形化としてのカーネル法

線形のアルゴリズム
データが Rm のベクトル 線形回帰、主成分分析、正準相関分析 etc

aTX として，パラメータ a を求める

相関、分散共分散行列による計算

カーネル法の２つの見方
非線形化

特徴ベクトルへの線形アルゴリズム

Ta X f(X)

特徴ベクトル Φ(X1), ..., Φ(XN)
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カーネルによる非線形化
aTX の代わりに f(X) （ f はRKHS内の関数）

（再生性）

多くの場合 でOK （representer定理）

グラム行列による計算

特徴ベクトルへの線形アルゴリズムとしての見方

RKHS 内での線形アルゴリズム

以下同様

( ) , ( )
ki i Hf X f X= Φ

1 1( ) ( , )N N
i i i ii if X k Xα α= == Φ = ⋅∑ ∑

, ( ) ( ), ( ) ( , )
ki j j i j j ij jHf X X X k X Xα αΦ = Φ Φ =∑ ∑

（カーネルトリック）

特徴ベクトル Φ(X1), ..., Φ(XN)データ X1, …, XN

, ( )if XΦ として f を求める
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カーネルPCAの応用

カーネルPCAの実験例
‘Wine’ データ（UCI Machine Learning Repository）

13次元，１７８データ，３種類のワインの属性データ

２つの主成分を取った（３クラスの色は参考に付けたもの)
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カーネルPCAの特徴

非線形な方向でのデータのばらつきが扱える．

結果はカーネルの選び方に依存するので，解釈には注意が必要

ガウスカーネルの分散パラメータなど

どうやって選ぶか？ 必ずしも明確でない， 目的に依存

前処理として使われることが多い
後の処理の結果を改良するための非線形特徴抽出

例えば、

カーネルPCA ＋ 識別機（SVM） によるクラス識別問題

→ 最終的な識別の正答率を向上させるカーネル、パラメータがよい
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カーネルＰＣＡの雑音除去への応用

（カーネル）ＰＣＡによる雑音除去
高次元の空間のなかで、d 個の主成分の軸 F1, F2, ..., Fd

が張る d 次元部分空間へ、データ Φ(x) を射影した点を Gx とおく。

Gx に最も近い埋め込み点を探す。

カーネル k(x1, x2) を使って表せる

2arg min ( )ˆ x
x

x x G
′

′= Φ −
Φ(x)

Gx

雑音除去された特徴ベクトル



30

USPS 手書き数字データベース
16x16画素(256次元)  7291データ

ノイズ除去された画像（linear PCA）

ノイズつきの画像

ノイズ除去された画像（kernel PCA, Gaussカーネル）

元の画像 (データとしては使用していない)

Matlab stprtool (by V. Franc) により作成
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CCAからカーネルCCAへ
正準相関分析（Canonical Correlation Analysis, CCA; 復習）
CCA ・・・ ２種類の多次元データの相関を探る

m 次元データ X1, …, XN

n 次元データ Y1, …, YN

X を a ，Y を b 方向に射影したときに相関を最大 にする(a,b) を求める

max
m

n

T
XY

T Ta
XX YYb

a V b

a V a b V b∈
∈

=
R
R ∑= i

T
iiNXY YXV ~~1 などただし

正準相関

X Y
a

aTX bTY
b

( )( )
( ) ( )

1

2 21 1
max Corr[ , ] max

m m
n n

T T
i iiNT T

a T Ta
i ib i iN Nb

a X b Y
a X b Y

a X b Y
ρ

∈ ∈
∈ ∈

= =
∑

∑ ∑

� �

� �R R
R R
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Lagrange乗数法

一般化固有値問題

最大固有値，固有ベクトルを求めればよい

max   1T T T
XY XX YYa V b a V a b V bρ = = =subj. to

XY XX

YX YY

O V V Oa a
V O O Vb b

ρ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

max ( 1) ( 1)
2 2

T T T
XY XX YYa V b a V a b V bμ ν

+ − + −

[ μ = ν = − ρ ]
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カーネルCCA（Akaho 2001, Bach and Jordan 2002）

,
max Corr[ , ]

m n

T T

a b
a X b Y

∈ ∈R R

,
max Corr[ ( ), ( )]

f g
f X g Y

,
max Corr[ , ( , ) , , ( , ) ]
k kX Y

X Yf H g H
f k X g k Y

∈ ∈
⋅ ⋅

∑∑

∑

∈
∈

=
i H

Y
iNi H

X
iN

i H
Y

iH
X

iN

Hg
Hf

YkXk

YkXk

Yk
Xk gf

gf
2121

1

~,~,

~,~,
max

φφ

φφ
ρ

非線形化

再生性
カーネル kX, kY による
RKHS               で考える,

X Yk kH H

具体的に書くと
XkjX

X
j HXk ∈⋅= ),(φ

YkjY
Y
j HYk ∈⋅= ),(φ

特徴ベクトル φX
1, …, φX

N ; φY
1, …, φY

N に対するCCA
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カーネルPCA同様 ,~
1∑ == N Xf A AAφα ∑ == N Yg 1

~
A AAφβ としてよい．

ββαα
βαρ

β
α 22 ~~

~~
max

Y
T

X
T

YX
T

KK
KK

N

N

R
R

∈
∈

=
(カーネルトリック）

2

2

( )

( )
X N NX Y

Y X Y N N

K N I OO K K
K K O O K N I

εα α
ρ

β βε

⎛ ⎞+⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

�� �
� � �

一般化固有値問題として解ける

注） 自明な解を避けるため正則化係数 εN が必要
適当なオーダーで εN 0 とすると，収束性が保証される
(Fukumizu et al. 2006)

,X YK K� � ：中心化
グラム行列
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リッジ回帰とスプライン平滑化
リッジ回帰(復習)

問題

データ行列 を使うと，

最適解は

最適な関数は

リッジ回帰は、XTX が特異になるときに特に有効

Bayes的な解釈もできる（縮小推定)

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

⎟
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⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

NN
m

N

m

m

Y

Y
Y

Y

XX

XX

XX

X
#

"
##

"
"

2

1

1

22
1

11
1

,

),(,),,( 11 NN YXYX … RR ∈∈ imi YX ,

を達成する線形関数 fw(x) = wTx2
1

2))((min wXfYN
i

i
w

i λ+−∑ =

YXIXXw T
N

T 1)(ˆ −+= λ

xIXXXYxf N
TT

w
1

ˆ )()( −+= λ

を求めよ
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関数ノルムによる平滑化
リッジ回帰

非線形化

解の構成
Representer定理 より の形なので、

解

2
1

2))((min wXfYN
i

i
w

i λ+−∑ =

カーネル k
を用意

( ) 2
1

2
)(min H

N
i

ii

Hf
fXfY λ+−∑ =∈

・・・ 平滑化

H : 正定値カーネル k により定まる再生核ヒルベルト空間
|| f ||H が小さい 関数が滑らか

∑ == N
i

i
i Xxkxf 1 ),()( α

αλαα
α

KKY T+− 2min を解けばよい

)()()( 1 xgIKYxf N
T −+= λ Kij = k(X i, X j)  グラム行列

gi(x) = k(x, X i) 
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正則化による関数の推定
２乗誤差によるカーブフィッティング

正則化

( ) )()(min 1
2

fXfYN
i

ii

f
Ψ+−∑ =

( )∑ = −N
i

ii

f
XfY1

2
)(min

誤差 0 となる f は
無数にある

解が一意になるように正則化項を付加
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スプライン平滑化： 関数の滑らかさによる正則化
Cubic spline

微分による正則化項 ・・・ 正定値カーネルと密接な関係

２日目に詳しく述べる

サポートベクトルマシン（SVM)
SVMもRKHSノルムによる正則化と考えられる

ただし2乗誤差ではない

午後の部(赤穂氏担当)を参照

( )
22

1
( )min ( )N i i

if

df xY f X dx
dx

λ= − +∑ ∫

( ) 2
1,

))((1min H
N
i

ii

bf
fbXfY λ++−∑ = +
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セクション3のまとめ

カーネルによる非線形化
カーネル化（kernelization）

線形関数 wTX ⇒ 非線形関数 f(X) ⇒ 再生性 f(X) = 〈f, Φ(X)〉
RKHS内の特徴ベクトルに対する線形手法とも考えられる

データとパラメータの内積を使って表される線形手法なら容易に拡張が
可能 （射影，相関，分散共分散）

例: カーネルPCA，カーネルCCA，サポートベクターマシン，
スプライン平滑化，カーネルFisher判別分析，カーネルPLS など

非線形アルゴリズムの特徴
線形ではとらえられない性質が調べられる．

とらえることのできる非線形性はカーネルの選び方に影響を受ける

(PLS: partial least square)
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