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ベイズ計算

Bayesの定理
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ݍ ߠ ݕ ൌ
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׬ ݌ ݕ ߠ ߨ ߠ ߠ݀

Thomas Bayes (1701-1761)

ߨ ߠ : 				事前確率 （prior）
݌ ݕ ߠ : 尤度 （likelihood）



ベイズ計算の代表的手法
大問題「分布の積分をどう計算するか？」

– サンプリング：

Markov Chain Monte Carlo (MCMC), Sequential Monte 
Carlo (SMC), etc

– 近似計算：

Laplace近似，確率伝搬法（Belief propagation，BP），期待
値伝搬法（Expectation propagation, EP)，変分ベイズ，etc

 Beyond these
上記の方法は，尤度値の計算が可能であることを前提とする．

「尤度値の計算が陽にできない」場合どうするか？
 ABC，aka.“without likelihood”, “likelihood-free”, 
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尤度無しのBayes推論

集団遺伝学の例（Marjoram et al PNAS2003）

Nutka族（バンクーバー周辺の先住民族）６３名の
ミトコンドリアDNAのデータ

現集団の遺伝的多様性から，
遺伝的なパラメータを
推論する.
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現在の集団の遺伝子の多様性

Most Recent Common Ancestor 
(MRCA)
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– 観測	ܵ௡ ≔ 多型サイトの数

– 推定したいパラメータ

•突然変異率：	ߠ
•MRCAまでの時間：ܮ௡

– 尤度関数	
ܲ ܵ௡ ൌ ݇ ,௡ܮ ߠ
は，モデルが複雑になると
陽にかけない

しかし，サンプリングは容易（分岐過程）．



 ABC：サンプリングによるBayes計算

– 仮定： ݌ ݕ ߠ からのサンプリングは可能

尤度値の計算は不可能，またはコストが高い

– サンプリングに基づく事後確率の近似計算の方法

– Tavare, Balding, Griffiths et al. Inferring Coalescence 
Times From DNA Sequence Data, (1997, Genetics) が，現
在の形を最初に提案

•近い考えは以前にも存在（Rubin 1984, Diggle & Gratton 1984）

– 集団遺伝学の問題などを中心に発展
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ABC Rejection法：基本的方法

Tavare et al. 1997

– Acceptされた ሺߠ௜ሻ	の分布は事後確率 |ߠሺݍ ௢ܻ௕௦ሻ
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– ௜ܻ ൌ ௢ܻ௕௦	となることは非常に稀（ܻ が連続なら確率０）

そこで，

– Acceptされた ሺߠ௜ሻ	の分布は ݌ ߠ ݀ሺܻ, ௢ܻ௕௦ ൑ ሻߝ ൎ |ߠሺݍ ௢ܻ௕௦ሻ
– ߝ → 0	のとき事後確率に収束．
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if YES, then accept ߠ௜,
otherwise, discard it.

tolerance :ߝ



– ݀ ௜ܻ, ௢ܻ௕௦ ൑ ．を満たすことは，Y が高次元では稀	ߝ

– 要約統計量（summary statistics） ܵሺܻሻ の導入．ܵ ܻ は ܻ	より

も低次元．

– Acceptされた ሺߠ௜ሻ	の分布は ݌ ߠ ݀ሺܵ ܻ , ܵሺ ௢ܻ௕௦ ൑ ሻߝ ൎ |ߠሺݍ ௢ܻ௕௦ሻ
– ܵ ܻ 	が十分統計量であれば，ߝ → 0	のとき事後確率に収束． 9
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if YES, then accept ߠ௜,
otherwise, discard it.

tolerance :ߝ



ABC Rejection Algorithm
– INPUT: 要約統計量	ܵሺݕሻ, 距離 ݀ሺݏ, ,ᇱሻݏ tolerance ߝ

– 収束条件（アクセプトされた総数 or 総サンプル数）を満たすま
で，以下を繰り返す. 

1. Generate ߠ∗ ∼ ߨ ߠ 	
2. Generate ݕ∗ ∼ ݌ ݕ ∗ߠ

3. Accept  ߠ∗ if ݀ ܵሺݕ∗ሻ, ܵሺݕ௢௕௦ሻ ൑ ߝ
4. If rejected, go to 1.
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実験1（Rejection method）

݌ ݕ ߠ ൌ
1
݈ܽ݉ݎ݋2݊ ;ݕ ,ߠ 1 , ߨ ߠ ൌ ܷ݂݊݅ሾെ10,10ሿ

サンプリング数 10଺

ߝ ൌ 1 ߝ ൌ 0.1

௔ܰ௖௖௘௣௧௘ௗ ൌ 99973 ௔ܰ௖௖௘௣௧௘ௗ ൌ 9854
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Parameters in 
simulation design
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Simulations

Observation / 
experimental results

多くの自然科学・工学の問題に応用できそう！！

Reproduction



これで解決！ ．．．か？
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実験２（Rejection method）

݌ ݕ ߠ ൌ
1
݈ܽ݉ݎ݋2݊ ;ݕ ,ߠ 1 ൅

1
݈ܽ݉ݎ݋2݊ ;ݕ ,ߠ 0.01 , ߨ ߠ ൌ ܷ݂݊݅ሾെ10,10ሿ

サンプリング数 10ହ
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問題点
– サンプリング数と推定精度のトレードオフ

•精度を高めるためには，ߝ	をなるべく小さくしたい．

•一方，ߝ	を小さくすると acceptされにくく，膨大なサンプ

リングが必要．

– 要約統計量 ܵሺݕሻ をどう設定するか？

•精度を高めるためには，なるべく情報（次元）を残したい

•次元が高いと accept されにくい．
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ABCの改良

 Summary statisticsの構成
– 次元削減

– 変数選択

サンプリングの改良
– MCMC

– SMC

– Parallel Tempering MCMC

その他
– Regression adjustment

– カーネル法

15



Regression Adjustment
(Beaumont et al., Genetics 2002)

回帰を用いて，近傍の情報を補正する．

1. Sample ߠ௜, ௜ܻ ݌~ ݕ ߠ ሻߠሺߨ

2. Accept if ݏ ௜ܻ െ ௢௕௦ሻݕሺݏ ൑ ߜ for a larger tolerance ߜ ൐ 0.

3. Acceptされた ,௜ߠ ௜ܵ に対し局所線形回帰を施す

( ௜ܵ ൌ ݏ ௜ܻ , 要約統計量)

min
ఈ,ఉ

௜ߠ| െ ሼߙ ൅ ௜ܵ െ ௢௕௦ݏ ఋሺܭሽ|ଶߚ் ௜ܵ െ ௢௕௦ݏ ሻ

ሺܭఋ : Epanechnikov kernel with bandwidth ߜ) 

4. サンプルの補正：	ߠ௜∗ ൌ ௜ߠ െ ොߙ െ ௜ܵ െ ௢௕௦ݏ መߚ் .

5. 補正したサンプルに対して，ABCを施す
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ܭ ݑ ൌ
3
4 1 െ ଶݑ ܫ ିଵ,ଵ ሺݑሻ

– Epanechnikovカーネル
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ܵ

ߠ

ܵ௢௕௦

௢௕௦ሻݏ|ߠොሺݍ
∗௜ߠ ൌ ௜ߠ െ ොߙ െ ௜ܵ െ ௢௕௦ݏ መߚ் .

,௜ߠ ௜ݕ ~ ݍ ,ߠ ݕ ݕ݀ߠ݀ ൌ ݌ ݕ ߠ ߨ ߠ ݕ݀ߠ݀
௜ݏ ൌ ܵሺݕ௜ሻ



拡張：heteroscedastic noise (Blum & François 2010)

௜ߠ ൌ ݉ ௜ݕ ൅ ߪ ௜ݏ ݁௜

ߪ ௜ݏ ଶ ൌ Varሾߠ|ܵሺܻሻ ൌ ௜ሿݏ

Estimation: 

1. ෝ݉ ௜ݏ ൌ ොߙ ൅ ௜ݏ െ ௢௕௦ݏ መߚ் を局所回帰で求める．

2. 次の局所回帰により	ߪොଶሺݏ௜ሻ を求める

log ௜ߠ െ ෝ݉ ௜ݏ
ଶ ൎ 	 log ௜ሻݏଶሺߪ

Blum & François 2010では，ニューラルネットを用いている
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Summary Statistics の構成
（Blum, Nunes, Prangle, Sisson, Statistical 

Science 2013 より抜粋）
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概観
変数選択（ ଵ ௣ から少数変数を選択）

ܵ ݕ ൌ ,௜భݕ … , ௜ௗݕ ∶ ௣܀ → ௗ܀ , ݀ ൏ ݌

– sufficiency （Joyce & Marjoram 2008）-ߝ

変数を付け加えても情報が増えないかを判定する

– Entropy criterion（Nunes & Balding 2010）

•ABCによる近似事後確率 ܵ|ߠ஺஻஼ሺݍ ௢௕௦ݕ ሻ のエントロピー最

小化．

•エントロピーの推定はｋ近傍法で行う．

•変数の組は（原則）総当たりで探す．

– 情報量規準：AIC, BIC（Blum et al 2013）

•尤度が書けない  局所線形回帰における誤差を用いる．
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次元削減（線型/非線形射影による低次元化）

ܵ ݕ ൌ ሺ݄ଵ ݕ , … , ݄ௗ ݕ ሻ:Թ௣ → Թௗ , ݀ ൏ ݌

– Partial least square（PLS）回帰 （Wegmann et al 2009）

ݕ の線形射影，分散と	ߠ との相関がともに高くなるように射影

– 局所回帰（Fearnhead & Prangle 2012）

Semi-automatic ABCの一部．後で詳述．

– ニューラルネット （Blum & François 2010）

３層パーセプトロンの中間層表現を用いる．非線形射影．

– その他の次元削減法もABCに使えると考えられる

•dMAVE（Xia 2007），gKDR（Fukumizu & Leng 2013）など
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正則化
– L2正則化

ܻ	が共線性（成分間の線形関係）を持つときに有効
（Beaumont et al 2002, Blum & François 2010 ）

– LASSO回帰 （Picchini 2013）

その他
– 次元削減／変数選択しない．高次元に強い方法を使う

• ሺߠ, ௢௕௦ሻを近似ݕ|ߠሺ݌，ሻの空間でガウス混合モデルを当てはめݕ

（Bonassi et al 2011）

• ݌ ߠ ௢௕௦ݏ をMixture of Expertによって推定（Fan et al 2012）

•EP-ABC：期待値伝搬法を用いるABC（Barthelme & Chopin

2011）

•Kernel ABC：カーネル法によるABC（Nakagome, Mano, 

Fukumizu 2013）
23



Semi-Automatic ABC
(Fernhead & Prangle 2012) 

– Noisy ABC: “Calibration”する（今日は扱わない）

– 線形回帰による要約統計量の構成:

1. 初期 ܵ ݕ を決めてパイロットABC 
 事後確率のラフな近似を得る．

2. パイロット posterior の高密度領域に制約して	ߠ௜ をサンプ
ル．ݕ௜ ∼ ݌ ݕ ௜ߠ をサンプル． ,௜ߠ ௜ݕ ௜ୀଵ

ெ 	を得る．

3. ,௜ߠ ௜ݕ ௜ୀଵ
ெ を用いて，線形回帰により ሻሿݕሺ߶|ߠሾܧ を推定．

߶ሺݕሻ は基底関数．例えば ߶ ݕ ൌ ,௔ݕ ,௔ଶݕ ,௔ଷݕ ௔ସݕ ௔ୀଵ
௉ .

௜ߠ ൌ ܿ ൅ ߶்ߚ ௜ݕ ൅ ݊௜

4. ܵ ݕ ൌ ෠ܧ ߠ ߶ ݕ ൌ ܿ̂ ൅ ߶መ்ߚ ݕ を要約統計量としてABCを

行う．

Note：２乗誤差の意味で最良 (しかし未知)の要約統計量は   .ሿݕ|ߠሾܧ
24



性能評価の方法
多くの場合，真の事後確率は未知なので，誤差を直接はかれない．

 RSSE（Nunes & Balding 2010）
– ,௜ߠ ௜ݓ ௜ୀଵ

௡ ：ABCによる重み付サンプル

ABC-rejection の場合， ௜ݓ ൌ 1 ⟺	accepted. 

– ௧௥௨௘ߠ がわかっていたとすると，

ൌ:ܧܴܵܵ ෍ݓ௜ ௜ߠ െ ௧௥௨௘ߠ ଶ
௡

௜ୀଵ

ଵ/ଶ

.

– 通常はߠ௧௥௨௘ は未知なので，Cross-validationする．

:௜ܧܴܵܵ ൌ ෍ݓ௝
ି௜ ௝ߠ െ ௜ߠ

ଶ
௡

௝ஷ௜

ଵ/ଶ

௝ݓ
ି௜

,௜ݏ௢௕௦ୀݏ : ௧௥௨௘ߠ ൌ ௜ߠ としたときの，ABCによる重み． 25



– ௢௕௦の近傍のݏ，௢௕௦が与えられたときの性能を評価する際にはݏ

ABCサンプルだけを使うとよい．
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さまざまな方法の比較

27Blum et al 2013より抜粋

Semi-automatic
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Blum et al 2013より抜粋



 Ex.1：集団遺伝
– パラメータ ߠ ൌ ሺ̅ߠ, ሻߩ

• ߠ̅ ：mutation rate

• recombination rate：	ߩ

– 観測 ܻ:  5001塩基のDNA系列，５０個体．

Coalescence model によるソフトウエア(ms)シミュレーション

– 要約統計量 ܵ：６次元

• ଵ：Number of segregating sitesݏ

• ଶ：Pairwise mean of nucleotidicݏ differences

• ଷ：Mean R^2 across pairs separated by < 10%ݏ

• ସ：Number of distinct haplotypesݏ

• ହ：Frequency of most common haplotypeݏ

• ଺：Number of singleton haplotypesݏ
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 Ex. 2 疫学（薬剤耐性結核菌）
– 結核菌の進化と伝播の

Markovモデル

– パラメータ（４次元）

• Transmission：ߙ rate

• ܿ：Transmission cost of 

drug resistant strains

•  Rate of evolution of resistance：	ߩ

• Mutation rate of IS6110 marker：	ߤ

– 要約統計量：１１次元

30



 Ex. 3 品質管理（鉄鋼生産）
– 鋼中の介在物（inclusion）の

個数とサイズを，２次元スライス
データから推定する

– モデル（３パラメータ）

•介在物の場所：Poisson点過程（rate ߬）
•介在物の半径：Pareto分布（scale ߪ ൐ 0, shape ߦ）

– 要約統計量（１１３次元）

•112断面の介在物の半径（≧5μm）

•介在物の総数

31



サンプリングの改良

32



MCMC without likelihood
（ Marjoram et al PNAS 2003 ）

Metropolis-Hastings
Repeat the following:

1. Current state ߠ.	 Propose a move ߠᇱ ∼ ݍ ᇱߠ ߠ
2. Accept ߠᇱ with probability 

min 1,
݌ ௢௕௦ݕ ᇱߠ ߨ ᇱߠ ݍ ߠ ᇱߠ

݌ ௢௕௦ݕ ߠ ߨ ߠ ݍ ′ߠ ߠ ,

else stay ߠ.	

（緩い仮定のもと）事後確率 ݍ ߠ ௢௕௦ݕ が定常分布となる．

尤度値݌ ௢௕௦ݕ ߠ が計算できないと適用できない．
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MCMC without likelihood
Repeat the following:

1. Current state ߠ.	 Propose a move ߠᇱ ∼ ݍ ᇱߠ ߠ
2. Generate ݕᇱ ∼ ᇱሻߠ|ݕሺ݌
3. If ݀ ܵ ᇱݕ , ܵ ௢௕௦ݕ ൏ ߠ go to 4, otherwise stay ,ߝ and go 

to 1. 

4. Accept ߠᇱ with probability 

min 1,
ߨ ᇱߠ ݍ ߠ ᇱߠ

ߨ ߠ ݍ ′ߠ ߠ ,

else stay ߠ.	

– の生成が独立ではなくMarkov	௜ߠ chain

– 定常分布は |ߠሺ݌ ݀ ܵ ݕ , ܵ ௢௕௦ݕ ൏  .ሻߝ
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問題点
– いったん ，が事後確率の低い領域に入ると	ߠ ݀ ܵ ᇱݕ , ܵ ௢௕௦ݕ ൏ ߝ

が満たされることが稀になる  reject され続ける．

– State-space augmentation を用いたMCMC-ABC（Bortot et 

al 2007）

• ߝ もパラメータとみなして， ,ߠ ߝ 	の空間でMCMCを行う
 大きい を経由して早い	ߝ mixing が期待される．

•事後確率 ݍ ߠ ௢௕௦ݕ の近似には，小さい に対する	ߝ のみを	௜ߠ

用いる．
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Sisson et al 
2007より



Sequential Monte Carlo
によるABC

଴ߝ ൐ ଵߝ ൐ ଶߝ ൐ ⋯ ൐ ்ߝ ൌ 	ߝ
௧ݍ ߠ ≔ ݀|ߠሺݍ ܵ ݕ , ܵ ௢௕௦ݕ ൑ ௧ሻߝ

より滑らかな近似から，徐々に求めるABC近似事後確率に近づく
系列．

Sequential Monte Carlo Sampler（Del Moral et al 2006）
による近似が可能

Sisson et al 2007, Beaumont et al 2009, Toni et al 2009, 
Del Moral et al 2011
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復習：SMCサンプラー（Del Moral et al 2006）
௧݌ ௧ୀ଴

் ：確率密度関数の系列

– 目的： ௧݌ に従う粒子（重み付サンプル） ܼ௧
௜ , ௧ݓ

௜
௜ୀଵ

ே
をシ

ーケンシャルに構成する（ݐ ൌ 1, 2, … , ܶ）

– Importance Samplingが基礎

ܼሺଵሻ, … , ܼ ே ∼ ߟ ݔ ݔ݀

௣ܧ ߮ ൌ ఎܧ ߮ ݔ
݌ ݔ
ߟ ܺ 	ൎ෍߮ ܼ ௜ ݌ ܼ ௜

ሺܼߟ ௜ ሻ

ே

௜ୀଵ

重み付サンプル	ሼሺܼ ௜ , ݓ ௜ ሻሽ௜ୀଵே , ݓ ௜ ≔ ௣ ௓ ೔

ఎሺ௓ ೔ ሻ
が を表現	݌

– 系列の場合：local move Markov kernel ܭ௧ሺݔ, ᇱሻݔ を用いて，

ܼ௧
ሺ௜ሻ ∼ ௧ܭ ܼ௧ିଵ

௜ , ݔ ݔ݀
௧ேߟ ′ݔ ൌ ׬ ௧ܭ ,ݔ ᇱݔ ௧ିଵேߟ ݔ ݔ݀

しかし，一般には，ߟ௧ே ′ݔ の計算は実行できない
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– パス ଵ:௧ݔ ≔ ,ଵݔ … , ௧ݔ 上の分布で考える．

Backward Markov kernel ,௧ାଵݔ௧ሺܮ .௧ሻݔ

෤௧݌ ଵ:௧ݔ ≔ ௧݌ ௧ݔ ෑܮ௞ሺݔ௞ାଵ, ௞ሻݔ
௧ିଵ

௞ୀଵ

௧ݔ の周辺分布は	݌௧ ௧ݔ に一致．

– ෤௧݌ ଵ:௧ݔ に対してImportance Sampling を行う

௧ܹ
௜ ܼଵ:௧

௜ ∝ ௧ܹିଵ
௜ ܼଵ:௧ିଵ

௜ ௣೟ ௓೟
೔ ௅೟షభ ௓೟

೔ ,௓೟షభ
೔

௣೟షభ ௓೟షభ
೔ ௄೟ ௓೟షభ

೔ ,௓೟
೔

– Resampling: Effective Sample Size (ESS):= 
ଵ

∑ ௐ೟
೔ మಿ

೔సభ

ESS ൑ Thresh	なら ௧ܹ
௜ ܼଵ:௧

௜ ൌ ଵ
ே
.
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 SMC without likelihood（Sisson 2007, Beaumont 2009）
ABC-PMC （Population Monte Carlo）

1. ݐ ൌ ଴ߠ  :0
ሺ௜ሻ ∼ ଴ߟ i.i.d. (初期分布)． ଴ܹ

௜ ∝
గబ ఏబ

೔

ఎబሺఏబ
೔ ሻ

（݅ ൌ 1,… ,ܰ）

2. ݐ ൌ 1,… , ܶ:  

݅ ൌ 1, … , ܰ に対して以下を行う．

① Generate ߠ∗ ∼ ∑ ௧ܹିଵ
௜ ఏ೟షభ೔ߜ

ே
௜ୀଵ ∗∗ߠ , ∼ ,∗ߠሺܭ ⋅	ሻ	.  ݕ∗∗ ∼ ݌ ݕ ∗∗ߠ

を ݀ ܵ ∗∗ݕ , ܵ ௢௕௦ݕ ൑ ௧ߝ が成り立つまで繰り返す．

② ௧ߠ
ሺ௜ሻ ≔  ,∗∗ߠ

																	 ௧ܹ
ሺ௜ሻ∝ ௧ܹିଵ

ሺ௜ሻ ௧ߨ ௧ߠ
௜

∑ ௧ܹିଵ
௜ ௧ܭ ௧ିଵߠ

௜ , ௧ߠ
௜ே

௜ୀଵ

, ෍ ௧ܹ
௜

ே

௜ୀଵ

ൌ 1.

3. [Resampling]  If ESS ൑ 	,ܪܶ then generate ܰ samples from 

∑ ௧ܹ
௜ ௓೟ሺ೔ሻߜ

ே
௜ୀଵ and set ௧ܹ

௜ ≔ 1/ܰ.
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– ABC-PMC：計算量 ܱ ܰଶ . 大きい N に対して困難．

Del Moral et al (2011)のABC-SMC
– Generate ݕଵ, … , ெݕ ∼ 	ሻ∗∗ߠ|ݕሺ݌

– ௧ߠ
ሺ௜ሻ ≔ ∗∗ߠ

௧ܹ
ሺ௜ሻ ∝ ௧ܹିଵ

ሺ௜ሻ ∑ ૚ ݀ ܵ ௝ݕ , ܵ ௢௕௦ݕ ൑ ௧ߝ 	ெ
௝ୀଵ

∑ ૚ ݀ ܵ ௝ݕ , ܵ ௢௕௦ݕ ൑ ௧ିଵெߝ
௝ୀଵ

計算量 ܱ ܰ .

Backward kernel として ௧ିଵܮ ,௧ߠ ௧ିଵߠ ≔ ௣೟ ఏ೟షభ ௄೟ ఏ೟షభ,ఏ೟
௣೟ሺఏ೟ሻ

とお

くと導かれる．

– ,௧ߝ ௧ܭ の自動設定法も提案されている．
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Parallel Tempering-ABC
– Parallel tempering / レプリカ交換 Monte Carloの適用

ଵߝ ൐ ଶߝ ൐ ⋯ ൐ ்ߝ ൌ ௧ݍ        ,ߝ ߠ ≔ ݀|ߠሺݍ ܵ ݕ , ܵ ௢௕௦ݕ ൑ ௧ሻߝ
が自然に tempered posteriorを定義

42
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 PT-ABC アルゴリズム
1. [初期化] ݅ ൌ 0.  各	ߝ௜ において，ABCにより

1サンプルを得る．

ଵߠ
଴ , ଵݕ

଴ , … , ்ߠ
଴ , ்ݕ

଴

2. ݊ ൌ 2,… , ܰ	
① [local move (ABC-MCMC)]  各 ݐ に対し，

Repeat 	ߠ௧∗∼ ௧ݍ ௧ߠ
௜ିଵ ,⋅ , 		 ∗௧ݕ ∼ ௧∗ሻߠ|ݕሺ݌

until ݀ ܵ ∗௧ݕ , ܵ ௢௕௦ݕ ൑ .௧ߝ

Accept  ߠ௧
௜ , ௧ݕ

௜ ൌ ,∗௧ߠ ∗௧ݕ

with prob. min 1,
గ ఏ೟∗ ௤೟ ఏ೟

೔షభ ,ఏ೟∗

గ ఏ೟
೔షభ ௤೟ ఏ೟∗,ఏ೟

೔షభ

② [Exchange move]

ܶ 個のペア	 ,ݐ ݑ 	ሺݐ ൏ ሻݑ を一様に選ぶ．

݀ ܵ ௨ݕ , ܵ ௢௕௦ݕ ൑ ௧ߝ ならば ሺߠ௧, ௧ሻݕ と ሺߠ௨, ௨ሻݕ を交換
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比較（Baragatti et al 2012より）

44

ABC-MCMC （two runs）
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ABC-PT



46

ABC-SMC



47

ABC-PMC



 PT-ABC, ABC-SMC, ABC-PMCの比較
– すべて，ABC-MCMCよりよい結果を得られる．

– すべての方法で，カーネルの定義は自明ではない．

– SMCベースのABC-SMC, PMCは，独立なサンプルを与える．
PT-ABCはMCMCベースなので相関のあるサンプルを与えるの
で，thinning （間引き）が必要となることもある．

– PT-ABCとABC-SMCはおおよそ同等の結果を与えた（？）
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カーネルABC
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Kernel ABC
(Nakagome, Mano, Fukumizu 2013)

 カーネル法に基づくABC
条件付確率のカーネル平均表現（カーネルリッジ回帰）

サンプルをすべて使う．

1. Sample ߠ௜, ௜ܻ ݌~ ݕ ߠ ߨ ߠ ，݅ ൌ 1,… ,ܰ

2. Apply conditional kernel mean

෠ܧ	 Φఏ ߠ ܻ ൌ ௢௕௦ݕ ൌ෍ݓ௜݇ ⋅,௜ߠ
ே

௜ୀଵ
ݓ ൌ ௒ܩ ൅ ௡ܫ௡ߝ݊ ିଵܓ௒ሺݕ௢௕௦ሻ

– Good performance for high-dimensional cases is 
expected (c.f. local linear fitting).
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Comparison

51

(Fernhead &	Prangle,	2012)(Beaumont	et	al.	2002)

(Nakagome,	Mano,	F.	2013)

• Summary statistics (14 dim): 
Site frequency spectrum + Haplotype frequency spectrum

• Gaussian kernel is used. 



Kernel ABC has been applied to studies in population 
genetics.

– Osada, Nakagome, Mano, et al. Finding the factors of reduced genetic 
diversity on X chromosomes of Macaca fascicularis: male-driven 
evolution, demography, and natural selection. Genetics (2013)

– Nakagome S., Mano S., Hasegawa M. (2013) Ancestral polymorphisms 
and sex-biased migration shaped the demographic history of brown bears 
and polar bears. PLOS ONE   8(11) e78813. 
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まとめ

ABCの改良
– 事後確率を精度よくかつ効率的に近似するためには，低次元の

要約統計量の構成が重要．

•変数選択

•次元削減（線形／非線形特徴）

– サンプリングの高度化

•MCMC

•SMC

•PT

– より直接的なモデリング

• Mixture モデル

• カーネルABC
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ABCの応用の発展
– Population genetics, biologyを超えた幅広い応用には，高次

元の観測を扱うための方法の改良が必要と思われる

一般的な応用：数十～数百次元

– 最近の高次元の応用例（生成モデルの活用）

•画像処理（Moores et al 2015）

画像の生成モデルとしてPottsモデル（MRF）を用い，パ
ラメトリックモデルで尤度を近似

•画像認識（Mansinghka et al 2013）

画像の生成モデル＋ABC
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