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第 1問

n を 2 以上の整数とし, A を n 次実対称行列とする. このとき, A の固有値は実数で, 各
固有値に対応する固有ベクトルは実ベクトルとしてとれることが知られている. いま, A

の固有値 λ1, . . . , λn はすべて異なり, λ1 > · · · > λn であるものとする. また, λ1, . . . , λn

に対応する実固有ベクトルをそれぞれ v1, . . . , vn と表し, これらは正規化されている, す
なわち ∥v1∥ = · · · = ∥vn∥ = 1 を満たすものとする. ここで，n次元実ベクトル xの成分
を x1, . . . , xnとするとき，

∥x∥ =

√√√√ n∑
i=1

x2
i

である．以下では，x⊤ は x の転置ベクトルを意味する.

[問 1] i ̸= j のとき v⊤
i vj = 0 となることを示せ.

[問 2] ∥x∥ = 1 の条件の下で x⊤Ax を最大にする x を 1 つ求めよ.

[問 3] [問 2] の解を x とおく. ∥y∥ = 1, x⊤y = 0 の条件の下で y⊤Ay を最大にする y

を 1 つ求めよ.
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A

第 2問

関数 f : R2 → R を f(x, y) = 5x2 + 8xy + 5y2 とし, 2次実対称行列 A が

f(x, y) =
(
x y

)
A

(
x

y

)

を満たすとする. 以下では e を自然対数の底とし, 関数 exp: R → R を exp(x) = ex で定
める.

[問 1] A を求め, A = PΛP⊤ を満たす対角行列 Λ と直交行列 P を 1 組求めよ. ここで
P⊤ は P の転置行列を表す.

[問 2] 次の積分の値を求めよ.

I1 =

∫ 1

0

exp(
√
1− r2)√

1− r2
rdr

[問 3] D = {(x, y) ∈ R2 : 1− f(x, y) ≥ 0} とし, 次の積分の値を求めよ.

I2 =

∫∫
D

exp(
√

1− f(x, y))√
1− f(x, y)

dxdy
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A

第 3問

nを 2以上の整数とする．X1, . . . , Xnは独立で，いずれも標準ガンベル分布に従う確率変
数であるとする．ただし，標準ガンベル分布の累積分布関数は

F (x) = exp(−e−x), −∞ < x < ∞

である．ここで，e は自然対数の底であり，関数 exp : R → R は exp(x) = ex で定める．

[問 1] 標準ガンベル分布の確率密度関数を導出せよ．

[問 2] 確率変数
Y = X2 −X1

の累積分布関数を求めよ．

[問 3] 実数 θに対して
G(θ) = P(θ +X1 > X2)

とおく．

log
G(θ)

1−G(θ)

を求めよ．

[問 4] 実数 θ1, . . . , θn に対して

Zi = θi +Xi, i = 1, . . . , n

とおく．

P
(
Z1 > max

2≤i≤n
Zi

)
を求めよ．
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A

第 4問

n を 2以上の整数とする．X1, . . . , Xnは独立で，いずれも平均 λのポアソン分布に従う確
率変数であるとする．ただし，ポアソン分布の確率関数は

P(X = x) =
e−λλx

x!
, x = 0, 1, 2, . . .

であり，λ > 0は未知である．ここで，e は自然対数の底である．
本問では

θ = e−λ

を推定することを考える．また，

S = X1 + · · ·+Xn

とおく．

[問 1] 確率変数 Sの従う確率分布を求めよ．また，非負整数 x1, . . . , xnが

x1 + · · ·+ xn = s

を満たすとき，S = sが与えられたときの事象 {X1 = x1, . . . , Xn = xn}の条件付き確率

P(X1 = x1, . . . , Xn = xn | S = s)

を求めよ．

[問 2]

Yi =

{
1 (Xi = 0),

0 (Xi ̸= 0),
i = 1, . . . , n

とおき，

T =
1

n

n∑
i=1

Yi

とする．T は θの不偏推定量であることを示せ．また，T の分散Var(T ) を求めよ．

[問 3] s = 0, 1, 2, . . .に対し，S = sが与えられたときの T の条件付き期待値

E[T | S = s]

を求めよ．
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