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第 1問

次の確率密度関数を考える．

f(x) =
1

π

1

1 + x2
, −∞ < x < ∞

[問 1] 1次元標準正規分布に独立に従う 2つの確率変数U と V を考える．U/V の従う確
率分布の確率密度関数は f(x) であることを示せ．ただし，1次元標準正規分布の確率密
度関数は

1√
2π

e−
x2

2 , −∞ < x < ∞

である．

[問 2] Cで複素数全体の集合を表し，多項式

p(z) = z2 − 2az + 1, z ∈ C

を考える．aが確率密度関数 f(x)をもつ確率分布に従う実数値確率変数であるとき，方
程式 p(z) = 0が実数解をもつ確率を求めよ．

[問 3] 方程式 p(z) = 0が実数解をもたないとき，2つの複素数解はともに複素数平面の
単位円 {z ∈ C : |z| = 1}上で，実軸について互いに対称な位置にあることを示せ．

[問 4] 方程式 p(z) = 0について，虚部が
√
2/3以上の解をもつ確率を求めよ．
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第 2問

n を正の整数とする. n 次実対称行列 A が正定値であるとは, 任意の 0 でない n 次元実
ベクトル x に対して x⊤Ax > 0 が成り立つことをいう. ここで x⊤ は x の転置を表す.

いま, n 次実対称行列 A が正定値であるものとする．

[問 1] Aのすべての固有値が実数かつ正であることと，Aの逆行列A−1 が存在すること
を示せ．

以下では，Aの固有値のうち最大のものと最小のものをそれぞれ M と m で表す．また,

B = A+MmA−1 とする.

[問 2] 任意の 0 でない n 次元実ベクトル x について次の不等式が成り立つことを示せ．

m ≤ x⊤Ax

x⊤x
≤ M

[問 3] B のすべての固有値は 2
√
Mm 以上 M +m 以下であることを示せ.

[問 4] 任意の n 次元実ベクトル x について次の不等式が成り立つことを示せ．

(x⊤Ax)(Mmx⊤A−1x) ≤ 1

4
(M +m)2(x⊤x)2

[問 5] 任意の 0 でない n 次元実ベクトル x について次の不等式が成り立つことを示せ．

1 ≤ (x⊤Ax)(x⊤A−1x)

(x⊤x)2
≤ (M +m)2

4Mm
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第 3問

関数 f : R → R が与えられたとき, 実数 x∗ が f の最小解であるとは, 任意の実数 x に対
して f(x∗) ≤ f(x) となることをいう. いま, 関数 f の 1 階の導関数 f ′と 2 階の導関数
f ′′ が存在し, これらが連続であるものとする. さらに, ある定数 µ > 0 が存在して, 任意
の実数 x に対して, f ′′(x) ≥ µ が成り立つことも仮定する.

[問 1] x∗ が f の最小解であることの必要十分条件が f ′(x∗) = 0 であることを示せ.

[問 2] f がただ 1 つの最小解をもつことを示せ.

以下では, f の最小解 x∗ を求める解法として, 適当な実数 x0 を初期点とし, 漸化式

xk+1 = xk −
f ′(xk)

f ′′(xk)
(k = 0, 1, . . . )

に従って点列 {xk} を生成するものを考える.

[問 3] 初期点 x0 の選び方によらず, 任意の非負整数 k について次が成り立つことを示せ．

xk+1 − x∗ =
1

f ′′(xk)

∫ 1

0

{f ′′(xk + t(x∗ − xk))− f ′′(xk)}(x∗ − xk)dt

以下では, ある定数 L > 0 が存在して, 任意の実数 x, y に対して,

|f ′′(x)− f ′′(y)| ≤ L|x− y|

が成り立つことも仮定する.

[問 4] 初期点 x0 の選び方によらず, 任意の非負整数 k について次が成り立つことを示せ．

|xk+1 − x∗| ≤ L

2µ
|xk − x∗|2

[問 5] 初期点 x0 を
|x0 − x∗| ≤ µ

L
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が成り立つように選ぶ. このとき, 任意の非負整数 k について次が成り立つことを示せ．

|xk − x∗| ≤ 2µ

L

(
1

2

)2k
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第 4問

p, n,K を正の整数とし，1 ≤ p ≤ nとする．単位行列を I と書く．(n, p)型実行列X，p

次元実ベクトル βおよび n次元確率ベクトル ϵに対して n次元確率ベクトルYを

Y = Xβ + ϵ

とする．ただし，ϵの平均ベクトルを 0，分散共分散行列を Iとする．また，λ > 0とし，
p次元実ベクトル bに対し，関数 S(b)を

S(b) = ∥Y −Xb∥2 + λ∥b∥2

と定める．ただし，K次元実ベクトル xの第 k成分を xkとするとき，ノルム ∥x∥は

∥x∥ =

√√√√ K∑
k=1

x2
k

で定義されるものとする．いま，Xを与えられた定数行列とし，p次元のユークリッド空
間全体をパラメータ空間としてパラメータ βの推定問題を考える．

[問 1] S(b)を最小にするbを βλと書く．確率ベクトル βλをY, X, λおよび Iで表し，確
率ベクトル βλの分散共分散行列を求めよ．

[問 2] 確率ベクトル βλ は β の不偏推定量となるか．なるなら λに対する条件を示し，な
らないならそのことを証明せよ．

[問 3] X⊤X = aI となる正の実数 aが存在するとする．ここで，X⊤ は X の転置を
表す．このとき，任意の β に対し，βλ の平均二乗誤差 E[∥βλ − β∥2]が最小二乗推定量
β0 = (X⊤X)−1X⊤Yの平均二乗誤差 E[∥β0 − β∥2]より小さくなるような正の実数 λが存
在することを示せ．ただし，Eは期待値を表す．
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