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⼆変量正規分布の⾏列表現
• ⼆変量を𝑥!, 𝑥"として，ベクトル𝒙で表す
• 𝑥!, 𝑥"の平均値を𝜇!, 𝜇"として，ベクトル𝝁で表す
• 共分散⾏列Σを導⼊する

• ⼆変量正規分布は次のように表される

𝑝 𝒙; 𝝁, Σ =
1

2𝜋 Σ
exp −

1
2
𝒙 − 𝝁 Σ#! 𝒙 − 𝝁 $

𝒙 =
𝑥!
𝑥" , 𝝁 =

𝜇!
𝜇" , Σ =

𝜎%" 𝜌
𝜌 𝜎&"

• Σ!"はΣの逆⾏列
• Σ はΣの⾏列式
• Tは転置



𝑛変量正規分布の⾏列表現
• 𝑛変量を𝑥!, 𝑥", … , 𝑥'として，ベクトル𝒙で表す
• 𝑥!, … , 𝑥'の平均値を𝜇!, … , 𝜇'として，ベクトル𝝁で表す
• 共分散⾏列Σを導⼊する

• 𝑛変量正規分布は次のように表される

𝒙 =

𝑥!
𝑥"
⋮
𝑥'

, 𝝁 =

𝜇!
𝜇"
⋮
𝜇'
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複数の峰を持つ分布の例
成分数2の混合正規分布(normal mixture)
※ 有限混合分布(finite mixture)の⼀種

確率𝑞で N(𝜇#, 𝜎#$)からのサンプルを出⼒
確率1 − 𝑞でN(𝜇$, 𝜎$$)からのサンプルを出⼒

𝑝 𝑥; 𝜇!, 𝜇", 𝜎!", 𝜎"" =
𝑞

2𝜋𝜎!"
e
# %#)! "

"*!" +
1 − 𝑞

2𝜋𝜎""
e
# %#)" "

"*""

扱い⽅が難しい点もあるが「分類」の基本モデル
として機械学習や統計学で重要



Rで混合正規分布
set.seed(1985); q=0.4 
rmix1=function(){
id=sample(c(0,1),prob=c(q,1-q),size=1)
if(id==0){
rnd=rnorm(n=1,mean=-5,sd=1.5)

}else{
rnd=rnorm(n=1,mean=+5,sd=4.0)

}
return(rnd)
}
hist(replicate(1000,rmix1()),breaks=20,col=4)
#⼀般の有限混合分布に使える⽅法を⽰した

Histogram of replicate(1000, rmix1())

replicate(1000, rmix1())
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リンデベルグ条件
• 同分布ではないときにCLTが成⽴する条件
(1)𝐸 𝑋% = 0, 𝑘 = 1,2, … , 𝑛
(2)𝑉 𝑋% = 𝜎%$ < ∞, 𝑘 = 1,2, … , 𝑛

(3)𝐵 = ∑%&#' 𝜎%$として，任意の𝑀(> 0)に対して

が成り⽴つならば𝑆/𝐵の分布は標準正規分布に
収束する

lim
'→,

1
𝐵"

>
-.!

'

𝐸[𝑋-",ただし 𝑋- > 𝑀𝐵] = 0

# 証明は確率論 (⻄尾 真喜⼦)などを参照



(1), (2)は満たすが(3)は満たさない例

• 𝑘番⽬の確率変数𝑋%は{−𝑘, 0, 𝑘}いずれかの値を
とる

• 平均0，分散𝑘(< ∞)なので条件(1), (2)は満たす
• 𝐵$ = ∑%&#' 𝑘 , ∑%&#' 𝐸[𝑋%$,ただし 𝑋% > 𝑀𝐵] = 𝑘

なので(3)は成⽴しない

𝑋- =

𝑘 確率
1
2𝑘

−𝑘 確率 1
2𝑘

0 確率 1 −
1
𝑘

リンデベルグ条件つづき
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の分布の𝑁による変化
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𝑁 = 1 𝑁 = 2 𝑁 = 5 𝑁 = 10

𝑁 = 20 𝑁 = 50 𝑁 = 100 𝑁 = 200

標準正規分布に収束しない

リンデベルグ条件つづき


