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要 旨

本論文では，コヒーレントシステムに対する system signature の算出方法を概説し，特
に consecutive-k-out-of-n:F（Con/k/n:F）システムに対する具体的な手法および計算例を示す．
Con/k/n:Fシステムは，n個のコンポーネントが線形に配置され，少なくとも k個の連続した
コンポーネントが故障した場合にシステム故障となるシステムモデルである．このモデルは石
油パイプラインや高速道路の街灯，生産監視システムなど，様々な応用例を持つ．近年，信頼
性工学の分野では，system signatureの概念が注目されている．ここで，system signatureとは
システムの構造にのみ依存する特性量であり，システム構造の比較や保全計画の立案に有用で
ある．しかし，素朴な計算方法では，大規模なシステムに対して system signatureを算出する
ことが困難である．本論文では，Con/k/n:Fシステムに対するピボット分解法に基づく system
signatureの算出方法を示す．この手法は規則的な構造を持つシステム群に適用可能である．そ
の後，system signatureの理論的応用の 1つとして，故障コンポーネント数の期待値について
述べる．最後に，汎用的な system signatureの算出方法の可能性について議論する．

キーワード：コヒーレントシステム，system signature，consecutive-k-out-of-n:Fシス
テム，ピボット分解法．

1. はじめに

現代社会は，電力システム，交通システム，通信システムなど，様々なシステムに支えられ
ている．これらの重要なインフラストラクチャの故障は，社会や経済に重大な影響を及ぼす可
能性があるため，システムの信頼性向上と効率的な保全は，安全・安心な社会の実現に不可欠
である．
信頼性工学（reliability engineering）は，各種製品やシステムの品質と信頼性を向上・保証し，
信頼性・安全性上の問題の再発防止・未然防止を目的とする学問である（山本 他, 2021b）．こ
の分野において，システムの寿命分布を導出し，信頼性などを評価することは重要な課題であ
る．特に，現代のシステムは複雑化・大規模化しており，システム全体の信頼性を個々のコン
ポーネントの信頼性から導出することが必要となっている．そのため，システムの構造に基づ
いて信頼性を評価する手法が求められている．
近年，信頼性工学の分野では，system signature の概念が注目されている（Naqvi et al.,
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図 1．Con/k/n:Fシステムの故障例．

2022）．ここで，system signatureとは，システムの構造のみに依存し，コンポーネントの寿命
分布には依存しない特性量であり，システムの信頼性評価のための有用なツールとなってい
る（Samaniego, 2007）．System signatureを用いてさまざまなシステムの信頼性特性を評価し，
システム構造を比較することが可能となる．また，system signatureに基づいて最適な保全計
画を立案することも可能である（Zhou and Yamamoto, 2022; Asadi et al., 2023）．しかしなが
ら，system signatureの理論的な有用性にもかかわらず，その適用範囲は限定的である．その
主な理由は，素朴な計算方法では，コンポーネント数が少なくシステムの構造関数が極めて単
純な場合を除いて，system signatureの算出が困難であるためである．
現代のシステムは大規模で複雑であるが，多くの場合，特徴的な構造を有しているため，こ

れらの特性を反映したシステムモデルが活用されている．最も基本的なモデルとして，直列シ
ステムと並列システムが挙げられる．直列システムは，少なくとも 1つのコンポーネントが故
障した場合にシステムが故障し，一方，並列システムは，すべてのコンポーネントが故障し
た場合にのみシステムが故障する．これらを一般化した k-out-of-n:Fシステムは，n個のコン
ポーネントのうち少なくとも k個が故障した場合にシステムが故障する．これらのシステムは
比較的単純かつ一般的でありながら，多様な問題に適用可能である．
しかし，k-out-of-n:F システムでは，システムの状態が故障したコンポーネントの数のみ

に依存し，その位置には依存しない．一方，実際のシステムでは，故障したコンポーネント
の位置を考慮することが重要となる場合がある．例えば，実社会にはコンポーネントの集中
故障がシステム故障を引き起こすようなシステムが存在する．このようなシステムとして，
1980年に Kontoleon（1980）が初めて研究し，その後，Chiang and Niu（1981）によって正式に
「consecutive-k-out-of-n:Fシステム」と命名されたモデルがある．

Consecutive-k-out-of-n:F（以下，Con/k/n:F）システムとは，n個のコンポーネントが線形に
配置されており，少なくとも k個の連続したコンポーネントが故障した場合にシステムが故障
するシステムモデルである（図 1）．以下に，Con/k/n:Fシステムの応用例を示す．

応用例 1：石油パイプラインシステム（Chiang and Niu, 1981）. n個のポンプステーション
から構成されるパイプラインシステムを考える．各ポンプステーションは隣接する k 個のス
テーションまで石油を輸送する能力を持つ．1つのポンプステーションが故障しても，隣接す
るステーションが負荷を担うことができるため，石油の流れは中断されない．しかし，k個以
上の連続したポンプステーションが故障した場合，石油の流れが中断され，その結果，システ
ム全体の故障となる．このような石油パイプラインシステムは Con/k/n:Fシステムとしてモ
デル化できる．

応用例 2：高速道路の街灯（Dafnis et al., 2019）. 一定の間隔で n個の街灯が設置された高
速道路を考える．夜間において，k個の連続する街灯が機能しないと，特定区域の照明が不足
し，交通に影響を及ぼす可能性がある．このような街灯システムは Con/k/n:Fシステムとし
てモデル化できる．



System signature の計算方法とその応用 355

応用例 3：生産監視システム（Zhao et al., 2019）. n個のカメラで構成された生産監視シス
テムを考える．各カメラは隣接する k個のユニットを監視可能である．1つのカメラが故障し
ても，隣接カメラが代替監視を行える．しかし，k個の連続するカメラが故障すると，監視不
能領域が生じ，システム全体としては故障となる．このような生産監視システムは Con/k/n:F
システムとしてモデル化できる．

前述のとおり，一般的に system signatureの計算は困難であり，このことは実践的な応用に
おける重大な障壁となっている．本論文では，system signatureの定義を述べた上で，さまざ
まな計算方法を紹介する．特に，Con/k/n:Fシステムに対する具体的な計算法を述べる．その
後，system signatureの理論的応用の 1つとして，故障コンポーネント数の期待値について述
べる．

2. コヒーレントシステムと system signatureの定義

2.1 コヒーレントシステムとは
本節では，コヒーレントシステムの定義を述べる．n個のコンポーネントからなるシステム
を考え，各コンポーネントは稼働状態または故障状態のいずれかであると仮定する．コンポー
ネント j の状態を示すために，指示変数 xj を次のように定義する．

xj =

⎧⎨
⎩1, コンポーネント j が稼働している場合

0, コンポーネント j が故障した場合
(2.1)

このとき，ベクトル x = (x1, x2, . . . , xn) はすべてのコンポーネントの状態を表し，状態ベクト
ルと呼ばれる．
また，システムの状態はコンポーネントの状態によって決定されると仮定したとき，システ

ムの状態を示す関数 ϕ は次式で定義される．

ϕ(x) =

⎧⎨
⎩1, 状態ベクトル xのときシステムが稼働している場合

0, 状態ベクトル xのときシステムが故障した場合
(2.2)

ここで，ϕ(x) はシステムの構造関数と呼ばれる．
定義 1にコヒーレントシステムの定義を示す．

　定義 1. リレバントで単調なシステムをコヒーレント（coherent）システムと呼ぶ．

a ∈ {0, 1} に対して，(aj , x) ≡ (x1, x2, . . . , xj−1, a, xj+1, . . . , xn)とする．このとき，コンポー
ネント j が構造 ϕ に対してリレバントでないとは，任意の xに対して ϕ(1j , x) = ϕ(0j , x) が
成り立つことを意味する．これは，コンポーネント j の状態が変化することが，システムの状
態が変化することに影響を及ぼさないことを意味する．それ以外の場合，コンポーネント j は
構造 ϕ に対してリレバントであるとされる．
単調なシステムとは，システムの構造関数が各コンポーネントの状態に対して単調増加であ

ることを指す．すなわち，y = (y1, y2, . . . , yn)を状態ベクトルとすると，x ≤ y を満たす任意
の x および y に対して ϕ(x) ≤ ϕ(y) が成り立つ．これは，コンポーネントの状態が改善され
たとき，システムの状態は悪くはならないことを意味する．
状態ベクトル xが ϕ(x) = 1を満たすとき，xをパスベクトルと呼ぶ．さらに，全ての y < x

に対して ϕ(y) = 0が成り立つとき，xを極小パスベクトルと呼ぶ．xが極小パスベクトルであ
るとき，集合 A = {j | xj = 1}を極小パス集合と呼ぶ．すなわち，極小パス集合とは，システ
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ムの稼働を保証する最小のコンポーネント集合である．
一方，状態ベクトル xが ϕ(x) = 0を満たすとき，xをカットベクトルと呼ぶ．さらに，全て

の y > xに対して ϕ(y) = 1が成り立つとき，xを極小カットベクトルと呼ぶ．xが極小カッ
トベクトルであるとき，集合 C = {j | xj = 0}を極小カット集合と呼ぶ．すなわち，極小カッ
ト集合とは，システムの故障を引き起こす最小のコンポーネント集合である．
コヒーレントシステムやパスやカットに関する詳細は大鑄（2019）を確認されたい．

2.2 システムの信頼度関数
本節では，システムの信頼度関数を説明する．システム寿命を表す確率変数を T とすると
き，システムの信頼度関数（reliability function）は P (T > t)と与えられ，これは，時刻 tまでに
システムが故障しない確率を意味する．システム全体の信頼度は，コンポーネントの信頼度と
その構成方法から求められる．n個のコンポーネントの寿命を表す確率変数を X1, X2, . . . , Xn

とし，独立同一分布に従うとする．また，i = 1, . . . , nに対して，F (t) = 1 − F (t) = P (Xi > t)

を時刻 tでのコンポーネントの信頼度とする．このとき，システムの信頼度関数は様々な表現
で与えられる．
まず，i = 0, 1, 2, . . . , nに対して，ri(n)を次のように定義する．

ri(n) ≡
∣∣∣∣∣
{

x |ϕ(x) = 1 and
n∑

j=1

(1 − xj) = i

}∣∣∣∣∣(2.3)

ただし，| · |は集合の要素数を表す．すなわち，ri(n)は n個のコンポーネントを持つシステム
において，ちょうど i個のコンポーネントが故障する場合にシステムが稼働状態となるシステ
ムの状態数（以下，稼働状態数）を意味する．本論文では，簡単のため，ri(n)は ri と書くこと
がある．このとき，寿命 T をもつシステムの信頼度関数は次のように表現できる．

P (T > t) =

n−1∑
i=0

ri(F (t))i(F (t))n−i(2.4)

次に，独立同一分布に従う寿命をもつ n個のコンポーネントからなるシステムが時刻 t0 で
稼働している確率を考える．このとき，p = F (t0)および q = F (t0)とおくと，式（2.4）から信
頼度多項式 h(q)を導出できる．

h(q) =

n−1∑
i=0

riq
ipn−i(2.5)

また，包除原理（Inclusion-exclusion principle）を用いて，信頼度関数を導出することもでき
る．コヒーレントシステムにおいて，極小カットを次のように定義する．

C = {C1, C2, . . . , Cm}(2.6)

ここで，mは極小カットの数である．また，C̃i (i = 1, 2, . . . , m)を極小カット Ci内の全てのコ
ンポーネントが故障する事象とする．以後，本論文では「事象 C̃i が生起する」ことを「極小カッ
ト Ci が生起する」と記述することもある．このとき，システムの信頼度 Rは

R = 1 − P

(
m⋃

i=1

C̃i

)
(2.7)
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で得ることができ，包除原理を適用することで式（2.7）は

R = 1 −
2m−1∑
i=1

(−1)|Ii|+1P

( ⋂
j∈Ii

C̃j

)
(2.8)

と書くことができる（弓削・柳, 2004）．ここで Ii は C の空でない部分集合である．
式（2.8）の各項は全て積事象の確率であり，それらは容易に求めることができるため，理論上
システム信頼度は式（2.8）で算出できることになる．例えば，Cowell（2015）は包除原理を用い
て Con/k/n:Fシステムを d次元に拡張したシステムの信頼度関数を導出した．しかし，各項
の数は極小カット数に対して指数的に増えるため，システムサイズが大きくなると信頼度算出
時間も指数的に増えることになる．
ここで，式（2.8）は多くの互いに打ち消しあう項を含んでいることに注目し，それらを取り除

くと，

R = 1 +
∑

i

diP (Ei)(2.9)

と書くことができる．ここで，Eiは {C1, C2, . . . , Cm}の部分集合に含まれるコンポーネントが
すべて故障する事象であり，係数 di は dominationと呼ばれる．式（2.9）は式（2.8）を使用した
場合に比べ，同じ事象の確率を複数回求める必要がないため，効率的にシステム信頼度を求め
ることができる．

2.3 System signatureの定義
本節では，system signatureの定義を述べる．n個のコンポーネントからなるシステムの故

障時間を T，各コンポーネントの故障時間をX1, X2, . . . , Xnとする．また，Xi:nはX1, . . . , Xn

の中で i番目に短い故障時間（i-out-of-n:Fシステムの故障時間）を表す．
このとき，Samaniego（1985）は独立同一分布に従う寿命をもつ n個のコンポーネントを持
つコヒーレントシステムの信頼度関数は次式で表されることを示した．

P (T > t) =
n∑

i=1

P (T > t, T = Xi:n)

=

n∑
i=1

P (T > t|T = Xi:n)P (T = Xi:n)

=
n∑

i=1

siP (Xi:n > t)

=
n∑

i=1

si

i−1∑
j=0

(
n

j

)
(F (t))j(F (t))n−j(2.10)

ここで，式（2.10）に現れる si（i = 1, 2, . . . , n）は system signatureと呼ばれる確率ベクトルの要
素であり，次のように定義される．

　定義 2（system signature）. コヒーレントシステムにおける n個のコンポーネントの寿命が
独立かつ同一分布であると仮定する．system signature sは，i番目のコンポーネントの故障が
システムの故障を引き起こす確率 si を要素とする n次元の確率ベクトルである．すなわち，

si = P (T = Xi:n),(2.11)

である．
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3. System signatureの算出方法

本章では，system signature の算出方法について述べる．
System signatureは，定義 2とは異なる方法で定義することもできる．Kochar et al.（1999）

は i = 1, 2, . . . , nに対して，次のように定義している．

si =
システム故障が i番目のコンポーネント故障によって引き起こされる順列の数

n!
．(3.1)

ここで，コンポーネント寿命が独立同一分布に従うと仮定されているため，これらの n個の異
なる故障時間の順列はすべて等確率で発生することに注意する．
ここで，式（3.1）を用いた system signatureの計算例を示す．例として，Con/2/4:Fシステム

を考える．このシステムの 4つのコンポーネントの故障時間 X1, X2, X3, X4 は 4! = 24通りの
順序で並べることができ，独立同一分布の仮定により，これら 24通りの順列は等確率で発生
する．故障を引き起こすコンポーネント故障時間の順序とシステム寿命の関係を表 1に示す．
したがって，Con/2/4:Fシステムの system signatureは

s =

(
0,

12

24
,
12

24
, 0

)
=

(
0,

1

2
,
1

2
, 0

)
(3.2)

である．
一般的に，system signatureはコンポーネント数が少ない，もしくは，システム構造が直列

表 1．Con/2/4:Fシステムにおけるコンポーネント故障時間の順序とシステム寿命 T．

コンポーネント故障時間の順序 システム寿命 T に等しい順序統計量

X1 < X2 < X3 < X4 X2:4

X1 < X2 < X4 < X3 X2:4

X1 < X3 < X2 < X4 X3:4

X1 < X3 < X4 < X2 X3:4

X1 < X4 < X2 < X3 X3:4

X1 < X4 < X3 < X2 X3:4

X2 < X1 < X3 < X4 X2:4

X2 < X1 < X4 < X3 X2:4

X2 < X3 < X1 < X4 X2:4

X2 < X3 < X4 < X1 X2:4

X2 < X4 < X1 < X3 X3:4

X2 < X4 < X3 < X1 X3:4

X3 < X1 < X2 < X4 X3:4

X3 < X1 < X4 < X2 X3:4

X3 < X2 < X1 < X4 X2:4

X3 < X2 < X4 < X1 X2:4

X3 < X4 < X1 < X2 X2:4

X3 < X4 < X2 < X1 X2:4

X4 < X1 < X2 < X3 X3:4

X4 < X1 < X3 < X2 X3:4

X4 < X2 < X1 < X3 X3:4

X4 < X2 < X3 < X1 X3:4

X4 < X3 < X1 < X2 X2:4

X4 < X3 < X2 < X1 X2:4
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や並列のようにシンプルなものでない限り，算出するのは困難であることが知られている（Da
et al., 2012）．そのため，効率的な system signatureの算出方法が求められる．

3.1 稼働状態数を用いた system signatureの計算
本節で，system signatureを，稼働状態数を用いて計算する方法を示す（Boland, 2001）．
ai ≡ ri

(n
i)
とすると，式（2.5）は

h(q) =
n∑

j=0

aj

(
n

j

)
qjpn−j(3.3)

と書ける．
一方で，式（2.10）より，和の順序を入れ替えることで，

P (T > t) =

n−1∑
j=0

(
n∑

i=j+1

si

)(
n

j

)
(F (t))j(F (t))n−j

=

n−1∑
j=0

(
n∑

i=j+1

si

)(
n

j

)
qjpn−j(3.4)

となる．
式（3.3）と式（3.4）の係数を比較することで，i = 0, . . . , n − 1に対して

ai =
n∑

j=i+1

sj(3.5)

を得る．また，式（3.5）から，次のような si と ai の関係式が導かれる（Boland, 2001）．

si+1 = ai − ai+1(3.6)

ただし，an+1 = 0とする．すなわち，「system signatureを求める問題」は「稼働状態数 ri を求
める問題」に帰着する．

3.1.1 Con/k/n:Fシステムにおける稼働状態数の算出
本項では，Con/k/n:Fシステムにおける稼働状態数の算出について述べる．独立同一分布に

従う寿命をもつコンポーネントからなる Con/k/n:Fシステムの信頼度 RL(k, n)は次式で表さ
れる．

RL(k, n) =

n∑
i=0

ri(k, n)qipn−i(3.7)

ここで，ri(k, n)は k個以上の連続した故障コンポーネントが存在しないような i個の故障コン
ポーネントの並べ方の数を表す．Bollinger and Salvia（1982）は，ri(k, n)を次のように与えた．

ri(k, n) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, i = n ≥ kの場合(
n
i

)
, 0 ≤ i ≤ k − 1の場合

k∑
j=1

ri−j+1(k, n − j), k ≤ i < nの場合

(3.8)

3.1.2 ピボット分解法を用いた Con/k/n:Fシステムにおける稼働状態数の算出
本項では，Nakamura and Yamamoto（2022）に基づいて，式（3.8）とは異なる再帰方程式を用
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図 2．ri(k, j; h)の説明．

いてシステムの稼働状態数を導出する．Nakamura and Yamamoto（2022）は Con/k/n:Fシス
テムを 2次元平面に拡張したシステムに対して，再帰的な稼働状態数の算出方法を提案した
が，この方法は Con/k/n:Fシステムに対しても適用可能である．この方法の基礎となってい
るのは，ピボット分解法（Kuo and Zuo, 2003）である．ピボット分解法により，選択したコン
ポーネントの状態に基づいて信頼度を分解し，複雑なシステムの信頼度解析を体系的に行うこ
とができる．
まず，次の記号を定義する．j = 1, 2, . . . , nに対して，xj を Con/k/n:Fシステムの左から数

えて j 番目のコンポーネントが稼働しているときに 0，故障したときに 1となる 2値変数とす
る．ri(k, j; h)は，図 2に示す，

（1）故障コンポーネントがちょうど i個存在する
（2）右端（コンポーネント j 番目）から見て連続した故障コンポーネントがちょうど h個存在

する（すなわち，コンポーネント j − h + 1から j までが故障している）
（3）k 個以上の連続した故障コンポーネントが存在しない（すなわち，システムは稼働して

いる）

を満たす Con/k/j:Fシステム内の j 個のコンポーネントの状態の総数である．
これらの記号を用いて，次の定理により Con/k/n:Fシステムの稼働状態数 ri(k, n)を得るこ

とができる．

　定理 1. （a）j = 1, 2, . . . , n，i = 0, 1, . . . , j，および，h = 0, 1, . . . , k − 1に対して，

ri(k, j; h) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

k−1∑
g=0

ri(k, j − 1; g), h = 0の場合

ri−1(k, j − 1; h − 1), 1 ≤ h ≤ k − 1の場合

0, それ以外

(3.9)

であり，境界条件は，i = 0, 1, . . . , nおよび h = 0, 1, . . . , nに対して，

ri(k, 0; h) =

⎧⎨
⎩1, i = 0 かつ h = 0の場合

0, それ以外
(3.10)

で与えられる．
（b）i = 0, 1, . . . , nに対して，

ri(k, n) =

k−1∑
h=0

ri(k, n; h)(3.11)
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が成り立つ．

式（3.9）は，ri(k, j; h)を次の 3つの場合に分類して計算している．

• h = 0の場合：この場合は，j 番目のコンポーネントが稼働していることを意味する．右
端の連続する故障数がゼロとなるため，(j − 1) 番目までの状態で右端の連続故障数が g 個
（0 ≤ g ≤ k − 1）である全ての状態の合計を取っている．これは，稼働コンポーネントが追加さ
れることで，右端の連続故障数がリセットされることを意味している．

• 1 ≤ h ≤ k − 1の場合：この場合は，j 番目のコンポーネントが故障しており，右端に連続
して h個の故障コンポーネントが存在する場合である．故障コンポーネントが 1つ増加し，右
端の連続故障数も 1つ増加するため，(j − 1)番目までの状態で故障コンポーネント数が (i− 1)

個，右端の連続故障数が (h − 1)個である状態から導かれる．
•上記以外の場合：これは，連続した故障コンポーネント数が k個以上となり，システム故

障となる場合や，論理的に存在し得ない状態を表している．したがって，そのような稼働状態
数はゼロと定義する．

式（3.11）により，Con/k/n:Fシステムにおいて，故障コンポーネントがちょうど i個である
稼働状態数を求める．右端の連続故障数 hが 0から (k − 1)までの全ての可能な状態について
和を取ることで，システムが連続する k個の故障を含まない条件下での全ての稼働状態数を計
算している．
以上のように，定理 1は，ピボット分解法（Kuo and Zuo, 2003）の考え方を用いて，右端の

コンポーネントの状態で場合分けを行うことで，稼働状態数を再帰的に計算する方法を与えて
いる．この再帰的な計算により，大規模なシステムにおいても稼働状態数を効率的に計算する
ことが可能となる．

3.1.3 計算例：Con/2/5:Fシステムの場合
本項では，Con/k/n:F システムの system signature を算出する手順について述べる．例

として，Con/2/5:F システムを考える．まず，以下のように，定理 1 を用いて稼働状態数
ri(2, 5) (i = 0, 1, 2, 3, 4, 5)を計算する．

ステップ 1：初期条件の設定. まず，式（3.10）から次のように境界条件を求める．

ri(2, 0; h) =

⎧⎨
⎩1, i = 0 かつ h = 0の場合

0, それ以外
(3.12)

ステップ 2：再帰的な ri(2, j; h)の計算. 次に，式（3.9）から次のように ri(2, j; h)を再帰的に
計算する．

j = 1の場合：
r0(2, 1; 0) = r0(2, 0; 0) = 1

r1(2, 1; 1) = r0(2, 0; 0) = 1

j = 2の場合：
r0(2, 2; 0) = r0(2, 1; 0) = 1

r1(2, 2; 0) = r1(2, 1; 0) + r1(2, 1; 1) = 0 + 1 = 1

r1(2, 2; 1) = r0(2, 1; 0) = 1

r2(2, 2; 1) = r1(2, 1; 0) = 0
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j = 3の場合：
r0(2, 3; 0) = r0(2, 2; 0) = 1

r1(2, 3; 0) = r1(2, 2; 0) + r1(2, 2; 1) = 1 + 1 = 2

r1(2, 3; 1) = r0(2, 2; 0) = 1

r2(2, 3; 1) = r1(2, 2; 0) = 1

r3(2, 3; 1) = r2(2, 2; 0) = 0

j = 4の場合：
r0(2, 4; 0) = r0(2, 3; 0) = 1

r1(2, 4; 0) = r1(2, 3; 0) + r1(2, 3; 1) = 2 + 1 = 3

r2(2, 4; 0) = r2(2, 3; 0) + r2(2, 3; 1) = 0 + 1 = 1

r1(2, 4; 1) = r0(2, 3; 0) = 1

r2(2, 4; 1) = r1(2, 3; 0) = 2

r3(2, 4; 1) = r2(2, 3; 0) = 0

j = 5の場合：
r0(2, 5; 0) = r0(2, 4; 0) = 1

r1(2, 5; 0) = r1(2, 4; 0) + r1(2, 4; 1) = 3 + 1 = 4

r2(2, 5; 0) = r2(2, 4; 0) + r2(2, 4; 1) = 1 + 2 = 3

r1(2, 5; 1) = r0(2, 4; 0) = 1

r2(2, 5; 1) = r1(2, 4; 0) = 3

r3(2, 5; 1) = r2(2, 4; 0) = 1

ステップ 3：稼働状態数の和の計算. 最後に，式（3.11）を用いて，i = 0, 1, 2, 3, 4, 5に対して，
ri(2, 5) = ri(2, 5; 0) + ri(2, 5; 1)を計算する．具体的には，

r0(2, 5) = r0(2, 5; 0) + r0(2, 5; 1) = 1 + 0 = 1

r1(2, 5) = r1(2, 5; 0) + r1(2, 5; 1) = 4 + 1 = 5

r2(2, 5) = r2(2, 5; 0) + r2(2, 5; 1) = 3 + 3 = 6

r3(2, 5) = r3(2, 5; 0) + r3(2, 5; 1) = 0 + 1 = 1

r4(2, 5) = r4(2, 5; 0) + r4(2, 5; 1) = 0 + 0 = 0

r5(2, 5) = 0

この結果から，Con/2/5:Fシステムの稼働状態数を求めることができた．
次に，求めた稼働状態数から system signatureを求める．まず，i = 0, 1, 2, 3, 4, 5に対して，

ai = ri(2,5)

(5i)
より，

(a0, a1, a2, a3, a4, a5) =

(
1, 1,

3

5
,

1

10
, 0, 0

)
(3.13)

であるので，式（3.6）より，

(s1, s2, s3, s4, s5) =

(
0,

2

5
,
1

2
,

1

10
, 0

)
(3.14)
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が得られた．

3.2 Dominationを用いた system signatureの計算
前節では，稼働状態数から system signatureを計算する方法を説明したが，本節では，domi-

nationから system signatureを計算する（Boland et al., 2003）．Boland et al.（2003）では，信
頼度関数を pの多項式として表現しているが，Con/k/n:Fシステムの場合は qの多項式とした
ほうが都合がよい．そこで，式（2.9）より，独立同一分布に従う寿命をもつ n個のコンポーネン
トを持つコヒーレントシステムの信頼度関数 h(q)を次式で与える．

h(q) =
n∑

r=0

drq
r(3.15)

一方，式（3.3）において，p + q = 1 より，

h(q) =

n−1∑
j=0

aj

(
n

j

)
qj(1 − q)n−j(3.16)

となる．次に，二項定理を用いて (1 − q)n−j を展開すると

(1 − q)n−j =

n−j∑
i=0

(
n − j

i

)
(−1)iqi

が得られ，これを式（3.16）に代入すると，

h(q) =

n−1∑
j=0

aj

(
n

j

)
qj

(
n−j∑
i=0

(
n − j

i

)
(−1)iqi

)
(3.17)

となる．内側の総和を展開して整理すると，

h(q) =

n−1∑
j=0

n−j∑
i=0

aj

(
n

j

)(
n − j

i

)
(−1)iqj+i

=

n∑
r=0

⎛
⎝min(r,n−1)∑

j=0

aj

(
n

j

)(
n − j

r − j

)
(−1)r−j

⎞
⎠ qr(3.18)

を得る．
式（3.15）と式（3.18）の係数を比較することで，r = 0, 1, . . . , nに対して

dr =

min(r,n−1)∑
j=0

aj

(
n

j

)(
n − j

r − j

)
(−1)r−j(3.19)

を得る．ここで，d = (d0, d1, d2, . . . , dn)Tとする．ただし，Tは転置を表す．このとき，式（3.19）
より，dと aは線形関係にあることがわかるため，その関係は

d = Ma(3.20)

と表現できる．ここで，a = (a0, a1, a2, . . . , an)T であり，M は次のように定義される
(n + 1) × (n + 1)行列である．

mrj =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

(
n

j

)(
n − j

r − j

)
(−1)r−j , r ≥ j の場合

0, それ以外

(3.21)
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ここで，r, j = 0, 1, . . . , nである．また，逆行列M−1 が存在すれば，

a = M−1d(3.22)

として dから aを求めることも可能である．したがって，式（3.6）と式（3.22）を用いることで，
dominationから system signatureを算出することも可能である．

3.2.1 Con/k/n:Fシステムにおける dominationの算出
本項では，Con/k/n:F システムにおける domination の算出について述べる．Kossow and

Preuss（1989）は Con/k/n:Fシステムに関する dominationに関する定理を示した．

　定理 2. 極小カットで表現可能なシステム故障状態 X の domination を d(X)，連続して
故障したコンポーネント数を m とすると，極小カットで表現可能なシステムの故障状態の
dominationは次式で求めることができる．

d(X) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

+1, m ≡ 0 (mod k + 1)の場合

−1, m ≡ k (mod k + 1)の場合

0, それ以外

(3.23)

ここで，modはmを (k + 1)で割った場合の余りを表している．

式（3.23）により，極小カットが繋がるか重なるかして表されている故障状態についての
dominationを求めることができる．
また，極小カットセット同士が互いに重なりがない（非連結である）場合は，次の定理によっ
て dominationを求めることができる．

　定理 3（極小カットセットが非連結である場合の domination）. 故障状態X は非連結な g個
のカットセット X(i) (i = 1, 2, . . . , g)からなるとすると，故障状態 X の domination d(X)は次
式で得られる．

d(X) =

g∏
i=1

d(X(i))(3.24)

最終的に dominationが 0でない極小カットの組合せをすべて算出し，各極小カットの組合
せが生起する確率に dominationを掛けた値の総和によってシステム信頼度が算出できる．

3.2.2 計算例：Con/2/5:Fシステムの場合
本項では，Con/k/n:Fシステムの system signatureを算出する手順について述べる．例とし

て，Con/2/5:Fシステムを考える．表 2に，各極小カットで表現可能なシステム故障状態に対
する d(Xi) (i = 1, 2, . . . , 11)を示す．例えば，X5 に着目すると，5個のコンポーネントが連続
して故障しており，m (= 5)を k + 1 (= 3)で割った場合の余りは 2であるため，d(X5) = −1

である．X1に着目すると，X1は非連結な 2個のカットセットX
(1)
1 とX

(2)
1 からなる．X

(1)
1 と

X
(2)
1 はm = 2なので，d(X

(1)
1 ) = d(X

(2)
1 ) = −1である．したがって，

d(X1) = d(X
(1)
1 ) × d(X

(2)
1 ) = +1(3.25)

である．
Con/2/5:Fシステムのコンポーネントが共通したコンポーネント故障確率 qをもつとき，信
頼度関数 RL(2, 5)は式（3.15）より次式で表される．

RL(2, 5) = 1 − 4q2 + 3q3 + q4 − q5(3.26)
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表 2．故障状態と dominationの対応．

故障状態 x1 x2 x3 x4 x5 d(Xi)

X1 1 1 0 1 1 +1

X2 1 1 0 0 0 −1

X3 1 1 1 0 0 +1

X4 1 1 1 1 0 0

X5 1 1 1 1 1 −1

X6 0 1 1 0 0 −1

X7 0 1 1 1 0 +1

X8 0 1 1 1 1 0

X9 0 0 1 1 0 −1

X10 0 0 1 1 1 +1

X11 0 0 0 1 1 −1

よって，d = (1, 0,−4, 3, 1,−1)T である．
式（3.21）より，行列M は次のようになる．

M =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0 0 0

−5 5 0 0 0 0

10 −20 10 0 0 0

−10 30 −30 10 0 0

5 −20 30 −20 5 0

−1 5 −10 10 −5 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.(3.27)

式（3.22）より，aは次のように求まる．

a =

(
1, 1,

3

5
,

1

10
, 0, 0

)T

.

これは，式（3.13）と一致する．よって，3.1.3項と同様に Con/2/5:Fシステムの system signature
が計算でき，式（3.14）を得ることができる．

3.3 他の system signature算出方法
上記では，稼働状態数や dominationを用いた system signatureの算出方法について述べた．
本節では，これらとは異なるアプローチによる system signature算出方法を紹介する．
まず，一般的なシステムに対する計算手法として，Reed（2017）は縮約二分決定図（Reduced

Ordered Binary Decision Diagram, ROBDD）を用いた効率的なアルゴリズムを提案した．これ
は従来の列挙的アプローチと比較して，計算効率を大幅に改善している．
特定のシステム構造に対する計算手法も開発されている．Con/k/n:Fシステムについては，

Triantafyllou and Koutras（2008）が母関数（generating function）アプローチを用いて system
signatureの再帰方程式を導出した．さらに，Yi and Cui（2018）は，マルコフ過程に基づく新
しい算出方法を提案している．これらの手法は，特定のシステム構造に特化することで，より
効率的な計算を実現している．
大規模システムを複数のサブシステムに分割して，system signatureを計算する方法も提案さ

れてきた．Da et al.（2012）は，2つのサブシステムからなるコヒーレントシステムについて，
それぞれのサブシステムの system signatureを用いて，直列および並列構造の system signature
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を計算する手法を提案した．その後，Da et al.（2014）は，この手法を一般化し，n個のサブシ
ステムからなる k-out-of-nシステムの system signatureの計算方法を確立した．このようなサ
ブシステムに基づく計算手法は，他の手法と組み合わせることで計算過程を大幅に簡略化でき
るという利点を持つが，システムをサブシステムに分割できる場合に限り適用可能である．

4. 故障コンポーネント数の期待値算出

本章では，system signatureの理論的応用の 1つとして，故障コンポーネント数の期待値に
ついて述べる．故障コンポーネント数の期待値を求めることで，保守計画の最適化や予備のコ
ンポーネント管理のための定量的な基準を提供することが可能となる．

4.1 パス列挙による故障コンポーネント数の期待値の算出
本節では，Endharta et al.（2016）によって提案された，システムが故障するパスを列挙するこ
とで故障コンポーネント数の期待値を算出する方法を説明する．この方法は system signature
を用いないが，後述する system signatureを用いた算出方法との比較のため，本論文で取り上
げる．
まず，システム故障時の故障コンポーネント数の期待値について述べる．システムの可能な

パスの総数を P，パス j に従ってシステムが故障する確率を πj，パス j における故障までのス
テップ数をWj とする．このとき，システム故障時の故障コンポーネント数を表す確率変数M

の期待値は次式で与えられる．

E[M ] =

P∑
j=1

πj · Wj(4.1)

次に，時刻 t以前にシステム故障が発生する場合の故障コンポーネント数の期待値について
述べる．時刻 t以前のシステム故障時の故障コンポーネント数を表す確率変数をM(t)とし，
αji をパス j におけるステップ iの稼働コンポーネントの故障率の和とする．このとき，M(t)

の期待値は次のように表される．

E[M(t)] =
P∑

j=1

πj · Wj · Fj(t)(4.2)

ここで，

Fj(t) = 1 −
Wj−1∑

i=0

Ajie
−αjit(4.3)

Aji =

Wj−1∏
m=0,m�=i

αjm

αjm − αji
(4.4)

である (i = 0, 1, . . . , Wj − 1)．
最後に，時刻 tでシステムが稼働している場合における故障コンポーネント数の期待値につ
いて述べる．時刻 tにおいてシステムが稼働している場合における故障コンポーネント数を表
す確率変数を S(t)とすると，その期待値は次式で与えられる．

E[S(t)] =
P∑

j=1

πj

Wj−1∑
i=0

i−1∑
m=0

iAjm
αjm

αji − αjm

(
e−αjmt − e−αjit)(4.5)
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ここで，

Ajm =

i−1∏
l=0,l�=m

αjl

αjl − αjm
(4.6)

である．
例として，故障率 λの指数分布に従う寿命をもつコンポーネントからなる Con/2/4:Fシステ

ムを考える．図 3に Con/2/4:Fシステムにおける故障までのパスを示す．ここでは，1はコン
ポーネント稼働，0はコンポーネント故障を表す．例えば，Path 2 ((1, 1, 1, 1) → (1, 1, 1, 0) →
(1, 0, 1, 0) → (1, 0, 0, 0))は最初に左から 4番目のコンポーネント，次に左から 2番目のコンポー
ネント，最後に左から 3番目のコンポーネントが順番に故障するパスを表す．図 3に示すよう
に，Con/2/4:Fシステムは 18個のパスを持つ．このとき，表 3の値を用いると，以下の結果
が得られる．

E[M ] =
5

2

E[M(t)] =
5

2
− 3

2
e−4λt + 8e−3λt − 9e−2λt

E[S(t)] = 2e−4λt − 8e−3λt + 6e−2λt

4.2 System signatureを用いた故障コンポーネント数の期待値の算出
前節で紹介したパス列挙法は故障コンポーネント数の算出を可能とするが，各パスに対して

Wj と αji を計算する必要があり，コンポーネント数の増加に伴い計算量が著しく増大する．
この課題に対し，Eryilmaz（2012）と Zhou et al.（2020）は system signatureを用いた算出方法

(1, 1, 1, 1)

(0, 1, 1, 1)

(0, 1, 1, 0)
(0, 1, 0, 0)
(0, 0, 1, 0)

(0, 1, 0, 1)
(0, 1, 0, 0)
(0, 0, 0, 1)

(0, 0, 1, 1)

(1, 0, 1, 1)

(1, 0, 1, 0)
(0, 0, 1, 0)
(1, 0, 0, 0)

(1, 0, 0, 1)

(0, 0, 1, 1)
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(0, 1, 0, 0)
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Path 3
Path 4
Path 5
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Path 8
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Path 10

Path 11

Path 12
Path 13

Path 14

Path 15
Path 16
Path 17
Path 18

図 3．Con/2/4:Fシステムにおける故障までのパス．
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表 3．Con/2/4:Fシステムの各パスに対するWj と πj．

Path j Wj πj Path j Wj πj

1 2 1/12 10 2 1/12

2 3 1/24 11 2 1/12

3 3 1/24 12 3 1/24

4 3 1/24 13 3 1/24

5 3 1/24 14 2 1/12

6 2 1/12 15 3 1/24

7 2 1/12 16 3 1/24

8 3 1/24 17 3 1/24

9 3 1/24 18 3 1/24

を導出した．本手法は system signatureが得られれば，パスの列挙を必要とせずに期待値を計
算できるという利点を持つ．
まず，Eryilmaz（2012）が導出したシステム故障時の故障コンポーネント数の期待値について

述べる．このとき，M の期待値は次式で与えられる．

E[M ] =

n∑
i=1

i · si(4.7)

次に，Zhou et al.（2020）が導出した時刻 t以前のシステム故障における故障コンポーネント
数の期待値について述べる．M(t)の期待値は以下のように展開される．

E[M(t)] =
n∑

i=1

i · P (T = Xi:n, T ≤ t)

=

n∑
i=1

i · P (T ≤ t|T = Xi:n) · P (T = Xi:n)

=
n∑

i=1

i · P (Xi:n ≤ t) · si

=
n∑

i=1

i · si

n∑
j=i

(
n

j

)
F (t)jF̄ (t)n−j(4.8)

最後に，Zhou et al.（2020）が導出した時刻 tにおけるシステム稼働時の故障コンポーネント
数の期待値について述べる．まず，以下の事象を定義する．

Bi = {Xi:n ≤ t < X(i+1):n}(4.9)

このとき，条件付き期待値 E[S(t)|Bi]は，時刻 tまでにちょうど i個のコンポーネントが故障
するという条件下で，時刻 tでシステムが稼働している場合の故障コンポーネント数の期待値
を表す．これを用いると，

E[S(t)] =

n−1∑
i=0

E[S(t)|Bi] · P (Bi)

=

n−1∑
i=0

i · P (T > t|Bi)P (Bi)(4.10)
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と書ける．ここで，時刻 tまでにちょうど i個のコンポーネントが故障した場合のシステム信
頼度は次式で表される．

P (T > t|Bi) =
n∑

j=i+1

sj(4.11)

したがって，式（4.10）と式（4.11）より，以下の結果を得る．

E[S(t)] =

n−1∑
i=0

i ·
(

n∑
j=i+1

sj

)(
n

i

)
F (t)iF̄ (t)n−i(4.12)

例として，故障率 λの指数分布に従う寿命をもつコンポーネントからなる Con/2/4:Fシステ
ムを考える．式（3.2）で算出した system signatureを用いて計算すると，

E[M ] =
5

2

E[M(t)] =
5

2
(1 − e−λt)4 + 10(1 − e−λt)3e−λt + 6(1 − e−λt)2e−2λt

E[S(t)] = 4(1 − e−λt)e−3λt + 6(1 − e−λt)2e−2λt

となる．これらの結果は，Endharta et al.（2016）によるパス列挙法で得られた値と一致する．
Endharta et al.（2016）によるパス列挙法は，システムの全故障パスを探索する必要があり，
システムの規模が大きくなるにつれて計算量が指数的に増大するため，大規模システムへの
適用には計算時間の点において課題がある．一方，system signatureを用いた手法は，system
signatureが得られれば，パスの列挙を必要とせず，より効率的に期待値を算出できる．
計算例として，図 4から図 7に，故障率 λ = 1の指数分布に従う寿命をもつコンポーネント
からなる Con/k/n:Fシステム（k = 3, 4, 5, 10）の（a）時刻 t以前のシステム故障における故障コ
ンポーネント数の期待値 (E[M(t)])と，（b）時刻 tにおけるシステム稼働時の故障コンポーネン
ト数の期待値 (E[S(t)])を示す．

5. おわりに

本論文では，Con/k/n:Fシステムを中心にコヒーレントシステムに対する system signature
の算出方法について概説した．
一般的に，system signatureの算出においてシステム構造の情報を利用することで，算出ア

図 4．Con/3/n:Fシステムにおける故障コンポーネント数の期待値．
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図 5．Con/4/n:Fシステムにおける故障コンポーネント数の期待値．

図 6．Con/5/n:Fシステムにおける故障コンポーネント数の期待値．

図 7．Con/10/n:Fシステムにおける故障コンポーネント数の期待値．

ルゴリズムの性能向上が期待できる．本論文で取り上げた Con/k/n:Fシステムは，“規則的な”
極小カットを持つという特徴的な構造を有しており（山本 他, 2021a），この構造を活用するこ
とで効率的な system signatureの算出が可能となった．しかし，Con/k/n:Fシステムのみに特
化した手法では，汎用性に欠けるという課題がある．
実際，現実のシステムをより忠実に表現するために，Con/k/n:Fシステムを以下のような方
向で一般化したシステムが提案されてきた（Cui and Dong, 2019）．
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• 故障基準（単一故障基準と複数故障基準）
• システムの幾何学的構造
• コンポーネントおよびシステムの状態
• 各コンポーネントの重み
• コンポーネント間の従属性

また，Triantafyllou（2015）では，一般化された Con/k/n:Fシステムの関係が体系的に図示さ
れている．このような多様なシステムに対して，個別に算出方法を開発することは現実的とは
言えない．したがって，性能と汎用性の両面をバランスよく実現する方法の開発が求められる．
性能と汎用性のトレードオフに対して，定理 1のピボット分解法に基づく方法は一つの解決

策を提示していると考える．この手法は Bollinger and Salvia（1982）が導出した式（3.8）と比べ
て複雑であるものの，Con/k/n:Fシステムに限らず，“規則的”という特徴を持つシステム群に
幅広く適用可能であると考えている．実際に，Nakamura and Yamamoto（2022）は Con/k/n:F
システムを 2次元平面に拡張したシステムに適用した．
将来的には，system signatureの様々な算出方法を体系的に整理し，対象とするシステムの
特徴に応じて適切な手法を選択できる枠組みの構築を目指している．これにより，「規則的な
構造を持つシステム群」や「サブシステムに分割可能なシステム群」に限らず，さまざまな特徴
に基づきグループ化したシステム群に対しても system signatureを効率的に算出することが可
能となると考える．このような性能と汎用性をバランスよく実現する手法の確立は，システム
の信頼性評価や構造比較，さらには保全計画の立案など，system signatureの実践的な応用の
発展に大きく貢献すると期待される．
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Computation of the System Signature and Their Application
—Case of Consecutive-k-out-of-n:F Systems—

Taishin Nakamura1 and Lei Zhou2

1School of Information Science and Technology, Tokai University
2Faculty of Engineering, Nagaoka University of Technology

This paper introduces methods for calculating the system signature of coherent sys-
tems, specifically presenting concrete techniques and calculation examples for Consecutive-
k-out-of-n:F (Con/k/n:F) systems. A Con/k/n:F system is a system model where n com-
ponents are arranged linearly, and the system fails when at least k consecutive components
fail. This model has various real-world applications, such as oil pipelines, highway street
lighting, and production monitoring systems. The system signature is a characteristic that
depends solely on the system’s structure, making it useful for comparing system structures
and planning maintenance policies. However, naive calculation methods make it difficult
to compute the system signature for large-scale systems. We present a method based on
the pivot decomposition method for calculating the system signature of Con/k/n:F sys-
tems. This technique is applicable to systems with regular structures. Subsequently, we
discuss the expected number of failed components as one of the theoretical applications
of system signatures. Finally, we discuss the potential for a general method to calculate
the system signature.

Key words: Coherent system, system signature, consecutive-k-out-of-n:F system, pivot decomposition method.


