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要 旨

生存時間解析は，ある基準となる時点から特定の事象（イベント）が発生するまでの時間を分
析する手法であり，医学や疫学はもとより，経済学や社会科学など幅広い分野で活用されてい
る．打ち切り，競合リスク，左側切断などは生存時間解析における古典的話題である．本稿で
は，競合リスクを伴う左側切断・右側打ち切りの生存時間データに焦点を当て，その代表的な
4つの解析モデルを紹介する（独立モデル，コピュラモデル，ベイズ流独立モデル，ベイズ流コ
ピュラモデル）．特に，競合リスクにおけるコピュラを用いた潜在故障時間（周辺分布）の同時
モデル化，同時モデルの条件付きによる左側切断のモデル化，尤度関数の構築，そしてベイズ
推定量による周辺分布パラメータとコピュラパラメータの推定については詳細に説明する．シ
ミュレーション実験では，現実的な条件設定（異なる周辺分布と左側切断割合の組み合わせ）で
実施し，上記 4つの解析モデルで各種パラメータを推定した．考察では，パラメータの推定性
能を比較検討し，ベイズ流コピュラモデルにおける課題と今後の展望について述べる．

キーワード：コピュラ，事後平均，周辺生存関数，潜在故障時間，同時生存関数，ワ
イブル分布．

1. はじめに

縦断研究や介入研究においては，研究者が注目しているイベント（リスク）が，他の先行する
イベントの発生によって観察されないことがある．つまり，競合するイベントによって観察が
打ち切られることがある．この現象を競合リスク問題と呼ぶ（西川, 2008; 斎藤・室谷, 2023,
2024）．競合リスク問題は生存時間解析における古典的な話題であり，主に 3つのアプローチ
で対処されることが多い．医学や疫学分野では，原因別ハザードモデル（Prentice et al., 1978）
や部分分布ハザードモデル（Fine and Gray, 1999）が伝統的に用いられているが，信頼性分野や
保険数理分野では潜在故障時間モデル（Cox, 1959; Kaishev et al., 2007; 塚原, 2021）が広く活用
されている．本稿では，潜在故障時間モデルに焦点を当てることとするが，原因別ハザードモ
デルや部分分布ハザードモデルに興味のある読者は西川（2008）や斎藤・室谷（2023, 2024）を参
照されたい．
競合リスクにおける潜在故障時間モデルについて，原爆被爆者疫学調査（Bockwoldt et al.,

2021; Sposto et al., 2023）を例に挙げて説明する（図 1）．原爆の投下は 1945年，この疫学調査
の観察開始は 1958年，観察終了は 2009年である．研究者の興味のある調査項目は，登録者に
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図 1．競合リスクの模式図．

おけるがんの発症からがんによる死亡までの時間であるとする．潜在故障時間モデルの仮定の
下では，例えば，T1 をがんの発症からがん死までの時間，T2 をがんの発症からがん以外によ
る死亡までの時間とした場合，観察時間は最小値 T = min(T1, T2)として記録される（図 1）．こ
れは，がんの発症からそれぞれのイベント発生までの時間を潜在変数とみなし，実際に観察で
きるのは先に発生したイベントまでの観察時間であるという仮定に基づいている（Cox, 1959;
宮村, 1982）．また，通常縦断研究ではあらかじめ観察終了時点が設定されるため，その時点ま
で生存した対象は右側打ち切りとして扱われる（図 1のケース 3）．観察期間中でも途中脱落の
ため観察打ち切りとなる対象も想定されるが，これも独立・無情報打ち切りの仮定の下，右側
打ち切りとして扱うことが可能である（図 1のケース 4）．結局，競合リスクの状況下では，C

を右側打ち切り時間として，T = min(T1, T2, C)とイベント指示変数 δ ∈ (0, 1, 2)が各対象につ
いて観察されることになる．δ は T = T1 が観察された場合 δ = 1，T = T2 が観察された場合
δ = 2，T = C が観察された場合 δ = 0の値をとる指示変数である．古典的な潜在故障時間モデ
ルでは，イベント間の独立性，すなわち確率変数 T1 と T2 の独立性の仮定に加えて，右側打ち
切り時間 C との独立性も仮定されている（Cox, 1959; 宮村, 1982）．
左側切断も生存時間解析ではよく知られた概念である（Klein and Moeschberger, 2003; 江村・
道前, 2021）．上述の原爆被爆者疫学調査を想定して左側切断データを説明する．ただし，研
究者の興味のある調査項目はがんの発症から死因を問わない全ての死亡までの時間であるとす
る．左側切断データで解析上の取り扱いの注意を要する対象は，観察開始である 1958年の時
点で既にがんを発症している対象（図 2のケース 2とケース 4）と，既にがんを発症し死亡して
いる対象（図 2のケース 5）の 3つである．1958年の時点で死亡している対象は観察できないた
め，データとしては収集できず，切り捨てとして扱われる．問題とすべきは，1958年の時点で
がんを発症しており，観察期間中に死亡または右側打ち切りとなる対象である．これらの対象
については，がんの発症日を情報として収集可能なのであれば，がんの発症から 1958年まで
の時間を切断時間 τ として記録することで，切断時間をもつ，すなわち観察開始まで生存した
という条件付きの対象として解釈する．図 2は切断時間をもつ対象ともたない対象の混在デー
タを示している．
信頼性分野であれば，電力変圧器の寿命データが良い左側切断の例である（Hong et al., 2009;

Ranjan et al., 2021; Mitra et al., 2021; 江村・道前, 2021）．観察開始は 1980 年，観察終了は
2008年である．電力変圧器は観察開始以前から設置され続け 2008年まで設置が続いた．研究
者の興味のある調査項目は電力変圧器の設置から故障までの期間である（上述の例における，が
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図 2．左側切断・右側打ち切りデータの模式図．

んの発症日から死亡までの期間）．観察開始以前に設置され，かつ故障した電力変圧器はデー
タとして収集されないが（図 2のケース 5に相当），故障しなかった電力変圧器は，設置から観
察開始までの期間を切断時間としてもつデータとして収集される（図 2のケース 2とケース 4
に相当）．また，観察開始以降に設置された電力変圧器は，追跡対象となり観察期間中に故障
または打ち切りとなる（図 2のケース 1とケース 3に相当）．江村・道前（2021）では電力変圧器
の寿命データの解析において，複数のパラメトリック分布（例えばワイブル分布，ガンマ分布，
対数正規分布等）に基づく尤度関数の構成やパラメータの推定方法等について詳しく紹介して
いる．左側切断・右側打ち切りデータについての詳細な解説は，江村・道前（2021）や Emura
and Michimae（2022）を参照されたい．
現実のデータは複雑で複合的である．Kundu et al.（2017）は電力変圧器の寿命データを想定

して競合リスクを伴う左側切断・右側打ち切りデータの解析のために新たなモデルを提案し
た．先述の Hong et al.（2009）や Ranjan et al.（2021）では，注目しているイベントが電力変圧
器の故障だけであった．しかし，競合リスク問題で説明したように，2つの故障原因を同時に
考慮するのであれば，これは競合リスクを伴う左側切断である．この競合リスクを伴う左側切
断・右側打ち切りデータに対して，Kundu et al.（2017）は，2つのイベントの潜在故障時間分
布として，それぞれにワイブル分布を仮定し，かつ互いに独立であるという仮定下で，ワイブ
ルパラメータ（すなわち生存時間分布）の推定法を提案した．本稿では，Kundu et al.（2017）の
提案手法を独立モデルと呼ぶ．しかし，道前（2023）は，独立モデルの仮定が成立しない場合，
すなわちイベント間に相関がある場合，独立モデルではワイブルパラメータを正確に推定でき
ないことを示した．
近年，競合リスク問題における独立性の仮定を緩めるため，イベント間の依存性をマーシャ

ルオルキン分布やコピュラでモデリングする解析手法が提案されている（Wang et al., 2022;
Michimae and Emura, 2022）．Wang et al.（2022）は周辺分布をワイブル分布とした 2変量マー
シャルオルキン・ワイブル分布でイベント間の依存構造をモデリングし，潜在故障時間の同時
分布を構成，最尤法によるパラメータ推定法を提案した．しかし，このモデリングでは依存構
造と周辺分布は固定されており，柔軟性という点で問題がある．一方，Michimae and Emura
（2022）は潜在故障時間の同時分布をコピュラで構成したコピュラモデルを提案した．コピュ
ラを用いる大きな利点は周辺分布とは独立に依存関係を柔軟にモデリングできることであり
（Nelsen, 2006），言い換えれば周辺分布の選択が自由である．Michimae and Emura（2022）は，
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相関した競合リスクを伴う左側切断・右側打ち切りデータにおいて，ワイブル分布を周辺分布
としたコピュラ同時モデルに基づき尤度関数を構築し，最尤法で分布パラメータやコピュラパ
ラメータを推定した．しかし，依存性のパラメータであるコピュラパラメータの推定は不安定
で最尤法による推定の限界が示された．この問題に対して，近年Michimae et al.（2024）は，よ
り安定したパラメータの推定法として，ベイズ流コピュラモデルによる推定法を提案した．
本稿では，競合リスクを伴う左側切断・右側打ち切りデータにおいて，4つの解析モデルで
ある独立モデル，コピュラモデル，ベイズ流独立モデル，そしてベイズ流コピュラモデルに基
づくパラメータの推定性能を比較した研究結果を紹介する．特に，Michimae et al.（2024）で検
討されていなかった競合リスクにおける各イベント発生割合の違いが，パラメータ推定性能
にどの程度影響するのかを，モンテカルロ・シミュレーション実験を通じて 4つの解析モデ
ルで比較した．本稿の構成は次の通りである．2節では，競合リスクを伴う左側切断・右側打
ち切りデータにおける，Kundu et al.（2017）の独立モデル，Michimae and Emura（2022）のコ
ピュラモデル，Michimae et al.（2024）のベイズ流独立モデルとベイズ流コピュラモデルを紹介
する．3節では，2節で紹介した 4つのモデルのパラメータ推定性能を検証するためのシミュ
レーション方法とその結果について説明する．最後の 4節では，考察として，今後の展望につ
いて意見を述べる．

2. 方法

第 2節では，初めに，競合リスクを伴う左側切断・右側打ち切りデータの構造について，記
法と共に説明する．続いて，2つの潜在故障時間の分布をパラメトリックなワイブル分布とす
る仮定下で，独立モデルとコピュラモデルにおける同時分布と尤度関数の構築方法について説
明し，最後に最尤法とベイズ法を用いたワイブルパラメータ（形状と尺度パラメータ）とコピュ
ラパラメータの推定法について説明する．

2.1 標本データ
1節で取り上げた競合リスクを伴う左側切断・右側打ち切りデータについて，上述の原爆被
爆者疫学調査を例に挙げて説明する（図 3）．研究者は対象 i(1, . . . , n)について，がんの発症か
らがん死（イベント 1；δi = 1）までの生存時間に興味があるが，がん以外の理由による死亡（イ
ベント 2；δi = 2）や打ち切り（δi = 0）等の理由のため，必ずしもがん死を観察できない．つま
り，Tjiを対象 iがイベント jで死亡する潜在故障時間 (i = 1, . . . , n; j = 1, 2.)，Ciを対象 iの観
察終了による右側打ち切り時間（本稿では途中脱落を想定しない）とすると，研究者が対象 iに
ついて実際に観察できる時間 tiは ti = min(T1i, T2i, Ci)となる．また，観察開始である 1958年
の時点で既にがんを発症している対象（図 3のケース 2，4，7）のうち，死亡している対象（ケー
ス 7）は切り捨てとして扱われるが，ケース 2と 4は，がんの発症から 1958年までの切断時間
をもつ対象となる．以上，対象 iについて左側切断時間 τi(≥ 0)の有無を示す指示変数を νi（左
側切断；νi = 0，非切断；νi = 1）とすると，競合リスクを伴う左側切断・右側打ち切りでの標
本データは {(ti, τi, δi, νi); i = 1, . . . , n}として記録される．

2.1節では，原爆被爆者疫学調査を想定し，“死亡”という事象の生起で説明したが，以降の
節では “故障”という事象の生起で説明することとする．

2.2 独立モデル
Kundu et al.（2017）は，2つの潜在故障時間 T1と T2について，それぞれ独立にワイブル分布に

従うと仮定し，各イベントにおけるワイブル分布の密度関数を fj(t) = αjλjt
αj−1 exp(−λjt

αj )，
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図 3．競合リスクを伴う左側切断・右側打ち切りデータの模式図．

累積分布関数を Fj(t) = 1 − exp(−λjt
αj )，生存関数を Sj(t) = exp(−λjt

αj )とした．ただし，
t ≥ 0，αj(> 0)と λj(> 0)はそれぞれ形状パラメータと尺度パラメータである．これらパラメ
トリック分布の仮定の下，独立モデルにおける尤度関数の構築方法を以下に説明する．
競合リスクを伴う左側切断・右側打ち切りの状況下において（図 3），標本が得られるパター

ンとその尤度関数への貢献は次のケース 1からケース 6としてまとめられる（Kundu et al.,
2017）．

•ケース 1（イベント 1で故障；δi = 1，切断時間なし；νi = 1）

P (T1i = ti, T2i > ti) = f1(ti)S2(ti)

= α1λ1t
α1−1
i exp(−λ1t

α1
i ) exp(−λ2t

α2
i ), i ∈ I1

•ケース 2（イベント 2で故障；δi = 2，切断時間なし；νi = 1）

P (T2i = ti, T1i > ti) = f2(ti)S1(ti)

= α2λ2t
α2−1
i exp(−λ2t

α2
i ) exp(−λ1t

α1
i ), i ∈ I2

•ケース 3（打ち切り；δi = 0，切断時間なし；νi = 1）

P (T1i > ti, T2i > ti) = S1(ti)S2(ti)

= exp(−λ1t
α1
i ) exp(−λ2t

α2
i ), i ∈ I0

•ケース 4（イベント 1で故障；δi = 1，切断時間あり；νi = 0）

P (T1i = ti, T2i > ti|T1i > τi, T2i > τi) = f1(ti|Ti > τi)S2(ti|Ti > τi)

=
f1(ti)

S1(τi)

S2(ti)

S2(τi)

=
α1λ1t

α1−1
i exp(−λ1t

α1
i ) exp(−λ2t

α2
i )

exp(−λ1τ
α1
i ) exp(−λ2τ

α2
i )

, i ∈ I1
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•ケース 5（イベント 2で故障；δi = 2，切断時間あり；νi = 0）

P (T2i = ti, T1i > ti|T1i > τi, T2i > τi) = f2(ti|Ti > τi)S1(ti|Ti > τi)

=
f2(ti)

S2(τi)

S1(ti)

S1(τi)

=
α2λ2t

α2−1
i exp(−λ2t

α2
i ) exp(−λ1t

α1
i )

exp(−λ1τ
α1
i ) exp(−λ2τ

α2
i )

, i ∈ I2

•ケース 6（打ち切り；δi = 0，切断時間あり；νi = 0）

P (T1i > ti, T2i > ti|T1i > τi, T2i > τi) = S1(ti|Ti > τi)S2(ti|Ti > τi)

=
S1(ti)

S1(τi)

S2(ti)

S2(τi)

=
exp(−λ1t

α1
i ) exp(−λ2t

α2
i )

exp(−λ1τ
α1
i ) exp(−λ2τ

α2
i )

, i ∈ I0

ただし，I1 = {i; T1i ≤ T2i, T1i ≤ Ci} をイベント 1 で故障した対象の集合，I2 = {i; T2i ≤
T1i, T2i ≤ Ci}をイベント 2で故障した対象の集合，I0 = {i; Ci ≤ T1i, Ci ≤ T2i}を右側打ち切
りされた対象の集合とする．切断時間をもつ対象 (νi = 0)は，観察開始まで生存したという条
件の下で ti = min(T1i, T2i, Ci)が観察される（図 3）．すなわち，条件付きの生存確率を求めてい
ることになる．上述全てのケースについて考慮した尤度関数は以下の通りである．

Lindep(α1, α2, λ1, λ2) =
∏
i∈I1

{α1λ1t
α1−1
i exp(−λ1t

α1
i ) exp(−λ2t

α2
i )}νi(2.1)

×
{

α1λ1t
α1−1
i exp(−λ1t

α1
i ) exp(−λ2t

α2
i )

exp(−λ1τ
α1
i ) exp(−λ2τ

α2
i )

}1−νi

×
∏
i∈I2

{α2λ2t
α2−1
i exp(−λ2t

α2
i ) exp(−λ1t

α1
i )}νi

×
{

α2λ2t
α2−1
i exp(−λ2t

α2
i ) exp(−λ1t

α1
i )

exp(−λ1τ
α1
i ) exp(−λ2τ

α2
i )

}1−νi

×
∏
i∈I0

{exp(−λ1t
α1
i ) exp(−λ2t

α2
i )}νi

×
{

exp(−λ1t
α1
i ) exp(−λ2t

α2
i )

exp(−λ1τ
α1
i ) exp(−λ2τ

α2
i )

}1−νi

.

2.3 コピュラモデル
Michimae and Emura（2022）は，T1 と T2 の独立性の仮定を緩めるため，これら 2つの潜在

故障時間の依存性をコピュラでモデル化し，それに基づいて同時分布と尤度関数を構築した．
Michimae and Emura（2022）は，T1 と T2 の 2変量同時生存関数をコピュラ C で以下のよう

に定義した．

(2.2) P (T1 > ti, T2 > ti) = C(S1(ti), S2(ti)).

実際のモデリングでは，以下のクレイトンコピュラで実施したが，他のコピュラでもモデリン
グは可能である．

(2.3) Cφ(u, v|φ) = (u−φ + v−φ − 1)
− 1

φ , φ ≥ 0.
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図 4．独立モデルとコピュラモデルにおける同時生存関数．

ここに，φはコピュラパラメータである．参考までに，周辺生存関数を S1(t) = exp(−1.5t2.0)

と S2(t) = exp(−t1.5)とした場合の独立モデルとクレイトンコピュラモデル（コピュラパラメー
タ= 8）における同時生存関数を図 4に示した．図 4では同時生存確率 P (T1 > t1, T2 > t2)が曲
面として示されている．競合リスク下では，先に起こったイベントだけが観察されるため，同
時生存確率は，t1 = t2 = tを結ぶ尾根にあたる曲線上の確率 P (T1 > t, T2 > t)となる．T1 と
T2の間に依存性があると，独立な場合と比較して，周辺生存関数は等しいが，同時生存確率が
高くなっている．
相関する競合リスクを伴う左側切断・右側打ち切りの状況下において，標本が得られるパ

ターンと周辺分布をワイブル分布としたときの尤度関数への貢献は，次のケース 1からケース
6としてまとめられる．

•ケース 1（イベント 1で故障；δi = 1，切断時間なし；νi = 1）

P (T1i = ti, T2i > ti) = −∂(u−φ
i + v−φ

i − 1)
− 1

φ

∂ui

dui

dti

= {α1λ1t
α1−1
i u−φ

i (u−φ
i + v−φ

i − 1)
−(1+ 1

φ
)}

•ケース 2（イベント 2で故障；δi = 2，切断時間なし；νi = 1）

P (T2i = ti, T1i > ti) = −∂(u−φ
i + v−φ

i − 1)
− 1

φ

∂vi

dvi

dti

= {α2λ2t
α2−1
i v−φ

i (u−φ
i + v−φ

i − 1)
−(1+ 1

φ
)}

•ケース 3（打ち切り；δi = 0，切断時間なし；νi = 1)

P (T1i > ti, T2i > ti) = (u−φ
i + v−φ

i − 1)
− 1

φ

•ケース 4（イベント 1で故障；δi = 1，切断時間あり；νi = 0）

P (T1i = ti, T2i > ti|T1i > τi, T2i > τi) = − 1

(x−φ
i + y−φ

i − 1)
− 1

φ

∂(u−φ
i + v−φ

i − 1)
− 1

φ

∂ui

dui

dti

=
α1λ1t

α1−1
i u−φ

i (u−φ
i + v−φ

i − 1)
−(1+ 1

φ
)

(x−φ
i + y−φ

i − 1)
− 1

φ
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•ケース 5（イベント 2で故障；δi = 2，切断時間あり；νi = 0）

P (T2i = ti, T1i > ti|T1i > τi, T2i > τi) = − 1

(x−φ
i + y−φ

i − 1)
− 1

φ

∂(u−φ
i + v−φ

i − 1)
− 1

φ

∂vi

dvi

dti

=
α2λ2t

α2−1
i v−φ

i (u−φ
i + v−φ

i − 1)
−(1+ 1

φ
)

(x−φ
i + y−φ

i − 1)
− 1

φ

•ケース 6（打ち切り；δi = 0，切断時間あり；νi = 0）

P (T1i > ti, T2i > ti|T1i > τi, T2i > τi) =
(u−φ

i + v−φ
i − 1)

− 1
φ

(x−φ
i + y−φ

i − 1)
− 1

φ

ここに，ui = exp(−λ1t
α1
i )，vi = exp(−λ2t

α2
i )，xi = exp(−λ1τ

α1
i )，yi = exp(−λ2τ

α2
i )である．

上述全てのケースについて考慮した尤度関数は以下の通りである．

Lcopula(α1, α2, λ1, λ2, φ) =
∏
i∈I1

{α1λ1t
α1−1
i u−φ

i (u−φ
i + v−φ

i − 1)
−(1+ 1

φ
)}νi(2.4)

×
{

α1λ1t
α1−1
i u−φ

i (u−φ
i + v−φ

i − 1)
−(1+ 1

φ
)

(x−φ
i + y−φ

i − 1)
− 1

φ

}1−νi

×
∏
i∈I2

{α2λ2t
α2−1
i v−φ

i (u−φ
i + v−φ

i − 1)
−(1+ 1

φ
)}νi

×
{

α2λ2t
α2−1
i v−φ

i (u−φ
i + v−φ

i − 1)
−(1+ 1

φ
)

(x−φ
i + y−φ

i − 1)
− 1

φ

}1−νi

×
∏
i∈I0

{(u−φ
i + v−φ

i − 1)
− 1

φ }νi

{
(u−φ

i + v−φ
i − 1)

− 1
φ

(x−φ
i + y−φ

i − 1)
− 1

φ

}1−νi

.

2.4 ベイズモデル
Michimae et al.（2024）ではコピュラモデル（Michimae and Emura, 2022）をベイズ流コ

ピュラモデルへと発展させた．ベイズ流コピュラモデルによるパラメータ推定には，
尤度関数 Lcopula に加え，ワイブルパラメータとコピュラパラメータの事前分布の設
定が必要である．本稿では，ワイブルパラメータとコピュラパラメータの事前分布に
ついて弱情報の半コーシー分布 α1, α2, λ1, λ2, φ∼Cauchy(0, 5) と弱情報の逆ガンマ分布
α1, α2, λ1, λ2, φ∼Inv−Gamma(0.001, 0.001) を設定した（図 5）．半コーシー分布の密度関数
は，μを位置パラメータ，γ(> 0)を尺度パラメータとして，

Cauchy(μ, γ) : = f(x) =

⎧⎨
⎩

1

π

γ

(x − μ)2 + γ2
, x ≥ μ

0, それ以外

として与えられる．また逆ガンマ分布の密度関数は，a(> 0)を形状パラメータ，b(> 0)を尺度
パラメータとして，

Inv−Gamma(a, b) := f(x) =
ba

Γ(a)
x−a−1 exp

(
− b

x

)

で与えられる．ただし，Γ(·)はガンマ関数である．
その他の事前分布の詳細な設定については，Michimae et al.（2024）を参照されたい．ベイズ
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図 5．本稿の事前分布として用いた半コーシー分布と逆ガンマ分布．

流コピュラモデルにおけるパラメータの同時事後分布は，上記密度関数で与えられる事前分布
の下，以下の通りである．

(2.5) f(α1, α2, λ1, λ2, φ) ∝ Lcopula(α1, α2, λ1, λ2, φ)f(α1)f(α2)f(λ1)f(λ2)f(φ).

また，ベイズ流独立モデルにおけるパラメータの同時事後分布は以下の通りである．

(2.6) f(α1, α2, λ1, λ2) ∝ Lindep(α1, α2, λ1, λ2)f(α1)f(α2)f(λ1)f(λ2).

3. シミュレーション実験

競合リスクにおける各イベント発生割合の違いが，パラメータ推定性能にどの程度影響する
のかを調べるため，潜在故障時間 T1 と T2 の相関，周辺分布（ワイブル分布）のパラメータ，切
断時間をもつ対象の割合を細かく設定したシミュレーションデータを用いた．シミュレーショ
ン実験では，これらシミュレーションデータにおいて，独立モデル，コピュラモデル，ベイズ
流独立モデル，そしてベイズ流コピュラモデルのパラメータ推定性能を比較する．

3.1 シミュレーション設定
サンプルサイズを n = 100と n = 500の 2パターン設定した．各サンプルサイズについて，
ワイブルパラメータの真値の組み合わせについて 3パターン，T1 と T2 の相関について 2パ
ターン，切断時間をもつ対象（ν = 0）と，もたない対象（ν = 1）の割合の組み合わせを 4パター
ン，合計 24（=3×2×4）パターンを設定した（表 1）．シミュレーションのデータ生成は，縦断研
究を参考に観察開始日を s，観察終了日を eとして（図 3），シミュレーションパターンごとに，
以下の 3ステップで実施した．

•ステップ 1
νi = 0 のときデータ発生点 Bi（例えば発症日）を一様分布 Bi∼Uniform(0, s) で発生させ，

νi = 1のとき Bi∼Uniform(s, e)で発生させた．νi = 0のとき切断時間 τi = s − Bi，νi = 1の
とき τi = 0とした．また，Ci = e − Bi である．この打ち切りは観察終了による打ち切り例で
あり，本稿のシミュレーションでは途中脱落例を想定していない．

•ステップ 2
独立した潜在故障時間を生成する場合（ケンドール順位相関係数 0 に対応）は，一様乱数

u1i∼Uniform(0, 1)，u2i∼Uniform(0, 1)をそれぞれ独立に n例発生させ，ステップ 3に進ん
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表 1．シミュレーションの詳細設定．

だ．相関した潜在故障時間を生成する場合は 2変量クレイトンコピュラを用いた．コピュラパ
ラメータ φ = 2（ケンドール順位相関係数 0.5に対応）の設定下で，相関のある乱数の組 (u1i, u2i)

を n例発生させ，ステップ 3へ進んだ．コピュラやコピュラを用いた乱数生成についての解説
は本稿の目的ではないので，興味のある読者は，次の参考文献を参照されたい（戸坂・吉羽,
2005; Nelsen, 2006; 塚原, 2012; 江村・道前, 2020）．

•ステップ 3
逆関数法で T1i を T1i∼S−1

1 (u1i)，T2i を T2i∼S−1
2 (u2i)として潜在故障時間を生成した．すな

わち，T1i = (− log(u1i)
λ1

)
1

α1 または T2i = (− log(u2i)
λ2

)
1

α2 として生成される．ワイブル分布のハ
ザード関数では，α. = 0.5，λ. = 1.0の場合は減少ハザード，α. = 1.0，λ. = 1.0の場合は一定
ハザード，α. = 1.5，λ. = 1.0の場合は増加ハザードに対応している．ステップ 1で計算され
た Ci 及び潜在故障時間 T1i と T2i から ti = min(T1i, T2i, Ci)を観察時間とした．ti = T1i なら
δi = 1，ti = T2i なら δi = 2，ti = Ci なら δi = 0である．

以上，3つのステップから目的のシミュレーションデータ {(ti, τi, δi, νi); i = 1, . . . , n} が生成
される．本稿では，T1i と T2i が互いに異なるワイブル分布に従う場合を想定したが，同一の
分布に従う場合の結果については，Michimae et al.（2024）を参照されたい．
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3.2 パラメータ推定と評価
シミュレーションパターン（表 1）ごとに，シミュレーションデータの生成からパラメータ推
定までの作業を 1000回繰り返した．パラメータは，最尤法とベイズ法で推定した．独立モデ
ルにおける最尤推定量 θ̂indep,MLE = (α̂1, α̂2, λ̂1, λ̂2)は，式（2.1）から，

(3.1) θ̂indep,MLE = argmax(α1,α2,λ1,λ2){log Lindep(α1, α2, λ1, λ2)}
であり，同様に，コピュラモデルにおける最尤推定量 θ̂copula,MLE = (α̂1, α̂2, λ̂1, λ̂2, φ̂)は，式
（2.4）から，

(3.2) θ̂copula,MLE = argmax(α1,α2,λ1,λ2,φ){log Lcopula(α1, α2, λ1, λ2, φ)}
となる．これらパラメータの推定等には optim関数（パラメータの初期値は全て 0）で実施した．
ただし，ワイブルパラメータとコピュラパラメータは正であるため，例えば α1 = exp(·)とす
ることにより，正の制約の条件下でパラメータを推定した．また，パラメータの 95%信頼区間
は，α1 であれば，

α̂1 ± 1.96 × SE(α̂1)

として構成される．ここに，SE(α̂1)は α̂1の標準誤差である．95%信頼区間の被覆確率は 1000
個のシミュレーションデータに基づき算出した．
一方で，ベイズ流独立モデルにおけるベイズ推定量 θ̂indep,Bayes とベイズ流コピュラモデル
におけるベイズ推定量 θ̂copula,Bayes は，それぞれ式（2.5）と（2.6）で与えられる同時事後分布か
ら得られる周辺事後平均となる．最尤推定と同様に，95%信頼区間とその被覆確率も算出した．
パラメータの推定には RStan（Stan Development Team, 2017; 2018）を用いた．StanはMCMC
（マルコフ連鎖モンテカルロ法）アルゴリズムの改良型である No-U-Turnサンプラー（Hoffman
and Gelman, 2014）を使用しており，複雑な事後分布から効率的にサンプリングすることが可
能である．同時事後分布の推定では，マルコフ連鎖の数を 4，各連鎖の反復回数を 4000，各連
鎖のワームアップ反復回数を 2000に設定した．MCMCアルゴリズムが収束したかどうかにつ
いては，Rhat基準（Gelman and Rubin, 1992）で判定した（1.10以下で収束）．
独立モデル，コピュラモデル，ベイズ流独立モデル，ベイズ流コピュラモデルのパラメータ

推定性能を評価するため，平均二乗誤差（MSE：Mean Squared Error）をパラメータごとに以下
の式で算出した．例えば α1 を真値として，α1 のMSEであれば，

MSE(α1) =
1

1000

1000∑
r=1

(α̂1r − α1)
2

である．ここで α̂1r は r回目の推定値である．他のパラメータについても同様にMSEを算出
した．さらに，時点 0.5，1，および 2における平均生存確率を以下の式を用いて推定した．例
えば，各シミュレーションパターンにおけるイベント 1と 2の時点 0.5の生存確率は，それ
ぞれ，

Ŝ1(0.5) =
1

1000

1000∑
r=1

exp(−λ̂1r0.5α̂1r )

Ŝ2(0.5) =
1

1000

1000∑
r=1

exp(−λ̂2r0.5α̂2r )

として推定される．
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3.3 シミュレーション結果
3.3.1 イベントが独立の場合（φ = 0）
最尤推定，ベイズ推定（逆ガンマ分布と半コーシー分布）にかかわらず，独立モデルのワイブ
ルパラメータに関するMSEはコピュラモデルと比較して小さい値を示した（表 2–4）．この結
果は，独立データ（φ = 0）の場合は，独立モデルの推定性能がコピュラモデルと比較して優れ
ていることを示している．また，小標本サイズ（n = 100）と比較して大標本サイズ（n = 500）で
は，推定方法にかかわらず，MSEは小さい値を示し（表 2–4），ワイブルパラメータ（コピュラ
モデルであればとコピュラパラメータも含め）の推定精度が改善することも示された．
独立モデルにおける最尤推定とベイズ推定の比較において，小標本サイズでは，ベイズ推定

（逆ガンマ分布もしくは半コーシー分布）によるMSEが小さい値を示したが，大標本サイズで
はほぼ同じ値を示し，最尤推定とベイズ推定は同様の推定性能であることが示された．一方，
コピュラモデルでは，小標本サイズと大標本サイズの両方において，最尤推定と比較してベイ
ズ推定のワイブルパラメータに関するMSEは小さい値を示し，特に逆ガンマ分布によるMSE
値が小さく，その推定性能の高さを示した．この傾向はコピュラパラメータの推定においても
同様であった．
独立モデルまたはコピュラモデルにかかわらず，おおよその傾向として，切断割合の増加に

伴ってワイブルパラメータのMSE値は増加し，パラメータの推定性能が低下する傾向にあっ
た（表 2–4）．一方，コピュラパラメータの推定については，そのような傾向はなかった．
サンプルサイズにかかわらず，シミュレーション設定 1では切断割合が増加するにつれ，イ

ベント 1の割合が増加し，イベント 2の割合はほとんど変化せず，打ち切り割合が減少した
（表 2）．設定 2では切断割合が増加するにつれ，イベント 1の割合が減少し，イベント 2の割
合が増加する一方で，打ち切り割合の変化は小さかった（表 3）．設定 3では切断割合が増加す
るにつれ，イベント 1の割合が増加し，イベント 2の割合が減少するとともに，打ち切り割合
も減少した（表 3）．

3.3.2 イベントが相関している場合（φ = 2）
独立モデルと比較してコピュラモデルのワイブルパラメータに関するMSEは小さい値を示
した（表 2–4）．この結果は，最尤推定，ベイズ推定にかかわらず，相関データ（φ = 2）の場合は，
コピュラモデルの推定性能が優れていることを示している．また，独立モデルでは，最尤推定，
ベイズ推定にかかわらず，標本サイズが大きくなってもMSE値はほとんど差を示さなかった
が，コピュラモデルではMSE値は小さい値を示し，パラメータの推定性能の改善が示された．
独立モデルでは，標本サイズにかかわらず，最尤推定と比較してベイズ推定のワイブルパラ

メータに関する MSE値は小さく，ベイズ推定が推定性能の点で優れていることが示された．
同様の傾向はコピュラモデルにおいても示された．コピュラモデルにおけるコピュラパラメー
タの推定においても，ベイズ推定，特に逆ガンマ分布の優位性が示された．しかし，小標本サ
イズと比較して大標本サイズでは，最尤推定とベイズ推定のMSE値の差は小さくなり，パラ
メータの推定性能の差は縮まった．
切断割合と各種パラメータのMSE値との関係は，イベントが独立している場合と同様の傾

向を示した（表 2–4）．さらに，切断割合と各イベントの発生割合の関係についても，同様の傾
向が見られた．

3.3.3 パラメータと生存確率の推定値
パラメータ推定値とその被覆確率の結果を Supplementary Information 表 S1–S3に示した．
イベントが独立であれば，独立モデルは最尤推定やベイズ推定にかかわらず，真値に近い推定
値を与え，大標本サイズでは，さらに真値に近くなる傾向があった．また，被覆確率もほぼ
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表 2．ワイブルパラメータの真値の設定 1におけるMSEの比較結果．表の数値は 1000回の
モンテカルロ・シミュレーションの平均値．
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表 2．（つづき）

95%程度となった（最尤推定で一部 80%程度）．しかし，コピュラモデルでは，推定値は過大推
定される傾向にあり，大標本サイズでは，やや真値に近くはなるが過大推定の傾向であった．
また，被覆確率については逆ガンマでは 95%程度であったが，最尤推定と半コーシー分布のベ
イズ推定では，95%を下回ることが多かった．コピュラパラメータについては，逆ガンマによ
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表 3．ワイブルパラメータの真値の設定 2におけるMSEの比較結果．表の数値は 1000回の
モンテカルロ・シミュレーションの平均値．

る推定値が真値に近かった．
イベントが相関している場合，独立モデルでは最尤推定やベイズ推定にかかわらず，推定値

は過小評価または過大評価され，大標本サイズでは被覆確率が 0%近くまで低下した．しかし，
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表 3．（つづき）

コピュラモデルでは，大標本サイズにおける推定値は真値に近くなり，被覆確率もほぼ 95%程
度となった．ただし，最尤推定によるコピュラパラメータについては，大標本サイズでも被覆
確率は改善されなかった．
時点ごとの生存確率の推定値を Supplementary Information 表 S4–S6に示した．イベントが
独立の場合，シミュレーション設定，サンプルサイズ，さらにはモデルにも関係なく，真の生
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表 4．ワイブルパラメータの真値の設定 3におけるMSEの比較結果．表の数値は 1000回の
モンテカルロ・シミュレーションの平均値．

存確率に近い確率を示した（ただし，コピュラモデルの半コーシー分布ではやや過小評価）．し
かし，イベントが相関している場合は，コピュラモデルが真の生存確率に近い確率を示す一方，
独立モデルでは全て過大評価されていた．
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表 4．（つづき）

4. 考察

本稿では，相関した競合リスクを伴う左側切断・右側打ち切りデータにおけるワイブルパラ
メータとコピュラパラメータの推定について検討した．本稿で得られた結果から重要な点とし
て，初めに，最尤推定よりベイズ推定のこれらパラメータの推定性能が，特に小標本サイズで
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高かったことがあげられる．ただし，ベイズ推定では事前分布の違いによりパラメータの推定
性能が異なり，最尤推定より推定性能が劣る事前分布も存在する．この点を踏まえると，実
データ解析においては，複数の事前分布を設定して解析結果の頑健性を確認することが望ま
しい．
次に，独立データでは，独立モデルのパラメータ推定性能がコピュラモデルと比較して高

く，大標本サイズではその推定性能も高くなった．しかし，相関データでは，独立モデルのパ
ラメータの推定性能がコピュラモデルより低く，大標本サイズでもパラメータの推定性能が改
善されないことがあげられる．競合リスクが存在する状況下において，リスク（イベント）間の
相関から生じる問題については以前から指摘されてきた（宮村, 1982; 西川, 2008; 道前, 2023）．
独立モデルを実データに適用する場合には，そのパラメータ推定性能が独立データにのみ担保
されている点に注意する必要がある．
相関データでは，コピュラモデル，特にベイズ流コピュラモデルがパラメータの推定におい

て優れていた．ただし，注意点として，コピュラモデルは全てのシミュレーション条件でパラ
メータの推定性能が優れているわけでなく，独立データの場合は，上述したように独立モデル
の推定性能が優れている．実データ解析においては，2つのイベントのうちどちらか 1つのイ
ベントしか観察されないことから，実際の観察時間からイベント間に相関があるのかどうか判
断し難いが，イベントが独立であると推測できる場合はベイズ流独立モデル，相関が疑われる
場合は複数の事前分布を設定したベイズ流コピュラモデルで解析を行い，その結果を比較検討
することが勧められる．
切断割合のパラメータ推定性能への影響は，推定に用いたモデルにかかわらず，特にワイブ

ルパラメータで大きかった（表 2–4）．全てのシミュレーション設定で，切断割合の増加に伴っ
て，パラメータの推定性能が下がる傾向にあり，実データの解析では，観察された各イベント
の発生割合も考慮に入れた結果の解釈が必要であることを示している．しかし，このパラメー
タ推定性能の低下はイベントの発生割合とは無関係であると推測される．例えば，シミュレー
ション設定 1と 3では切断割合の増加と共にイベント 1の発生割合は増加，イベント 2の発
生割合は減少したが，α1 と λ1 および α2 と λ2 の MSE値は大きくなる傾向があった．一方，
シミュレーション設定 2では切断割合の増加と共にイベント 1の発生割合は減少，イベント 2
の発生割合は増加したが，α1 と λ1 および α2 と λ2 のMSE値は大きくなる傾向があった．こ
のような切断割合の増加によるパラメータの推定性能の低下の原因として，切断割合の増加に
伴う両イベント発生割合の乖離の増大が考えられる．いずれのシミュレーション設定において
も，切断割合の増加に伴って，イベント発生割合の乖離が増大しており，その増大に伴いパラ
メータの推定性能が低下している．したがって，実データの解析では，観察された各イベント
の発生割合ではなく，発生割合の乖離を考慮に入れた結果の解釈が必要である．
以上は全てパラメータの推定性能に関する考察であったが，生存確率の推定でも，独立イベ

ントが想定される場合は独立モデル，相関イベントが想定される場合はコピュラモデルでの推
定が推奨される．
今後の展望として，次の 3点があげられる．初めに，周辺分布の選択である．本稿では，同
時潜在故障時間分布の周辺分布としてワイブル分布を用いたが，実データへの適用拡大を考
えると，ガンマ分布や対数正規分布など他のパラメトリック分布（武冨・山本, 2023）も検討す
る必要がある．この場合，周辺分布の実データへの適合度の検討が必要である（Bakker et al.,
2023）．次に，コピュラモデルにおけるコピュラの選択である．本稿では，クレイトンコピュ
ラを用いたが，コピュラを用いる大きな利点は周辺分布とは独立に依存関係を柔軟にモデリン
グできることである（Nelsen, 2006）．したがって，コピュラの選択が可能になれば多様な同時
潜在故障時間分布の構成が可能となり，実データへの適用範囲も広がることが期待できる．課
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題として，周辺分布だけでなく依存性の実データへの適合度の検討が必要である（Escarela et
al., 2023）．最後に，共変量についてのモデル化である．特に医療データ等の実データ解析で
は，研究目的の観点から，分布パラメータやコピュラパラメータの推定より共変量の効果を推
定することが重要である．この場合，基準ハザード関数にパラメトリック分布（指数分布やワ
イブル分布等）を仮定し，共変量の効果を乗法的に作用させたパラメトリックモデルの回帰係
数として，共変量の効果を推定する方法が有望である．
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Bayesian Analysis of Left-truncated Dependent Competing Risks Data

Hirofumi Michimae

School of Pharmacy, Kitasato University

Survival analysis examines the time from a reference point to the occurrence of a spe-
cific event and is widely applied in fields such as medicine, epidemiology, economics, and
the social sciences. Key topics in survival analysis include censoring, left truncation, and
competing risks. Thus, this study focuses on left-truncated and right-censored compet-
ing risks data and introduces four representative analytical models (independent, copula,
Bayesian independent, and Bayesian copula models). In particular, the study provides a
detailed exploration of the following: the joint modeling of latent failure times (marginal
distributions) using copulas in competing risks; the modeling of left truncation conditional
on joint models; the construction of likelihood functions; and the estimation of marginal
distribution parameters and copula parameters using Bayesian estimators. Simulation ex-
periments were conducted under realistic conditions (different combinations of marginal
distributions and left-truncation proportions), and the parameters were estimated using
the above four analytical models. Furthermore, our discussion compares the parameter
estimation performance of the models and discusses the challenges and future prospects
of the Bayesian copula model.

Key words: Copula, joint survival function, latent failure time, marginal survival function, posterior mean,
Weibull distribution.


