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「特集・心理統計学の新展開」について

岡田 謙介1・持橋 大地2（オーガナイザー）

心理統計学は，人間の心と行動のメカニズムを探求する心理学において，データの収集，分
析，解釈のために必要となる統計学的方法を研究する分野である．そのスコープに含まれる統
計モデルは多岐にわたるが，とくに人の能力，態度，性格特性，精神的健康といった直接観測
できない構成概念を，質問項目への解答・回答データに基づいて測定する方法を大きく発展さ
せてきたことは，心理統計学を特徴づける要素である．経済現象の解明や予測のために用いる
統計モデルを扱う研究分野は計量経済学（econometrics）であり，生物学的現象の定量的理解に
関する統計モデルを扱う研究分野は計量生物学（biometrics, 生物測定学とも）である．これらと
同様に，心理学的構成概念の測定のための理論と方法を提供する統計モデルを扱う研究分野は
計量心理学（psychometrics, 心理測定学とも）と呼ばれる．
計量心理学の統計モデル研究は，Spearman（1904）による，各教科のテスト成績の背後に想
定された一般知能因子を抽出する因子分析（factor analysis）法の開発に始まる．1950年代から
は，問題項目への正答・誤答のようなカテゴリカルな観測データに基づき，解答者の能力や特
性を推定する項目反応理論（item response theory）モデルが発展し，様々な教育テストに応用さ
れるようになった．また 1980年代からは，解答者の知識習得状態を詳細に分析し，個々の学
習や成長の進行状況を評価し，ニーズに合わせたフィードバックを提供するための診断分類モ
デル（diagnostic classification model，または認知診断モデル cognitive diagnostic model）の研究
が進展した．
因子分析，項目反応理論，診断分類モデルに代表される，心理学的構成概念の測定のための

統計モデルは測定モデル（measurement model）と総称される．心理学的構成概念を適切に定義
し，測定することは，心理学研究を行う上で重要な課題であり，その実現には信頼性と妥当性
の高い測定尺度の開発が求められる．ここで信頼性は測定が一貫性のある結果をもたらす程度
を，妥当性は測定が実際に意図した構成概念を捉えている程度を指す．本特集号が対象とする
のは，心理統計学の中でもとくに，こうした計量心理学の測定モデルである．
測定モデルは，教育評価，臨床診断，人事選考といった場面での社会的影響力の大きなテ

ストや，日常的な場面での形成的評価や医療的スクリーニングのためのテストに応用され
て，現代の社会や教育，医療・公衆衛生を支えている．心理測定をとりまく近年の変化とし
て，コンピュータで実施されるテストの大幅な増加が挙げられる．たとえば文部科学省 CBT
（computer-based testing）システムMEXCBT（メクビット）は，2024年 2月現在で公立小学校の
80%超，公立中学校のほぼ全てに導入された．これによって，わが国でも義務教育段階から，
コンピュータを用いて各種テストを実施することが当たり前になりつつある．自然言語処理や
機械学習など，計量心理学の関連分野における技術の飛躍的進歩は，テストの作問や採点に大
きな革新をもたらしている．一方で，デジタル技術や社会のネットワーク化の進展は，心理測

1東京大学 大学院教育学研究科：〒 113–0033 東京都文京区本郷 7–3–1
2統計数理研究所：〒 190–8562 東京都立川市緑町 10–3
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定における倫理やプライバシーといった新たな課題を浮き彫りにもしてきた．また，大規模言
語モデルが知能と呼びうるような驚くべき性能を発揮することが明らかになった中で，各種言
語モデルの「能力」をどのように測定・評価するかという新たな研究課題も生じており，テスト
「解答者」は人だけでなく機械をも含むようになった．このように，測定モデル研究は，従来の
枠組みを超えた新しい展開の時を迎えている．
こうした中で，本特集号では計量心理学の統計モデル研究における最近の発展を扱う 7本の

論文を掲載する．冒頭 3篇は，情報技術と測定モデルの融合に焦点を当てたものである．加藤
論文では，近年の技術的発展を踏まえた，コンピュータで実施されるテストの解答データを対
象とする測定モデルの新たな展開が紹介され，議論される．江原論文では，問題項目が自然言
語で記述されることを踏まえ，テキスト情報に基づいて推定される項目の困難度と項目反応理
論との関わりが論じられる．また著者により開発された方法をテストデータに適用した結果が
示される．渕本・植野論文では，e-Testingにおける項目の露出をコントロールしながら同程度
の測定精度を実現するための方法が提案され，その性能を検証した数値実験結果が報告される．
続く 4篇の論文は，測定モデルの重要な一側面に関する近年の研究動向をまとめたレビュー

を提供し，また実践例や数値実験結果を報告するものである．光永論文では，複数のテスト間
の対応付けを行うための等化やリンキングの方法がレビューされ，学力調査における分析結果
が報告される．国里・竹林論文では，米国国立衛生研究所（NIH）が主導する患者報告アウトカ
ム尺度 PROMISの尺度開発プロセスが解説され，わが国における課題が論じられる．山口論
文では，診断分類モデルの各種推定法が網羅的にレビューされ，現代的な課題と今後の展望が
論じられる．また佐宗・岡・宇佐美論文では，小サンプル状況下における推定法間の比較が数
値実験によって行われ，議論される．
最後になるが，本特集号が編纂されるきっかけは，岡田が研究者として，持橋が領域アドバ

イザーとして参画する JST戦略的創造研究推進事業（さきがけ）研究領域「信頼される AIの基
盤技術」における出会いと議論にあった．同研究領域を発端として，このような貴重な機会に
恵まれたことに，感謝の意を表したい．本特集号が心理統計学への理解や関心を広げ，その研
究を一層前進させる一助となることを願ってやまない．

参　考　文　献

Spearman, C. (1904). ‘General intelligence,’ objectively determined and measured, The American
Journal of Psychology, 15(2), 201–293, https://doi.org/10.2307/1412107.
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技術強化型テスティングにおける
測定モデルの考察と展望

加藤 健太郎†

（受付 2023年 12月 4日；改訂 2024年 3月 7日；採択 3月 11日）

要 旨

コンピュータで実施するテスト（CBT）は教育アセスメントにおける主要なテスト実施形態と
なりつつあり，従来の紙筆式テスト（PBT）と比較して，コンピュータ上で実施することによる
様々な利点，特に技術強化型項目（CBTだからこそ実現できるテスト問題）と，学習者の学習
状態をよりよく測定する目的でのその利用に注目が集まっている．本稿では技術強化型項目か
ら得られる様々なデータを心理測定学の立場から分析・モデリングする近年の試みや実践のレ
ビューを行い，現在の課題や今後の研究の方向性について検討した．その結果，（a）TEIsで実
現できる様々な解答形式の測定論的性質への影響，（b）プロセスデータの利用可能性に関する
探索的検討，（c）TEIsを含む尺度と既存の測定尺度との等価性の検討，（d）プロセスデータを
利用した解答過程の測定モデリングに関する研究が近年盛んに行われていることがわかった．
今後の課題として，特にプロセスデータを用いた解答過程のモデリングについて，学習改善に
つながる有用な情報を提供していくことができるか，TEIsを含むテストの継続的・安定的な
運用を実現できるかという観点で継続的な検討・改善が必要があると考えられた．

キーワード：コンピュータによるテスト, 項目反応理論, 技術強化型項目, プロセス
データ．

1. 問題と目的

近年の教育テストの動向は，測定内容の変化と測定方法の変化によって特徴づけられる
（Kato, 2016）．測定内容の変化とは，学校教育において習得すべきものが，従来の教科・科目固
有の知識から，現実的な問題解決の場面においてそれらを総合的に応用して問題を考察・解決
できるかという，いわゆる「コンピテンシー」にシフトしており，教育テストが測定する対象も
これに対応して変化していることを指す．こうした背景には，DeSeCoのキー・コンピテンシー
（Rychen and Salganik, 2003）や 21世紀型スキルの指導とアセスメント（Care et al., 2018），経
済協力開発機構（OECD）が実施する PISA（Programme for International Student Assessment）と
いった，欧米における「これからの社会に必要とされるスキル」の定義と測定について再考する
動きがあった．2020年から順次導入されている日本の新しい学習指導要領において，「思考力・
判断力・表現力」が資質・能力の要素の一つとして挙げられていることも，こうした世界的な
潮流を反映していると言える．
もう一方の測定方法の変化の第一に挙げられるのは，従来の紙筆式（paper-based test [PBT]）

†ベネッセ教育総合研究所：〒 206–8686 東京都多摩市落合 1–34
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からコンピュータで実施するテスト（computer-based test [CBT]）への移行が進んでいることで
ある．例えば，日本国内においては，2019年に始まった文部科学省の GIGAスクール構想の
下で教育のデジタル化が進められ，これに並行して文部科学省 CBTシステム（MEXCBT）が
整備されつつある．文部科学省が実施する全国学力・学習状況調査や，大学入試センターが
実施する大学入学共通テストといった公的な試験においても CBT の導入が検討されており
（前者においては 2024年度より順次導入が始まる），今後は民間業者が提供するテストや日常
の学習ツールも含めて CBTがさらに普及することが予想される．海外に目を向ければ，日本
の全国学力・学習状況調査に相当する全米学力調査 NAEP（national assessment of educational
progress）は早期に CBTの検討や試行を始めている（現在は digitally-based assessmentと呼ばれ
ている；https://nces.ed.gov/nationsreportcard/dba/）．また，先に挙げた OECDの PISAにお
いても 2015年より本格的に CBTへの移行が進められている（こうした世界的な動きを受けて，
日本でも CBT導入の検討が加速したと言える）．

CBTの普及に伴い，単にテストをコンピュータ上で実施することにとどまらず，様々な情
報技術がテストの開発・運用の各フェーズにおいて活用されるようになってきている．例え
ば，分寺（2023）は，CBTに関する近年の研究トピックを（a）PBTと CBTの得点の比較可能性
（モード効果）の検証，（b）適応型テスト（computerized adaptive testing [CAT]），（c）新しい形式
のテスト項目，（d）オンライン試験における不正行為とその対策，（e）ログデータの活用，（f）（障
がいを持つ受検者らへの）特別な配慮の 6つに整理している．

Bennett（2015）は，現代における CBTの進化を 3つの段階に分類・整理している．第 1世
代のテストは，従来の PBTをコンピュータ上で実施・受検できるように移植したものである．
PBT版の項目がそのまま画面に表示され，解答にはマウス操作やキーボードでのタイピング
が必要となるものの，項目の形式自体は PBTと同じである．技術面では，項目反応理論（item
response theory [IRT]）による尺度構成に基づく，適応型の出題（adaptive testing）機能が搭載さ
れたものもある．
第 2世代のテストを特徴づけるのは，後で述べる技術強化型項目（technology-enhanced items

[TEIs]），いわゆる「CBTならではのテスト問題」の導入である．これにより，先に述べた測定
内容の変化と合わせて，従来の形（第 1世代やそれ以前の PBT）では難しかった能力やスキルの
測定が可能になるという期待が高まっている．また，テスト項目の形式に加えて，テストの開
発・運用のプロセスの中にも情報技術が積極的に導入される．本稿では扱わないが，近年では
特に自然言語処理と機械学習（AI）を活用したテスト問題の自動生成や論述・口述解答の自動採
点に注目が集まっており，例えば Jiao and Lissitz（2020）のような研究事例集でもこれらが主
要なトピックとして取り上げられている．第 2世代のテストに見られるような，CBTを前提
として情報技術を積極的に取り入れたテストは技術強化型テスト（technology-enhanced tests）
と呼ばれる．現在運用されている CBTの多くは第 1世代であり，一部は第 2世代に向けて進
化しつつあると言われている．
これらに続く第 3世代のテストを，Bennett（2015）は次世代アセスメント（next-generation

assessment）と呼んでいる（本稿では，「テスト」と「アセスメント」という言葉を同義に用いる）．
次世代アセスメントは，第 2世代同様にテクノロジーの積極的な活用を前提としているが，オ
ンラインの学習環境を前提として，学習の評価ではなく学習への貢献により大きな比重を置
いて設計される点（assessment of learningから assessment for learningへの転換）が強調される．
例えば，米国教育省の報告書（U.S. Department of Education, 2017, Sec. 4）では，学習の改善
をゴールとして適切に技術を活用することが謳われており，その中で表 1のような形で従来型
のアセスメントと次世代アセスメントとの対比がなされている．
本稿では，大規模教育テストに見るこうした動向を踏まえて，能力測定の核となる測定モデ
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表 1．従来型と次世代型のアセスメントの比較．

ルの現状と課題について考えたい．従来の PBT，あるいは第 1世代の CBTにおいては，各テ
スト項目に対する解答を正答 1，誤答 0の二値で採点し（項目得点），これらをテスト項目全体
に渡って合計した正答数（素点）や正誤のパタンから推定される IRTの能力母数を受検者の能力
の「測定値」あるいは「推定値」としてきた（cf. Lord, 1952）．しかし，CBTの特性を活かしたテ
スト項目（i.e., TEIs）の作成やデータ収集が可能となってきたことで，こうした従来の枠組みを
超えた測定の可能性が開けてきている．本稿ではまず，TEIsの特徴を概観し，能力測定に関し
て TEIsがどのようなデータを提供し得るかを考察する．そして，これを踏まえた上で，TEIs
の利用を念頭に置いて測定論の文脈で行われてきた分析やその中で応用・提案されてきた測定
モデルのレビューを行う．
なお，本レビューでは以下の手順によって文献を収集した．検索には ERIC，PubMed，Google

Scholar，および論文検索・閲覧サービスの DeepDyveを主に用いた．基本的な検索ワードとし
て “technology-[enhanced, based, rich]”，“[measurement, response] model”，“innovative [items,
assessment]”の用語の組み合わせを用い，特定のモデルに関する検索結果を適宜追加した．得
られた文献リストから，タイトルおよびアブストラクトを参照して，概ね 2020年以降に出版
された，本稿のテーマに合致すると思われる比較的新しい論文を主な検討の対象とした．

2. 技術強化型項目

2.1 技術強化型項目の定義と特徴
技術強化型項目（TEIs）は，広義には「従来の多枝選択式や解答構築式ではない，コンピュー
タで実施されるテスト項目」とされている（Bryant, 2017, p. 2）．より詳しい定義や呼称につい
ては研究者によってバリエーションがあるが（e.g., technology-based items, technology-enabled
items, innovative items），主に（a）解答形式，（b）解くべき問題（タスク）の特徴，（c）解答補助
ツールの 3つの観点から特徴づけることができる．
第一の特徴である TEIs で用いられる解答形式に関して，Jiang et al.（2021）は，2017 年

の NAEP において採用された例として，タイピングによる記述解答の入力（文字だけでな
く，数式エディタも含む），多枝多選択方式（複数選択可能な解答選択式；multiple-selection
multiple-choice format），ドラッグ&ドロップ（解答要素を所定の箇所に配置する＝マッチングや
順序付けなど），ドロップダウンによる穴埋め，グラフやイラストの領域指定による解答を挙げ
ている．この他にも，言語テストでは音声入力（スピーキングテスト）が従来より用いられてお
り（ただし，TEIsでは記録方式がアナログからデジタルになる），さらに今後は，画像や動画な
どを含む新しい解答形式が出てくる可能性もある．Bryant（2017）は，解答の自由度（制約の強
さ）の観点から，より制約が強い順に（a）多枝選択式（multiple-choice；所与の選択枝から選ぶ），
（b）選択・同定（selection/identification；テキストの一部を指示する，グラフの領域を指定する
など，「選択枝」よりも対象が広いものを指す），（c）要素の並べ替え（reordering/rearranging），
（d）代入・修正（substitution/correction；既にある要素を置き換えたり変更したりする），（e）完
成（completion；穴埋め形式など），（f）構築（construction；記述・論述など），（g）プレゼンテー
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図 1．NAEP 数学テストにおけるドラッグ&ドロップ形式の項目例（U.S. Department
of Education. Institute of Education Sciences, National Center for Education
Statistics, National Assessment of Educational Progress [NAEP], 2017 Mathe-
matics Digitally-Based Assessment; https://www.nationsreportcard.gov/math_
2017/sample-questions/?grade=8）．

ション（presentation；意図やストーリーを持って行う表現）の 7つのカテゴリで TEIsの解答形
式の分類を試みている．
第二の TEIsのタスクの特徴として，特にコンピテンシーの測定において，より日常生活・
社会生活に近い具体的な状況（文脈・シナリオ）を設定し，リアリティ（テストの分野では，特に
真正性 [authenticity]と呼ばれる）の高いタスクやタスク素材を提示できるという点が挙げられ
る．Wools et al.（2019）は，TEIsに特徴的なタスクの形式をシミュレーション型（条件を様々
に変えて実験を行い，結果を考察する），マルチメディア型（動画や音声の利用），ハイブリッ
ド型（複数の形式の混合）の 3種類に分類しているが，これらに共通しているのは，CBT内で
設定された現実を模した環境・状況の中で，受検者がインタラクティブなやりとりをしながら
解答に至るタスクを実行していく点であろう．例えば，CBTで実施された 2022年の PISAの
「数学的リテラシー」アセスメントでは，スプレッドシートを提示して計算式を考えさせたり得
られた数値を考察する，地図を表示して所定の箇所をマウスでポイントし，ポイントした各点
から目的地までの距離を表示させてその特徴を考察する，期間・利率・元金などを指定して積
立貯金のシミュレーションを行わせる，といったタスクの例が示されている（OECD, 2023）．
第三の特徴に関して，上述したタスクを実行する際の補助ツールとして計算機，デジタルメ

モ，デジタル定規，グラフ描画ツール等がデジタル環境内でシームレスに利用できることが挙
げられる．
公開されている TEIsの例を図 1および 2に示す．図 1は NAEPの第 8学年の数学の項目例
で，Jiang et al.（2021）が分析に用いたものである．この項目におけるタスクは，筆算が成立す
るように 4つの空欄のそれぞれに「1」「2」「6」「7」のいずれかの数字をドラッグ&ドロップす
ることである．ドラッグ&ドロップ形式は，大規模テストプログラムにおいて公開されている
TEIsの中で最もよく使われている解答形式である（Russell and Moncaleano, 2019）．
図 2は，PISA 2012で実施された創造的課題解決力（creative problem-solving）アセスメント
における項目例で，Han et al.（2022）が分析に用いたものである．これは，鉄道駅の自動券売
機で指定された条件に合う切符を購入するというタスクであり，画面の右側に示された架空の
券売機のボタンをクリックして操作を行う．まず，乗車する鉄道網（地下鉄か広域鉄道か），料
金種別（通常か割引か），切符の種類（1日乗車券か片道か）を決めて，最後に「購入」ボタンを押
して購入を完了する．
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図 2．PISA 2012における創造的問題解決の項目例（OECD, 2014, p. 39）．

2.2 技術強化型項目から得られるデータ
PBT・CBTのいずれにおいても，従来の能力測定において主に用いられてきたのはプロダ

クトデータ（product data）である．すなわち，受検者がテスト問題を解き，最終生成物として
入力された解答（e.g., どの選択枝を選んだかや記述答案）が記録・採点され，それを能力測定の
ためのデータとしてきた．プロダクトデータを生成する解答形式は，客観的に正誤が決まる解
答選択型（主に多枝選択式）と，基準にもとづく採点を要する解答生成型（穴埋め式や記述式）に
大別される．TEIsにおいてもこの区別が当てはまるが，それぞれのタイプの中で，2.1節で示
したようにより多様な解答形式が実装できる．
一方，CBTの下では，解答の過程で生じる様々なデータ（プロセスデータ）を収集することが
できる．解答中に発生したイベントがタイムスタンプを伴って記録されたものはログファイル
（log files）と呼ばれる（Provasnik, 2021）．プロセスデータ（process data）とは，主にログファイ
ルから抽出・変換される情報から成るが，その中でも特に受検者のテスト項目への解答過程を
反映する，測定したい構成概念に関連するデータを指す（Provasnik, 2021）．テスト中に CBT
システム以外（e.g., 視線追跡，MRI，ビデオ監視など）から得られるデータもプロセスデータに
含まれ得る．

Xiao et al.（2022）は，プロセスデータとして利用される情報は反応時間（response time）と反
応行動（response behavior）に大別され，反応時間に関する測定モデリングの研究の蓄積に比し
て，反応行動の活用に関する研究は依然探索的な段階にあると述べている．反応行動データと
して利用され得るものとしては，解答を入力・変更した順序（パタン）や回数，シミュレーショ
ン型タスクで設定した条件の値や実験順序・実験結果，補助ツールの使用や回数といったもの
が考えられる．例えば，図 1のドラッグ&ドロップ形式であれば，どの数字（ソース）をどの空
欄（ターゲット）にどのような順番でドロップしたかという反応列（response sequence）が得られ
る．図 2の例では，鉄道網の選択→料金種別の選択→切符種別の選択→購入決定という一連
の操作に関して，前に戻ってやり直すといった試行錯誤の行動も分析対象となり得る．こうし
た主としてマウス操作による反応の記録に加え，文字あるいは単語の入力を記録したキーボー
ドの打鍵記録（keystroke log）も反応行動と考えることができる．
従来プロダクトデータのみにもとづいて算出していたテスト得点の推定精度や妥当性を高め

ることや，プロダクトデータだけでは把握できない，受検者の解答方略やより詳細な学習状態
に関する情報を得るという目的において，プロセスデータの活用が注目・研究されている（e.g.,
北條, 2023）．
個々の TEIから得られる多種多様な解答データ（ローデータ）は，次節で述べる測定モデルへ

の入力とするために，必要に応じて適当な「得点」に変換される．Luecht（2017）はローデータを
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項目得点に変換する関数を採点評価器（scoring evaluator）と呼んだ．最も単純な採点評価器は
パタンマッチングを行うものである．例えば，正誤の二値採点を行う場合には，解答と正答が
一致していれば 1，そうでなければ 0を返す関数として採点評価器が定義される．ここでの解
答および正答は，多枝選択式であればそれぞれの選択枝番号，穴埋め式であれば記入された単
語と正解となる単語といったものとなるだろう．後述する 3.3節に，Betts et al.（2022）が研究
対象とした，多枝多選択方式（複数選択可の多枝選択式）の解答に適用される採点方法の例を挙
げているが，こうした場合には比較対象がベクトルあるいは集合で表されることもあり得る．

Betts et al.（2022）の例では多値採点も行っている．多値採点は，例えば解答と正答のパタン
が一致する程度（個数など）に対して段階的に（一致度が高いほど高得点になるように）数値を割
り当てるものである．記述式を中心とする構築型の解答に対しては多値採点が行われることが
多いが，これは従来は人間の採点者が予め設定された採点基準を用いて行っていた．しかし，
第 1節で述べたように，近年では深層学習による自動採点が実用化され，これがそのまま採点
評価器の役割を果たすようになってきている．
採点ルールの決定には，様々な条件を考慮する必要がある．まず，従来のテストと同様に，

TEIsの設計や作問における指針となるのはそのテストで何を測定しようとしているかという
意図である．したがって，どのような解答データを収集し（そのような仕組みを作り），それら
をどう採点するかは作問時にある程度想定されていることが望ましい（こうした点に関する知
見を積み上げる目的で 3.3，3.4節で紹介する探索的研究が行われていると言える）．また，測定
モデリングを考慮するとき，基本的なモデル仮定である局所独立性（3.1，3.2節参照）を担保す
るために複数の解答データをまとめて多値採点するなどの方策が取られることがある（Luecht,
2017）．

3. 技術強化型項目と測定モデル

3.1 項目反応理論モデル
従来の PBT（や第一世代の CBT）に用いられる標準的な測定理論は項目反応理論（IRT; Lord,

1952）である．IRTにおける測定モデルは，テスト項目への反応（ここでは，採点評価器によっ
て変換された項目得点を指すものとする）が生成されるメカニズムを表現する確率モデルであ
り，受検者 i（i = 1, . . . , N）が持つ測定したい特性 θi（能力母数）と，その特性を測定する一連の
テスト項目（j = 1, 2, . . . , J）の特徴を表す母数 ηj（項目母数），そしてこれらの母数によって条
件づけたときの受検者 iのテスト項目 j への反応 xij が生起する確率

(3.1) P (Xij = xij |θi,ηj)

を表現するものである．この確率を能力母数の関数と見なしたとき，特に項目反応関数（item
response function）と呼ぶ．
実際に運用されているテストにおいて最もよく使用されているのは，基本モデルの 1つとさ

れる 3母数ロジスティックモデル（Birnbaum, 1968）

(3.2) P (Xij = 1|θi,ηj) = cj +
1 − cj

1 + exp(−aj(θi − bj))

や，上式で cj = 0と置いた 2母数ロジスティックモデルである．ここで Xij ∈ {0, 1}は受検者
iが項目 j に正答すれば 1，誤答すれば 0の値を取る二値変数である（従って，上式は項目 j へ
の正答確率を表す）．また，ηj = {aj , bj , cj}であり，それぞれ識別力，困難度，当て推量パラ
メタと呼ばれる．上記のモデルでは項目反応確率を左右する能力母数は単一の変数であること
を仮定しており，これを一次元性（unidimensionality）の仮定と呼ぶ．
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一揃いの J 個の項目に対して特定の反応パタン xi = {xi1, . . . , xiJ}が得られる確率は，能力
母数と項目母数が所与のときに各項目に対する反応 Xij は互いに独立であると仮定して，

(3.3) P (X i = xi|θi,η) =
J∏

j=1

P (Xij = xij |θi,ηj)

とされる．ただし，η = {η1, . . . ,ηJ}である．この，項目反応の条件付き独立性を局所独立性
（local independence）の仮定と呼ぶ．

IRTの原点と言えるモデルとして，正規累積モデル（Lord, 1952）や上に挙げたロジスティッ
クモデル（Birnbaum, 1968），Raschモデル（Rasch, 1980）が挙げられるだろう．これらの基本
モデルは，いずれも正誤の二値反応を対象とし，能力母数に関する一次元性と項目反応の局所
独立性を仮定するものである．受検者の特性と項目の特徴を分けて表現しておき，その上で，
多数の項目を集めて予め共通の能力母数の尺度上にそれらのパラメタを推定・変換（等化）した
項目プールを構築することで，難易度や測定精度を揃えた等質なテスト版を複数構成したり，
受検者の能力レベルに応じて最適な項目を出題する（e.g., 適応型テストなど）といった状況で
も，受検者の能力を同じ尺度上で比較可能な形で推定できるということが IRTの最大の利点で
ある（加藤 他, 2014）．
こうした基本モデルに対しては，これまでに様々な方向で拡張がなされている（cf. van

der Linden, 2016）．項目反応に関する拡張として，多値（3つ以上の段階値やカテゴリ）の項目
反応をモデル化した多値型 IRT モデル（polytomous IRT models），連続型変数を扱うモデル
（continuous IRT model; Samejima, 1973など）がある．多値型 IRTモデルの中には，名義反応
モデル（Bock., 1972），段階反応モデル（Samejima, 1969），部分得点モデル（Masters, 1982），
一般化部分得点モデル（Muraki, 1992）などがある．項目 j への解答が Xij ∈ {0, 1, . . . ,Kj}の
(Kj + 1) 段階で採点されるとすれば，一般化部分得点モデルの項目反応関数は，

(3.4) P (Xij = k|θi,ηj) =
exp(aj

∑k
l=0(θi − bjl))∑Kj

m=0 exp(aj

∑m
l=0(θi − bjl))

と表される．aj は（3.2）と同様に項目 j の識別力を表す母数である．bjk は項目 j において
Xij = k − 1 の項目反応関数と Xij = k の項目反応関数の大小が入れ替わる θ 尺度上の点を
表し，境界母数などと呼ばれる．ただし，（3.4）において便宜的に

∑0
l=0(θi − bjl) = 0とする．

（3.4）で aj = 1と置けば部分得点モデルの項目反応関数が得られる．
能力母数を多次元に拡張したモデルとして，多次元 IRTモデル（multidimensional IRT mod-

els; Reckase, 2009）がある．多次元 IRTモデルは，正答確率のロジットが多次元の能力母数の
線形結合で表される補償型（compensatory）と，正答確率が各能力母数のロジスティック関数の
積で表される非補償型（non-conpensatory）の 2種類に大別される．また，カテゴリカルな能力
母数を扱うモデルとして，潜在クラスモデル（Lazarsfeld and Henry, 1968）がある．教育テス
トへの適用を念頭に置いたモデルとして，測定対象の概念やスキルの習得の有無を二値の潜
在変数で表す状態習得モデル（state-mastery model; Macready and Dayton, 1977）や，その発展
形として複数のスキルの習得パタンを推定する認知診断モデル（coginitive diagnostic models
[CDMs]; Leighton and Gierl, 2007）が挙げられる．
その他にも，項目母数や能力母数に階層構造を仮定するモデル（hierarchical/multilevel IRT

models; Fox, 2010），項目特性曲線に単調増加性を仮定しない展開型 IRTモデル（unfolding IRT
models; Andrich, 1988）など，項目反応や能力母数のタイプ以外の側面に関しても様々な拡張が
なされている．
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3.2 技術強化型項目の測定論的課題
Jiao et al.（2018）は，TEIsの特徴に起因する（IRTの適用を念頭に置いた）測定論的課題とし

て，測定する特性（能力母数）の多次元性と，項目反応の局所依存性（local dependence）を挙げて
いる．多次元性は，TEIsによって測定される能力・特性が多様な要素や側面を含み得ること
に起因する．例えば，プロセスデータを考慮することによって，プロダクトデータだけでは捉
えきれなかった側面が明らかになる可能性がある．ただし，これを元々意図していた測定の一
部の要素として捉える（明示的に能力母数として扱う）か，別物（主たる測定に関する補助的な
情報）と捉えるかは判断が分かれるところである．局所依存性は，測定論的には多次元性の問
題と表裏一体の性質であるが，TEIsの文脈では主としてプロセスデータや，先に示した PISA
の項目のように文脈を設定して一まとまりの素材に対して複数のタスクを要求するようなテス
トレット（大問）形式にまとめられた TEIsから生じるデータを扱う際に考慮すべき性質である．
また，現時点では TEIsから得られるデータ，特にプロセスデータからどのような情報が引

き出せるのかについても十分に明らかになっているとは言えず，データを測定モデルの俎上に
乗せる前の問題として，探索的な分析検討も行われている．以下，こうした観点から，TEIsに
よって生成されるデータを分析した研究や，測定モデルの適用を試みた研究を概観する．

3.3 探索的検討：解答形式
TEIsに関する探索的検討の研究の 1つの分野として，TEIsならではの解答形式を採用する
ことによる，従来型のテストとの，あるいは TEIs特有の解答形式（および採点方法）間の測定
論的な性能比較（一種のモード効果の検討）がある．
解答形式の影響に焦点を当てた研究には，単純な項目・テスト統計量を比較するものと，

IRTやその他のモデルを適用して項目母数や適合度を比較するものがある．前者の例として，
Ponce et al.（2020）や Ponce et al.（2021）は，読解テストにおける「文の並べ替え」「図の整理」
「cloze（穴埋め）テスト」といった解答形式の項目について，PBT版と CBT版（ドラッグ&ドロッ
プ方式による解答）を比較し，テスト得点やその精度には差はないが，解答に要する時間はド
ラッグ&ドロップ方式の方が短いことを報告している．

IRTモデルを用いた比較検討の例をいくつか挙げると，Moon et al.（2020）は数学テストに
おける多枝多選択方式（複数選択可で，当てはまる選択枝のボックスにチェックを入れる）とグ
リッド方式（各選択枝について「当てはまる」「当てはまらない」「わからない」などから 1つの解
答にチェックを入れる；チェックを入れるラジオボタンが選択枝を表側，解答を表頭としてグ
リッドの形に配置されたもの）の解答形式について，2母数ロジスティックモデルおよび一般化
部分得点モデルの母数推定値に生じた違いから，解答形式による項目反応への影響が無視でき
ないことを報告している．また，Betts et al.（2022）は，「当てはまるものをすべて選びなさい」
「当てはまるものを N 個選びなさい」という指示の下での多枝多選択方式の解答を多値採点す
る際の，個別の解答（選択）パタンの採点ルールの影響を検討している．具体的には，（a）二値
法（選ばれた選択枝が正しい [選ばれるべき]選択枝と完全一致するなら 1点，そうでなければ
0点），（b）部分一致法（正しい選択枝のうち実際に選ばれたものの個数を得点とするが，正し
くない選択枝が 1つでも選ばれていたら 0点），（c）Ripkey法（N 個選ぶという指示の場合に，
N 個選んだうちの正しい選択枝の個数を得点とするが，N 個より多く選んだ場合には 0点），
（d）加減法（選ばれた選択枝のうち，正しい選択枝の個数から正しくない選択枝の個数を引いた
ものを得点とする），（e）多重真偽法（正しい選択枝を選んだ個数と，正しくない選択枝を選ば
なかった個数の合計を得点とする）の 5つの採点法によって得られる項目得点に部分得点モデ
ルを適用し，困難度，モデル適合度，テスト情報量（測定精度）等の観点から項目およびテスト
の性能を比較した．その結果，多値採点，特に加減法と多重正誤法の二値採点に対する優位性
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（e.g., 情報量の多さ）が示された．
Kim et al.（2022）は，第 1–12学年対象の英語テストにおいて内容が等価な TEIsと多枝選択

式項目を IRTモデルの特徴（識別力・困難度・情報量）を用いて比較した．その結果，TEIsの方
が困難度が高くなる傾向があるが識別力には違いはないこと（その結果高学年・高能力層では
TEIsの方が情報量が多くなる），TEIsの方がテスト時間が長くなり効率は下がることなどが
示された．Ersan and Berry（2023）は，CBTで実施される数学の多枝選択式項目と，ホットス
ポット（画像の一部を指示する）・画像マッチ（図中の特定の場所に要素をドラッグ&ドロップす
る）・ドロップダウンリストによる文の穴埋め・テキスト記入による穴埋めの 4種類の TEIsの
性能を 2あるいは 3母数ロジスティックモデルを適用して比較し，テスト時間 1分当たりの情
報量は TEIsの方が高くなったことを報告している．解答時間や測定の効率性といった点に関
しては，従来のテスト形式と比較して TEIsの解答時間が短い／長い，測定効率がよい／悪い
といった一貫した結果は得られていない．インタラクティブで複雑なタスクを要求する TEIs
では解答時間が長くなるのは当然であるし（e.g., Kim et al., 2022），PBTでのマーク式を CBT
によるクリック式に改めれば解答時間はおそらく短縮されると考えられる（e.g., Ponce et al.,
2021）．

Eckerly et al.（2022）は，最初の項目への解答によって次に出題する項目を系統的に変える枝
分かれ形式（branching format）の TEIsについて，枝分かれを含む複数項目への解答パタンを多
値採点して一般化部分得点モデルを適用したが，適合が悪かったことを報告している．多値採
点に含まれた項目間で識別力が異なることが原因であるという考察がなされている．
こうした研究結果の蓄積は，従来型のテストで測定されている能力との等価性や，TEIsを

用いて効率や精度に関してよりよい測定を追求するためのテストデザインを検討する際の参考
になることが期待される．

3.4 探索的検討：プロセスデータ
プロセスデータが能力測定にどの程度・どのように寄与できるかということに関してはまだ

十分に明らかになっているとは言えず（北條, 2023），従来のプロダクトデータによる測定を補
足する，あるいはそれとは異なった側面を測定するものとして，プロセスデータから解答過程
に関してどのような情報が得られるかを探索的に検討する研究が行われている．

Jiang et al.（2021）は，図 1に示した NAEP数学のドラッグ&ドロップ形式の項目のプロセ
スデータの分析を行っている．プロセスデータとして解答時のアクション（ソースをターゲッ
トまでドラッグする／元の位置や別のターゲットに移す，解答をクリアするボタンを押す，な
どのマウス操作）とその順序，解答時間（総時間，最初に「止まった」タイミング，ドラッグ&ド
ロップ操作にかけた時間，最後に「止まった」タイミング）を収集し，これらのデータの分析か
ら受検者の認知的・メタ認知的な思考プロセスや解答方略を推測し，解答データにもとづくテ
スト得点と比較することで，高得点者の解答方略がより効率的なものであることを示した．

Zhang and Andersson（2023）は，問題解決タスク（図 2と同じく PISA 2012で実施されたも
の）のプロセスデータ（受検者の反応列と反応時間）を用いて，ネットワーク分析によって状態
遷移（後述）を可視化・数値化して特徴を抽出した．用いられた特徴は（a）操作の多様性（可能な
操作のうち実際に行った操作の割合），（b）辺の密度（既に行った操作の間を行き来する程度），
（c）相互性（直前に行った操作を再度行う程度），（d）遷移性（ある操作に対して，その 1つ先の操
作を行ってからまたその直前の操作を行う程度），（e）外的 -内的指標（一貫して正しい操作を行
う程度），（f）平均時間（状態遷移にかかった平均時間），（g）時間の標準偏差（状態遷移にかかっ
た時間のばらつき）の 7つであり，問題解決の認知プロセス（問題の表象，計画・モニタリング，
実行の 3つ）を表現するものとしてネットワーク（特定の条件に当てはまる頂点や辺の数など）



12 統計数理 第 72 巻 第 1 号 2024

および反応時間からそれぞれ定義された．これらの特徴に正規混合モデルを当てはめることで
受検者のクラスタリングを行い，タスクへの取り組み方を反映する 6つのグループ（低能力型，
低努力型，適応型，行ったり来たり型，慎重型，試行錯誤型）を見出した．
キーストローク・ログに焦点を当てた研究として，Uto et al.（2020）がある．彼らは論述式
の答案を入力する過程を記録し，そこから抽出した記入文字数，停止中，カーソル位置といっ
た特徴量から時間区分ごとの状態（e.g., 思考中，入力中，推敲中など）を推測し，隠れマルコフ
モデルを用いて受検者ごとの状態遷移を分析した．状態遷移のパタンと，プロセスデータとは
独立に採点した論述答案の採点結果と突き合わせることにより，答案の採点結果からだけでは
わからない「よい書き手」の筆記プロセスの特徴を明らかにする可能性が示唆された．
反応時間についてはそれ自体をテーマとして多数の先行研究が存在するが，プロセスデータ

全般に対する期待と同様に，Molenaar（2015）は反応時間を考慮した測定モデリングの意図に
は，主に能力測定の精度改善と，解答過程や解答方略の推測の 2つがあると述べている．前者
の意図での測定モデリングについては，例えば van der Linden et al.（2010）がある．正誤採点
されたプロダクトデータに対しては（3.2）の 3母数ロジスティックモデルを当て，合わせて受検
者 iの項目 j に対する反応時間 tij について，対数正規分布

(3.5) p(tij |τi, αj , βj) =
αj

tij
√

2π
exp

{
−1

2
[αj(ln tij − (βj − τi))]

2

}

を仮定した．すなわち，受検者 iの項目 j に対する対数反応時間の平均が項目 j の強度（inten-
sity）母数 βj（正に大きいほど項目 j への平均的な反応時間は長くなる）と，受検者 iのスピー
ド母数 τi（正に大きいほど受検者 iの平均的な反応時間は短くなる）の差で決まり，識別力母数
αj > 0が大きいほど実際の反応時間が平均値まわりに集中するという形のモデルとなってい
る． さらに θと τ の間に二変量正規分布を仮定することで項目反応と反応時間に関わる能力
母数どうしをリンクさせ，モデルの母数推定を改善しようとするものである．近年，解答過程
に関心を持って行われた研究としては，Pohl et al.（2021）が挙げられる．彼女らは，PISA 2018
の数学的リテラシーアセスメントの項目反応と反応時間に加えて無解答フラグのデータを利用
し，上記の能力母数とスピード母数を含む反応時間モデルに反応傾向母数（飛ばさずに解答を
行う傾向）を追加したモデル（Ulitzsch et al., 2020）を適用した．そして，これら 3種類の母数
の推定値のプロファイルを国別に比較し，能力レベルが同程度でも，解答スピードや反応傾向
（テストの受検態度や受検方略）に国ごとに大きな違いがあること，能力のみによらない質の違
いを見ることの重要性を見出した．
視線追跡（eye tracking）に関しても様々な検討が行われている．Man and Harring（2019）は，
テスト解答中の個人の関与度（engagement）を反映する指標として固視頻度（fixation counts）の
モデリング（負の二項回帰モデル）を行った．Yaneva et al.（2022）は，視線追跡データから多
枝選択式項目の解答過程の検討を行っている．多数の特徴量を用いて，機械学習によって正
誤解答を予測（分類）する目の動きを検討し，問題文（幹）よりも選択枝を先に見るパタンが誤
答に関連し（妥当性を脅かす望ましくない解答過程），逆に幹→ 選択枝の順に見ていく（かつ，
時間をかけて読む，自信を持って選択すると考えられる）パタンは正答に関連することが明ら
かになっている．Maddox et al.（2018）は，OECD国際成人力調査 PIAAC（Programme for the
International Assessment of Adult Competences）の解答中の注視とサッカード（眼の素早い動
き）のデータを用いて，項目内容のどこに注目してどんな順番で読み取っていくのか，テスト
解答中の個人の関与度，解答方略（テキストの読み方や検算の有無など）といった解答過程に関
する詳細な情報を与えると主張した．また，Mayer et al.（2023）は視線追跡による問題解決過
程の分析のレビューを行っている．実際のテスティング場面において装置を使って視線追跡を
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行うことは，それが認知的・心理的な面で解答行動への負担になる可能性もあることから現実
的であるとは言えないかもしれない．しかし，上記の研究からは解答過程に関する様々な示唆
が得られており，視線追跡を用いた実験的研究がテストの妥当性を検証する，あるいは高める
ために有用な情報（e.g., 受検者が，テスト開発者が意図した解答過程を実際に経て解答してい
るかどうか）をもたらすことが期待される．
その他，プロセスデータの利用に関する探索的研究に関しては，北條（2023）が機械学習を用
いた試みなどいくつかの例を挙げている．

3.5 既存の測定尺度との等価性・関係性の検討
CBTの過渡期にあって，既存のテストに TEIsを追加導入する際には，既存の測定尺度との

等価性が問題となる（Luecht, 2017）．これは，既存のテストの運用や設計変更，妥当性（i.e., 本
来そのテストで測定したい能力が測定できているか）にも関わる重要な論点である．

TEIsの導入そのものが，それまでになかった（それまでのテストで捉えられていなかった）
次元を新たに反映するものである可能性もある．真正性を高めるという目的で TEIsが導入さ
れることで，それまで測定できていなかった能力の側面が測定できるようになるのは，それが
統計的に別の次元として見なされるかどうかは別として望ましいことである．一方で，TEIs
のタスクの遂行に，本来測定したい能力とは関係のない機器の操作スキルなどが過度に求めら
れるようであれば，これは測定の妥当性に対する脅威となる（Bryant, 2017; Luecht, 2017）．
また，TEIsでよく用いられるテストレット形式の項目群をどう扱うかという問題がある．
この問題は PBTにおける課題としても存在したが，特に現実的な状況・文脈設定をする TEIs
においてより顕在化しやすいものであると考えられている．テストレット形式では，1つの状
況・文脈・素材等に対して複数の項目がぶら下がる形になるため，設定された文脈に対する親
和性や事前知識などが共通してそのテストレット中の項目への反応に影響する可能性がある．
また，プロセスデータ（ある操作や解答自体が次の操作や解答に影響するような一連の反応行
動）を従来のプロダクトデータの反応のように扱うとしたら，おそらく個人内でも（i.e., 能力母
数で条件付けても）相互依存する可能性がある．これらは IRTにおける局所独立性からの逸脱
につながる．

Kang et al.（2022）は，TEIsにおいてテストレット形式および多値採点が多く用いられるこ
とを念頭に，多値型データに対応したテストレットに適用可能な IRTモデルのパフォーマンス
をシミュレーションデータによって比較した．比較対象とされたモデルは，テストレットを無
視して各反応を一次元・局所独立として扱う一般化部分得点モデル（GPCM），テストレット内
の項目得点の合計点を算出し，各テストレットを 1つの多値型項目と見なして分析するテスト
レット多値化モデル（TPIM; Wainer and Kiely, 1987），能力母数に加えて受検者とテストレッ
トの変量効果交互作用を組み込んだ変量効果テストレットモデル（RTM; Bradlow et al., 1999;
実質的には多次元 IRTモデルの特殊ケースと見なせる），RTMの交互作用項を受検者に依存
しないテストレット固有の固定効果とした固定効果テストレットモデル（FTM）の 4つであり，
GPCM，TPIM，FTMのそれぞれを真のモデルとしてサンプルサイズやテストレット効果の大
きさ（i.e., テストレット内の局所依存性の強さ）を操作して項目反応データを生成し，これらの
4つのモデルを当てはめて適合度等を比較することにより，現実場面における TEIsへの適用
可能性が検討された．また，Jiao et al.（2018）も，TPIMと同様に受検者とテストレットの変
量効果交互作用を組み込んだ多次元非補償型テストレット IRTモデルを提案している．

Luecht（2017）は，TEIsによってもたらされ得る局所従属や新規の能力軸に起因する多次元
性に関して，（a）既存の尺度をそのまま使ってよい（等価な尺度と見なしてよい），（b）基本的
に多次元であるが既存の尺度と TEIsによる新規尺度の混合尺度（線形結合）とする，あるいは
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（c）既存尺度と TEIsによる尺度を別物として扱う（多次元）かどうかを，データにもとづく統計
的な検証（次元性やモデル適合度のチェック）を行い，中長期的な運用を見据えたときの尺度の
一般性・継続性，そして何よりも意図された測定が実現できているか（テスト得点にもとづい
て測定したい能力に関する適切な推論ができるか）という妥当性の観点から慎重に判断すべき
であると述べている．

3.6 解答過程のモデリング
近年，問題解決（problem-solving）のタスクを含む TEIsにおけるプロセスデータを用いた測
定モデリングの研究が盛んに行われている．問題解決タスクでは，初期状態（initial state）と目
標状態（goal state；目指すべき最終的な状態の指示）が明確に与えられており，受検者は目標
状態を達成するために種々のアクションを実行する．図 2の例で言えば，初期状態 S1 におい
て取るアクションは乗車する鉄道網の選択であり，地下鉄か広域かを選ぶことによって次の状
態 S2 に遷移する．次は料金種別の選択であり，通常料金か割引料金かによって鉄道網と料金
種別の特定の組み合わせとして状態 S3 が決まるといったように，状態 St でアクションを起こ
すと次の状態 St+1に移る．これを繰り返して，最終状態 ST（この例では「購入」を押した状態；
ただし，最終状態が目標状態と一致するとは限らず，その場合にはタスクは失敗したというこ
とになる）に至るまでのアクションの列 A1, . . . , AT とその結果である状態の列 S1, . . . , ST が得
られる（これらがプロセスデータを構成する）．初期状態と最終状態の間に取りうる様々な状態
を中間状態（intermediate states）と呼ぶ．明確に定義された（well-definedな）問題解決タスクで
は，あり得る状態の数や遷移を経て最終状態に至るパスの数は，無用なループなどを除けば有
限であり，最小のアクションで目標状態に至る最良のパスが決まっている．例えば，図 2の例
ではあり得る中間状態の数は 22個である（Han et al., 2022）．
こうしたプロセスデータに対して，Shu et al.（2017）はマルコフ IRT モデル（Markov IRT

model）を適用している．同様のアイデアは Han et al.（2022）の逐次反応モデル（sequential re-
sponse model [SRM]）にも採用されている．Han et al.（2022）は，能力母数 θiを持つ受検者 iが，
状態 Si,t = sk のときに（何らかのアクションを起こして）状態 Si,t+1 = sk′ に遷移する確率を

(3.6) P (Si,t+1 = sk′ |Si,t = sk, θi,λ) =
exp(λkk′ + I+

kk′θi)∑
h∈M j

exp(λkh + I+
khθi)

のような多項ロジスティック関数とするモデルを立てた．ここで，λkk′ は状態 sk から sk′ への
「遷移しやすさ」を表す母数，M k は状態 sk から遷移可能な状態の集合を表す．I+

kk′ は，状態
sk から sk′ への遷移がより目標状態に近づく（正しい）ものであれば 1，そうでなければ −1を
取る，予め定められた指示関数である．従って，能力母数 θiが正に大きければ「正しい」状態に
遷移する確率が高くなる．状態遷移の確率は直前の状態にしか依存しない，すなわち一次のマ
ルコフ性が仮定されている．この仮定により，局所独立とは行かないまでも各受検者の状態列
Si の同時確率分布（あるいは尤度関数）を直前の状態にのみ依拠する条件付き確率の積として
効率的に表現することができる：

(3.7) L(Si|θi,λ) =

Ti−1∏
t=1

P (Si,t+1|Si,t, θi,λ)

なお，このモデルではどんなアクションを取るかではなく，アクションの内容に関わらずどの
状態からどの状態に遷移したのかに着目している点が特徴である．

Han et al.（2022）は SRMを図 2のタスクのデータに適用し，良好なモデルフィットが得ら
れたとしている．また，SRMで推定した能力母数と，創造的思考力テスト全体から正誤デー
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タを元に IRTで推定した能力母数を比較したところ，0.581の相関が得られたとしている．前
者は図 2の単独のタスクに適用したモデルから得られた得点である．仮に両者が同一の能力を
測定していると仮定し，やや乱暴ではあるが古典的テスト理論に基づく項目識別力（項目得点
と，全項目得点を合計したテスト得点の間の相関係数）を模した値であると見なせば，それな
りに高い値が出ていると言える（IRT得点の分散の約 34% [≈ 0.5812]を単独タスクの SRM得点
で説明できる）．ただし，同一の能力を測定しているという保証はなく，先述した等価性のさ
らなる検討が必要であると思われる．

Han and Wilson（2022）も協働的問題解決力を測定する類似の構造のタスクに対して，同様の
考え方にもとづいてモデリングを行っている．遷移確率には Han et al.（2022）と同様に多項ロ
ジスティック関数を採用しているが，彼らが扱ったタスクの性質上，同一の状態遷移が何回で
も起こり得ることを考慮し，同じ遷移の繰り返し回数を反応データとして扱ったモデルとなっ
ている（繰り返し数が多いほど，与えられる得点が低くなるように部分得点モデルの反応確率
のロジットにおける θi の係数を設定している）点と，この遷移モデルを反応傾向が異なると考
えられる 2つの潜在クラスにネストした（i.e., 遷移確率が受検者が属するクラスによって異な
る）混合部分得点モデル（mixture partial credit model）としている点が異なる．分析の結果得ら
れた 2つの潜在クラスは，ほぼタスク成功群と失敗群に対応することが確かめられた．
状態遷移のマルコフ性を仮定して，プロセスデータを利用して能力推定を行うモデルとして

は，他にも Lamar（2018）のマルコフ決定過程測定モデル（Markov decision process measurement
model）がある．遷移カーネルには名義反応モデルを用いており，状態遷移ではなくアクション
の生起確率をモデリングしている点が異なる．また，Chen（2020）は，Han et al.（2022）が扱っ
たのと同じ図 2のタスクのアクション列を点過程データと見なして，連続時間動的選択測定モ
デル（continuous-time dynamic choice measurement model）を提案している．
これらの一連の研究は，状態遷移の確率に能力母数を組み込むことで，より適切な状態遷移

を繰り返す受検者の方が高い問題解決能力を示すというメカニズムを表現するものであり，今
後の問題解決タスクのプロセスデータのモデル化に対して一定の方向性を示していると言え
る．なお，マルコフ性の仮定とは異なった方法でプロセスデータの個人内相互依存性を表現し
ようとする試みも行われている．Liu et al.（2018）はプロセスレベルと受検者レベルに分けて
能力母数を設定し，プロセスレベルにおいては異なる問題解決ステップを選択する受検者群を
区別するために，群ごとに異なるアクション実行確率を表現する混合 IRTモデルを提案した
（マルチレベル混合 IRTモデル；multilevel mixture IRT model）．
上記の一連の手法とは（目的も含めて）異なるアプローチとして，Xiao et al.（2022）は，既存

尺度上での能力推定の精度向上の目的で，プロセスデータそのものを用いず，縮約した情報を
能力推定に利用する手法を提案している．Xiao et al.（2022）は，PIAACの問題解決タスクのプ
ロセスデータ（反応行動）から多次元尺度構成法（MDS）によって特徴抽出（feature extraction）を
行い，さらにランダムフォレストを適用して特徴を選択した．MDSの適用に当たっては，受
検者間の反応行動列の非類似度にもとづいて次元抽出を行った．また，特徴抽出は 7つの課題
解決タスクのプロセスデータを用いて同時並行で行われ，各タスク 3つの特徴，すなわち合計
21の特徴量が選ばれた．こうして選ばれた各受検者の特徴量 fi1, . . . , fi21 を用いて，能力母数
θi の事前分布を

(3.8) θi ∼ N(b0 + b1fi1 + · · · + b21fi21, σ
2)

と置き，これを各タスクへの解答データ（一般化部分得点モデルでモデル化）と合わせて能力母
数（および回帰係数）をベイズ推定することで，θi の推定精度（事後分散）が大幅に改善した．こ
のアイデアは，PISAにおいてアセスメントの得点を算出する際に用いられる潜在回帰（latent
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regression）と同様のものである（https://www.oecd.org/pisa/data/pisa2018technicalreport/；た
だし，PISAではプロセスデータの特徴量ではなく，アセスメントと同時に行われるアンケー
ト調査の情報を縮約した変数を用いている）．解答データに対する IRTモデルの部分では，解
答データのみから推定した項目母数が用いられており，既存の能力尺度の意味付けを変えるこ
となくプロセスデータの情報を利用して能力推定の精度を改善することが可能となっている．
なお，認知診断モデルの文脈でも，プロセスデータ（マウスクリック&ドラッグ，反応時間）を
利用することによって習得パタンの診断精度や項目パラメタの推定精度が向上したという報告
がある（Liang et al., 2023）．

4. 現状と今後の課題

本稿では，新しい時代のアセスメントの特徴のひとつとなるであろう TEIsの利用について，
決して網羅的とは言えないながら，能力測定・測定論の立場から実践・モデリング研究のレ
ビューを行った．TEIsによる CBTのアップデートは，その利用価値の探索とモデリングの試
行錯誤が並行して行われている段階にあり，近年は以前にも増して関心が高まっているテーマ
であると言える．TEIsの利用価値に関する探索的検討は，様々な測定領域，様々な解答形式，
（プロセス・プロダクトに関わらず）TEIsが生成する様々なデータの種類に関して，今後も継
続的に行われることが望ましい．測定モデルに関しては，基本的（古典的）な二値型・多値型の
ロジスティックモデルや多次元 IRTモデルを基本として，それらが様々な形で応用されている
ことがわかった．

TEIsが生成し得るデータの中で，プロセスデータには特に注目が集まっていることがうか
がわれる．マルコフ IRTモデルは，状態や遷移パスの数が有限（しかもかなり少ない数）である
well-definedな問題解決タスクへの適用にとどまっているが，問題解決のみならず他の内容領
域のタスクへの適用可能性の検討が望まれる．
その一方で，さらに掘り下げて検討していくべき課題もいくつかある．1つ目はモデルの効
用（利用可能性）についてである．まず，問題解決タスクにおけるプロセスデータのモデリング
は解答過程のモデリングであって，それがどのような能力を測定しているのか（能力母数の解
釈）についてはより理解を深めていく必要があるだろう．また，次世代の「学習のためのアセス
メント」の実現のためには，特定のタスクの解答過程が明らかになること（類型化できること）
だけでは不十分である．個々の受検者＝学習者にとって，学習の改善に資する有用なフィード
バック（の元となる情報）を提供できるかという視点が必要である．
さらに挙げるとすれば，現状ではモデル設定上の制限により，モデルの適用を優先すると作

成できるタスクの幅が狭くなってしまう可能性がある．これは，妥当性を制限することにもつ
ながる．また，現状のほとんどのマルコフ IRTモデルは単一のタスクにおける解答過程のモデ
ル化にとどまっている．通常のアセスメントでは，内容領域をなるべく網羅するために（かつ
測定精度を上げるために）なるべく多くのタスクからなるべく多くの反応データを集められる
ようにテスト版が構成される．現状のマルコフ IRTモデルからも能力母数は推定できるが，単
一のタスクから推定されたその数値が，想定している能力の推定値として十分な一般性を持つ
のかは疑問である．IRTによる既存の能力推定とは別系統の測定として行うことも可能である
が，これはテストの利用目的によるであろう．

2つ目の課題は TEIsを含むテストの運用についてである．測定モデリングやそれに付随す
る推定法の進展はめざましいものがある一方で，これらのモデルが実際のテスト運用に適うか
どうかの検討は追いついていない．測定モデルは，受検者の状態を表す変数と項目の特徴を表
す変数が与えられたときに解答が生成されるメカニズムを模すこと（i.e., 現象の記述）を基本と
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しながらも，現実のテスト運用においてはテストの得点（能力母数の推定値）を算出するという
機能を安定的・継続的に果たせることが重要である．そのためには，項目個別にモデルを立て
るのではなく，多数の項目の挙動をなるべく統一的かつ単純に記述できるモデルを用いること
が望ましい（一次元・局所独立の二値型 IRTモデルを安定的に運用していくだけでも並大抵の
ことではなく，既存尺度との関係性を重視する Luecht（2017）の視点には大いに共感できる）．
マルコフ IRTモデルに限らず本稿で取り上げた他の多くのモデルは，かなり特定のタスクや
データに依存する側面が強く，上に述べた意味での実用に耐えうるのかは未知である．同じ文
脈で，尺度の等化（equating）に関する研究が極めて少ない点も実用性を限定する大きな要素で
ある．プロセスデータを加味して既存の能力測定を改善するという目的では，プロセスデータ
から抽出した特徴量を，既存尺度上の能力推定の際の事前分布の設定に利用するという Xiao
et al.（2022）が提案したような手法は実用性が高いように思える．
「学習のためのアセスメント」の実現を念頭に置いたとき，TEIsがそのポテンシャルを十分
に発揮するレベルで実用化されるまでには，解決すべき課題が数多く残されている．
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Review of Measurement Models for Technology-enhanced Testing

Kentaro Kato

Benesse Educational Research & Development Institute

As computer-based testing (CBT) has become a major mode in administrating edu-
cational assessments, its potential advantages over traditional paper-based testing (PBT)
draw attention. Among them are the technology-enhanced items and their use for the pur-
pose of improved measurement of learning status. Given this situation, this paper reviews
recent attempts and practices in the context of exploratory analysis and psychometric
modeling of various types of data generated from TEIs. The review identified the follow-
ing research topics that are actively pursued: (a) effects of innovative response formats
on the psychometric properties, (b) exploratory analysis of the utility of process data,
(c) equivalence between the traditional measurement scale and the new scale involving
TEIs, and (d) psychometric modeling of process data for revealing response processes. In
terms of the last point, it was pointed out that further considerations will be necessary
to produce measurement results more useful for learning and for sustainable and stable
operation of tests that involve TEIs.

Key words: Computer-based testing, item response theory, technology-enhanced items, process data.
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要 旨

教育応用において，学習者の能力を測定したり項目の困難度など項目の特性を計測すること
は，学習支援システム等に幅広い応用がある教育応用の基礎タスクである．単に学習者が所与
の項目に正答するかを予測するモデルではなく，学習者の能力や項目の特性を人間の教員が解
釈できれば人間の教員が教育するときにも活用できる．統計分野においては，古くから項目反
応理論等を用いて試験の学習者の回答パターンから解釈可能なパラメタを推定するアプローチ
が取られてきた．一方，項目の大部分は自然言語で記述されている．自然言語を解析する自然
言語処理分野では，項目のテキストから困難度等の項目特性を抽出する研究に関心が持たれて
きた．特に，単語頻度などの技術的に抽出が容易な特徴量から，項目の困難度の多くを説明可
能な値を抽出できる語学学習支援などへの応用ではテキストからの困難度推定などの研究が盛
んであった．そこで本稿では，テキストからの困難度の推定が項目反応理論とどのように関わ
りを持つのかについて，外国語の語彙学習支援や読解支援・可読性判定を中心に，様々な分野
の研究を引用しながら説明する．そして近年，テキストの意味を考慮した解析で高精度を達成
している自己教師あり学習や Transformer等の手法を取り上げて詳説する．

キーワード：項目反応理論，自然言語処理，語学学習支援．

1. はじめに

学習者の能力に合わせた教育を行うためには，学習者に適合する教材を提示することが重要
と考えられている．この「適合する」は，多くの場合，学習者の能力に合った「困難度（難しさ，
難易度，難度）」を持つ教材を提示することに相当する．学習者の能力や教材の困難度を何らか
の形で数値化して，適切な能力を持つ学習者に適切な教材を割り当てたい．
学習者の能力や教材の困難度をどのように計測したら良いだろうか？教科ごとに独自の尺度

を作成することは比較が難しい．また，試験を通じて学習者の能力を計測するにしても，試験
の配点を作問者が自由に決めて良いとすれば，必ずしも適切に能力を計測できているとは限ら
ない．難しい項目（テストの問題や設問）の配点を小さくしすぎているなど，試験結果のデータ
に沿っていない状況が考えられる．
項目反応理論（item response theory，IRT）（Baker and Kim, 2004）は，試験結果のデータか
ら，学習者の能力値や項目の困難度の両方を推定する手法の一つである．これらのパラメタは
項目の自然文による内容等は一切参照せず，学習者集合の各項目に対するパターンだけから計

†東京学芸大学 教育学部：〒 184–8501 東京都小金井市貫井北町 4–1–1
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図 1．困難度パラメタ dの異なる 3項目に対する項目特性曲線．

測される．適切な項目集合を設定し，適切な等化（尺度調整）を行えば，異なる学習者集合間の
能力を比較できることも知られている．
ここでは，IRTのモデルについて簡単に説明する．学習者の数を J，項目（項目, item）の数を

I とする．簡単のため，学習者の添字（index）と学習者，項目の添字と項目を同一視する．例え
ば，i番目の項目を単に iと書くことにする．yij は，学習者 jが項目 iに正答するとき 1，誤答
であるとき 0であるとする．試験結果データ {yij |i ∈ {1, . . . , I}, j ∈ {1, . . . , J}}が与えられたと
き，2パラメタモデル（2PLM）では学習者 j が項目 iに正答する確率を次の式でモデル化する．

(1.1) P (yij = 1|i, j) = σ(ai(θj − di))

ここで，σは σ(x) = 1
1+exp(−x)

で定義されるロジスティックシグモイド関数である．

σは (0, 1)を値域とする単調増加関数であり，σ(0) = 0.5である．実数を (0, 1)の範囲に射影
し確率として扱うために用いられている．（1.1）において θj は能力パラメタ（ability parameter）
と呼ばれ，学習者の能力を表すパラメタである．di は困難度パラメタ（difficulty parameter）と
呼ばれ，項目の困難度を表すパラメタである．（1.1）より，θj が di を上回る時，学習者が正答
する確率が誤答確率より高くなる．
能力値パラメタ θに対して，（1.1）で定義される正答確率をプロットした図を「項目特性曲線」
という．項目特性曲線を用いると，項目パラメタが正答確率にどの様な影響を及ぼすかを視覚
的に理解しやすい．図 1に，困難度パラメタを d = −1.0, d = 0.0, d = 1.0と変えた 3つの項目
特性曲線を図示した．θの値が同じでも，困難度の値が大きくなるほど曲線が右に平行移動す
ることにより，学習者の項目に対する正答確率が低くなることがわかる．これは直感的には，
困難度パラメタの値が大きい項目には学習者は正答しにくいということを表す．
ai が大きいと θj − di の絶対値が小さくとも，θj − di の正負により，正答確率が 1か 0のど

ちらかに偏るようになる．言い換えると，ai が大きい項目は θj − di の正負により，「学習者 j

が設問 iに正答するか否か」がはっきりと分かるようになる．これは，設問 iが，aiの値が大き
いほど，能力値が高い（能力値パラメタが di 以上の）学習者と，能力値が低い（能力値パラメタ
が di 未満の）学習者を正確に見分けられることを表しているため「識別力」と呼ばれる．識別力
の値が大きいことは，基本的には項目が良い性質を持っていることを表し，出題に適した項目
として評価される．
図 2に，識別力パラメタを a = 0.6, a = 1.2, a = 1.8と変えた 3つの項目特性曲線を図示し

た．困難度パラメタは d = 0.5で固定した．困難度の値が同じでも，識別力の値が大きくなる
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図 2．識別力パラメタ aの異なる 3項目に対する項目特性曲線．

ほど，曲線の傾きが大きくなることがわかる．これは，能力値パラメタが d = 0.5以上か否か
で正答確率がそれぞれ 1か 0に偏ることを表す．すなわち，この例の中では識別力が最も大き
い a = 1.8のとき，学習者の能力が 0.5以上であるかどうかが，この項目に学習者が正答する
か否かではっきりと見分けられる．
（1.1）では，各項目パラメタに対して di と ai の 2つの項目パラメタがあることが分かる．そ
のため，これは 2PLモデルや 2パラメタモデルなどと呼ばれる．全ての項目に対して ai = 1

であるときを，特別に 1PLモデルや Raschモデルと呼ぶ．
なお，IRTには多肢選択式の項目で分からなくても選択肢を無作為に選んで正答出来てしま
う確率を考慮する 3パラメタモデル（3PLM）が存在する．3PLMでは，2PLMに比べて項目パ
ラメタの高精度な推定に必要とされるサンプル数（学習者数）が一般に多い．
（1.1）のパラメタ推定の方法について述べる．IRT のパラメタ推定には，周辺化最尤推定

（Marginalized Maximum Likelihood Estimation，MMLE）がよく用いられる．この方法では，能
力値パラメタ θj について，（1.1）に基づいて定義される尤度を（数値的に）周辺化し周辺化尤度
関数を最大にする項目パラメタを探索する．この MMLEは R言語では “ltm”パッケージに
ガウス・エルミート求積法を使う方法が実装されている．その他，Hanson（2000）を実装した
pyirt（https://github.com/17zuoye/pyirt）も Python言語では用いられている．Hanson（2000）
も，結局は能力値パラメタを周辺化していることに相当することが示されている（Hsu et al.,
1999）．
本稿の構成について述べる．まず語彙学習支援において，テキストからの難度推定について

説明する．次に，近年の教育データマイニングなどの手法を項目文（設問文，問題文）からの困
難度パラメタ推定に着目して整理する．最後に直近の方法である Ehara（2022b）の「学習者トー
クン法」について説明する．

2. テキストからの難度推定

前節では IRTについて簡単に説明し，特に学習者の正答/誤答の反応パターンから項目の困
難度をどのように計算するかについて説明した．その中で項目の内容（項目のテキスト表現）な
どは一切参照されないことも説明した．しかし実際には，項目の困難度は項目文と密接な関係
がある．IRTでは，どの様な項目の困難度も，結局は一回学習者を集めて出題してみないとわ
からない．これは大変に手間であるので，項目文から直接難易度パラメタなどを推定できれば
学習者を集めなくとも学習者に個別適合した適切な出題が可能かもしれない．より平たく言え
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ば，項目文の中身を見て困難度を推定する課題を解きたい訳である．本節では，こうしたアプ
ローチの先行研究を語学学習支援を中心に説明する．

2.1 応用言語学分野の研究
応用言語学（Applied Linguistics）は，平たく言えば第二言語獲得のための言語学である．第
二言語獲得においては，特に，語彙獲得に膨大な労力が必要とされる．英語の場合，大学の授
業程度の内容を英語で理解するためには，10,000語程度かそれ以上の語を学習する必要がある
と言われている（Nation, 2006）．他の教科と異なり，量が膨大であるために，これだけの知識
を学習者が持っているかどうかを網羅的に試験することは難しく，どのように試験すればよい
かが研究されてきた．
多くの研究があるが簡単に述べる．まず，学習者の語彙量を計測するテストが開発された．

単純に British National Corpus（BNC）（BNC Consortium, 2007）等の収録ジャンルの偏りがな
るべく小さくなるように設計された一般コーパス（General Corpus）の単語頻度をまず求める．
この単語頻度の降順に，単語頻度順位を用いて語の困難度を表す指標を作る．具体的には，
1,000語の困難度が同程度であること，学習者が単語頻度の多い順に語を記憶していることな
ど，強い仮定を置いた上で，例えば単語頻度の降順に 1,100位の単語であれば語の困難度は
1,001位～2,000位の水準であるので，レベル 2，などと考える．こうしてレベルが等しいと仮
定した 1,000語の中から 5語程度を選定して，多肢選択式のテストを作成する．こうして作成
されたテストは Beglar and Nation（2007）などで公開されている．学習者の語彙量を実際の教
育と結びつける研究としては既知語率（lexical threshold）と呼ばれる指標が使われ，テキスト中
の延べ語数（トークン数）換算で 95%以上の語を知らなければ，読解力試験の点数が大きく下が
ることが知られている（Laufer and Ravenhorst-Kalovski, 2010）．
このように応用言語学分野では，独自の基準で語の困難度（一般コーパス中の単語頻度の降

順の 1,000語区切り）を計測する枠組みが作られた．こうして作られた語の困難度の枠組みを，
IRTで検証する研究が後から行われた．特に Beglar（2010）は重要であり，試験で計測された
語彙量の数値は多肢選択式の試験結果データを Raschモデル（1PLモデル）にかけて算出される
能力値パラメタとよく相関すること，− log（単語頻度）の値が，語彙テストの困難度パラメタ
の値とよく相関することが報告された．これは英語の語彙テストという限られた設定ではある
ものの，問うている項目の一般コーパスの − log（単語頻度）の値を線形変換すれば，実際に語
彙テストを実施しなくとも（学習者の反応パターン情報がなくとも）困難度パラメタの値を推定
することが可能であることを示した点で重要である．

2.2 自然言語処理分野の語彙学習支援の研究
困難度パラメタの値を項目文のテキストから推定する研究は，Beglar（2010）とは独立に自然
言語処理分野でも行われてきた．Ehara（2018）はその 1つであり，単語テストの困難度パラメ
タの値を Support Vector Regressionを用いて単語頻度から具体的に予測しその値について報告
している．この様な，語彙を中心にした簡単な語彙テストの困難度パラメタ推定を，テキスト
から行う研究を実応用したのが，語学学習アプリとして有名な Duolingo（当時）のグループが
行った Settles et al.（2020）の研究である．この研究では，Duolingoの大人数の反応データを用
いて，困難度パラメタをテキスト中の様々な特徴量から予測することで，学習者がいないか極
めて少ない項目に対してその困難度パラメタを推定し Computer Adaptive Testing（CAT）を行
う手法を提案している．CATは，IRTの困難度パラメタがわかっている場合に個々の学習者の
能力パラメタを逐次的に推定する手法の総称であり，様々な手法が提案されている．
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2.3 Deep Knowledge Tracing
自然言語処理とは独立に，教育 AI分野で特に近年注目されている手法が Knowledge Tracing

（知識追跡）と呼ばれる手法である．この手法は，IRTとは基本的にタスク設定が異なり，ス
マートフォン上の教育アプリやMassive Open Online Courses（MOOCs）のように，大人数の学
習者が多数の項目に答えたログを用いた分析や予測を目的とする．基本的に，スパースな時系
列データであり，学習者の正答/誤答に時間情報が紐づいている点が違いの 1つである．学習
者の能力値の向上をみることや，学習者の正答/誤答の予測精度などに大きな関心がある．た
だし，こうしたアプリ上の項目は，通常，作問者などがどの様な知識を問うための項目である
のかをわかりやすくするため，各作問がどの様な能力（スキル）を問うているのか等の情報が与
えられる設定が多い．
この Knowledge Tracingの設定で深層学習を用いて，従来手法より高精度を達成した手法が，

Deep Knowledge Tracing（Piech et al., 2015）である．これは Long-Short Term Memory（LSTM）
（Schmidhuber et al., 1997）を用いる手法である．Piech et al.（2015）は学習者を表すパラメタを
陽に持たないモデルであり，学習者個別の予測をどのように行っているのかが直感的に分かり
にくい．前述のように教育アプリなどでは，学習者の学習履歴（どの項目にいつ，正答/誤答
したか）が残っているため，この回答した項目と正答/誤答のペアの時系列情報を，そのまま，
個々の学習者の表現に用いていることが，Piech et al.（2015）のポイントの 1つである．予測す
る際は，学習者がある時点までの反応パターンを与えた上で，その次の項目に対する反応を予
測する形を取る．従って，例えば，全く同じ項目集合に対して全く同じ正答/誤答のパターン
を示した学習者が 2名いる場合には，Piech et al.（2015）の手法は両者を区別できない．しか
し，反応パターンまで完全に一致することは殆ど起こらないので，実質的には個々の学習者に
対して個別適応した予測が可能となる．

Piech et al.（2015）では予測精度の向上が中心であり，Knowledge Tracing のような時系列
データを対象に IRTの能力値パラメタや困難度パラメタを推定する手法については提案されて
いなかった．Knowledge Tracingの設定のデータを対象に，学習者の能力値や項目の難易度と
いった解釈性を持ち，なおかつ高い精度を兼ね備えて持つ手法については，博士論文 Tsutsumi
（2023）とその一連の著作が詳しい．
一方 Knowledge Tracingの設定では，項目の中のテキスト表現からテキストの困難度を抽出
しようといった試みはあまりなされてこなかった．この理由は，おそらく教育アプリなどの設
定では，項目の困難度や項目がどの様な能力を試験しようとしているのか（スキル，と表現さ
れることが多い）といった情報は，作問者がある程度タグ付けした情報が入手できることが多
いこと，数学やプログラミングなど論理的な推論を必要とする項目も多いためであろう．すな
わち，スキルのタグ情報を有効活用した方が，項目文の本体から困難度パラメタの値を推定す
るより容易であったためであると推定される．
ただし，Knowledge Tracingの設定でも項目の中の自然文を活用しようという手法はいくつ

かある．1つは，Relation-aware Knowledge Tracing（Pandey and Srivastava, 2020）という手法
であり，項目の間の意味的近さの計測に自然文を活用している．直近ではプログラミング課題
の練習システム（例えば，日本では Aizu Online Judgeなどが有名である）のログを対象に，回
答が正答/誤答の様な 2値ではなく，プログラムのコードやテキストなどオープンドメインな
回答される設定で，Knowledge Tracingを行う手法が提案されている（Liu et al., 2022）．ここ
でも，結局，項目の項目を表現する自然文だけから困難度を算出するのではなく，項目文と学
習者が書いたプログラムコードの情報を合わせて利用することで，項目の困難度情報がモデル
中に暗に表現されているものと思われる．
その他 Knowledge Tracing については，近年では Abdelrahman et al.（2023）という良質な
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サーベイ論文が発表されている．

2.4 外国語学習支援の学習者反応データセット
語彙テスト結果に関して，学習者反応を記録したデータセットにはどのようなものがあるの

かを，ここで整理する．項目文を考慮した学習者反応予測を行いたい．そのためには項目文の
文意を考慮することが重要であるような設定で試験を行い，その結果を記録したデータセット
が必要となる．本節では，こうした語彙テスト結果データセットの先行研究を紹介する．ほぼ
全ての公開されている英語学習者の語彙テスト結果データセットは，典型的な意味の語義につ
いてのデータセットである．1つは語学学習アプリ Duolingo上の項目に対する回答データを用
いた SLAMデータセット（Settles, 2018）である．もう 1つは多数の語学学習者に対して，文中
のわからない語をアノテーションさせた複雑単語推定（Complex Word Identification, CWI）の
データセット（Yimam et al., 2018）である．
これらのデータセットの特徴として，各学習者は多くある項目のうちのごく一部にしか回答

していないという点が挙げられる．言い換えると，学習者を行，項目を列とし，学習者の項目
に対する回答内容を要素とする行列を考えた場合，これらのデータセットでは行列が疎になっ
ている．IRTは，学習者の項目に対する回答内容から項目の困難度や学習者の能力値を推定を
目標とするが，この推定のためには各学習者がなるべく多くの項目に回答している形式のデー
タセットが望ましい．またどちらのデータセットでも，文中の語に対する学習者の回答が記録
されてはいるものの，項目について今回のデータセットのような語の通常の用例と意外と思わ
れる用例といったようなアノテーションはされていない．さらに，Yimam et al.（2018）を含む
CWIのデータセットでは，一般に提示された文に対して，学習者が難しいと感じた語が記録
されているだけであり，学習者が実際にその語の意味を適切に理解しているかテストを通じた
確認はしていない．すなわち意味は理解できたが難しいと感じてアノテーションした場合もあ
れば，単純に意味が分からなかった場合も含まれる．

IRTが適用しやすい多肢選択式の語彙テストを学習者に受験させたデータセットとしては，
Beglar and Nation（2007）によるテストをクラウドソーシングで 100人に受験させたデータセッ
トが公開されている（Ehara, 2018）．語彙テスト結果の重要なデータセットとして，他に，個々
の学習者に対して網羅的に語を知っているかどうかを自己申告式で回答してもらったデータ
セットがある．例えば，約 12,000語を 15人に対して自己申告式で回答させたデータセットが
公開されている（Ehara et al., 2013）．また，最近，非公開ではあるが，NTTのグループが同
種のデータセットを作成している例がある（藤田 他, 2023）．

2.5 可読性推定の研究
ここまで，項目文からの困難度推定の研究を語彙学習支援に関連する研究を中心に見てきた

が，実は読みやすさ（可読性，リーダビリティ）をテキストから推定する研究も自然言語処理分
野でほぼ独立に行われている．自然言語処理は人工知能の一分野という立ち位置もあり，人工
知能は人間の知能を模倣するというのが典型的な研究の方向性であるため，「語学教師の読解
教材に対する困難度の判断」を模倣させることで可読性を予測しようという一連の研究がある．
つまり，こうした研究における「困難度」とは，語学教師などの人間の判断を記録したもので
あって，IRTの様な学習者の反応から求められるものではないという立ち位置である．このた
め，IRTを用いた語彙テストの研究と自然言語処理における可読性推定の研究は，ほぼ独立に
発展してきたといってよい．このように，「困難度」という類似の概念を用いていても考え方に
大きな違いがあるので，注意が必要である．
外国語学習における可読性推定の最近の研究としては，Vajjala and Lučić（2018）が複数の語
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学教師に各テキストを実際に読解させて 3段階でラベル付けした信頼性の高い可読性コーパ
スの研究がある．また，Martinc et al.（2021）の研究や Ehara（2022a）の研究によって，本稿で
も用いている Bidirectional Encoder Representations from Transformers（BERT）（Devlin et al.,
2019）等の近年の深層学習手法を用いた可読性推定の研究も行われている．

3. 学習者トークン法（Ehara, 2022b）の紹介

学習者トークン法は Ehara（2022b）が提案した方法である．項目文の文意を考慮して深層学
習により学習者反応を予測し，更に，能力値や項目の困難度の抽出などもある程度可能な最近
の手法であるので，以後，これについて詳解する．深層学習のアプローチで計算に多くの時間
がかかる事前学習済モデルをそのまま用いて，微調整（fine-tuning）を行えるようにすることで，
事前学習済モデルを有効活用できる点などに特徴がある．
前述のように，IRT（IRT）に基づくモデルは通常，学習者の回答パターンにのみ依存し，
項目（項目）が自然文で書かれていても文意を理解しない．自然言語処理においては，近年，
Transformerモデルに代表される，自己教師あり学習の枠組みを用いた大規模言語モデルが自
然文理解で高い性能を示している（Devlin et al., 2019）．従って，項目文の理解に，これらの大
規模言語モデルを用いたい．しかし，これらの言語モデルは，通常，言語のみをモデル化する
ため，学習者ごとに異なった判定を行うことができず，学習者反応の予測に用いることが難し
い．これは，大規模言語モデルを用いた項目文の文意を考慮した学習者適応がそのままでは行
えないことを示している．

Ehara（2022b）は，大規模言語モデルを項目文を考慮した学習者反応の予測問題に適用する
簡便な方法を提案する論文である．項目文の文意を考慮した判定が行えているかを評価する
ため，外国語学習の語彙学習支援における多義語の各意味を知っているかを問う語彙テスト
データセットを作成し，これを用いて提案手法を評価した．以後，理解を容易にするため，こ
の問題に限定した用語を用いて提案手法の解説や評価を行うが，技術的には前述のように，
幅広い問題に適用可能である．Ehara（2022b）の手法は，大規模な母語話者コーパスを事前
学習に用いることで項目文の文脈を考慮することができる Transformerモデルの手法（BERT
（Devlin et al., 2019）など）に基づく手法である．前述のように，Transformerモデルは，能力の
考慮など，学習者によって異なる結果を予測する仕組みを通常持たない．Ehara（2022b）では，
Transformerモデルを学習者反応予測問題に適用する手法をあわせて提案し，その予測性能が
IRTによる手法より高いことを示している．また，IRTの利点は学習者の能力値等を合わせ
て推定できる解釈性にあるが，Transformerモデルから IRTで推定した能力値とよく相関する
値を抽出する手法も提案する．この研究で作成したデータセットは，今後著者のWebサイト
（http://yoehara.com/）で公開を予定している．

4. 語彙テスト作成・データセット

語彙テスト作成・データセット作成は，著者が過去に語彙テスト結果データセット作成時
の設定に準じて行った（Ehara, 2018）．データセットはクラウドソーシングサービス Lancers
（https://lancers.co.jp/）から，2021年 1月に収集した．英語学習にある程度興味がある学習者
を集めるため，過去に TOEICを受験したことがある学習者のみ語彙テストを受けられると明
記して，データを収集した．その結果，235名の学習者から回答があった．Lancersの作業者は
大部分日本語母語話者であるため，このデータセット中の学習者の母語は大部分日本語である
と思われる．
まず，通常の語彙テストとしては Ehara（2018）と同様に，Vocabulary Size Test（VST）（Beglar
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表 1．実際の項目例．

表 2．意外な意味を問う項目例．

and Nation, 2007）を用いた．ただし VSTは 100問からなるのに対して，Ehara（2018）では，低
頻度語に関する項目では Lancers上のどの学習者もほとんどチャンスレートしか回答できてい
なかったことから，学習者の負担感を減らし的確な回答を集めやすくするため低頻度語 30問
を削った．すなわち，残り 70問を通常の語彙テストとして用いた．この項目例を表 1に示す．
文中の単語に下線が引かれてあり，学習者は，この単語と交換した際に元の文と意味が最も近
くなる選択肢を選ぶように求められる．この際，文法的情報から選択肢を絞れてしまわないよ
うに，選択肢は下線部と文字通り置き換えても正文となるように作られている．例えば表 1で
あれば，複数形の選択肢が内容に配慮されている．
一方，学習者にとって意外であると思われる用例については，英語非母語話者 1名が作問し，
英語母語話者を含む静岡理工科大学の教員複数名に項目が英語の問題として成立しているか確
認を取る方法で，作成した．この際，表 1と同様の形式にして，“period”という単語について
2つの項目があることが分かってしまうと，意外な語義については通常の語義以外の選択肢を
選ぶことで，選択肢を絞り，意味を知らなくても回答できてしまう．そこで，Ehara（2022b）
では，次の 2つの工夫を行った．

（1）意外な語義を問う項目については，下線部の意味について問う形にはせず，空欄を埋め
る形式の項目とした．これにより，意外な語義については正答を知らなければ，どの語
についての項目であるのかもわからないようにした．

（2）通常の語義についての項目を先に行ってしまうと，そこで出てきた単語と同じ語が正答
であろう，という推測ができてしまう．そこで，意外な語義についての項目群を最初に
行い，通常の語義についての項目群に移動したら，意外な語義についての項目群には戻
れないようにした．

この 2つの工夫を施した実際の項目例が表 2である．“period”には通常の「期間」の他に「生
理」という意味があり，これを問うている．学習者は，70問の通常の用例の語彙テストの前に，
表 2のような項目を 13問解くように求められる．ただし，先に解く表 2の形式の選択肢が，
表 1の形式の項目に影響していないかどうかを後で確認できるよう，意外な語義ではあるが，
通常の語義の項目群の側に対応する項目がない項目を 1問設けた．これにより，対応する項目
は 12問となる．
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図 3．各語の，通常の用例の困難度（横軸）と学習者にとって意外と思われる用例の困難度（縦
軸）のプロット．各点は各語を表す．

図 4．各語の，通常の用例の識別力（横軸）と学習者にとって意外と思われる用例の識別力（縦
軸）のプロット．各点は各語を表す．

4.1 作成したデータの IRTを用いた分析
前述のように，作成したデータセットでは，同じ語でも項目文の文意によって困難度が異な

ると思われる．本節では，まず IRTを用いて作成したデータセットを分析することで，実際に
同じ語でも項目文の文意によって困難度が異なっていることを，困難度パラメタの値の違いを
通じて確認する．

IRTの困難度・識別力の各パラメタを求めるには，Python言語のライブラリである pyirt
（https://github.com/17zuoye/pyirt）を用いた．これは，MMLEにより IRTを行うライブラリ
である．前述のデータセットに対して，2PLモデルを用いて困難度と識別力パラメタを求め
た．表 1と表 2のように，項目のペアが 12組ある．通常の用例，学習者にとって意外と思わ
れる用例の困難度パラメタを，それぞれ横軸，縦軸に表し，横軸と縦軸の縮尺・範囲を同一に
プロットし図 3に示した．各点は語を表す．
困難度の比較．図 3の左下から右上まで，点線で対角線を示した．図 3の横軸・縦軸とも困

難度パラメタの値であり，この値が大きいほど難しいと判定される．そのため，この対角線よ
り左上にある点は，通常の用例の困難度より，学習者にとって意外と思われる用例の困難度の
方が，語彙テスト結果データからも学習者にとって回答が難しいと判定された語ということに
なる．今回は項目数が少ないので，図 3の結果が偶然得られた可能性がどの程度あるか検証す
るため，横軸の値の列と縦軸の値の列で統計的検定を行った．Wilcoxon検定の結果，縦軸の値
の列が統計的有意に横軸の値の列より大きかった（p < 0.01）．すなわち，縦軸の項目群の方が
横軸の項目群より難しかったことが示唆される．
識別力の比較．識別力についても，図 3と同様にプロットし，図 4に示した．識別力は，直
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観的には，高いほど，その項目で（他の項目で推定される）能力値が高い学習者と低い学習者を
分けることができるという意味で，良問である度合いを表す．学習者にとって意外と思われる
用例は，能力値が高い学習者でも知らないことがあり，低い学習者でも知っていることがある
ため，通常の用例よりも識別力が低いと予想される．全ての語について，通常の用例の方が，
意外と思われる用例よりも識別力が高いと推定されている．この結果も，Wilcoxon検定の結
果，統計的に有意であった（p < 0.01）．

5. 学習者反応予測による評価

5.1 IRTによる学習者反応予測
語の意外と思われる語義の困難度を典型的な語義の困難度で代替してしまうと，学習者が項

目に正答/誤答するかを IRTで予測する際，どの程度の悪影響があるのだろうか？これを調べ
るために，次の実験を行った．まず，235人の学習者を 135人と 100人に分ける（図 5）．意外
と思われる語義の項目群（12問）のパラメタについては前者の 135人の学習者反応だけから，典
型的な語義の項目群（70問）のパラメタについては 235人全員の学習者反応で推定する．この推
定の際には，後者の 100人 ×12問，計 1,200件の回答データは用いていないことに注意された
い．（1.1）より，推定された学習者の能力値 θj，語義の困難度 di を用い，θj > di であれば学習
者 j が項目 iに正答，そうでなければ誤答と判定できる．項目 iの困難度パラメタとして，意
外と思われる語義の 12問の困難度パラメタを直接用いた場合と，対応する語の典型的な語義
の困難度パラメタで代替した場合で，この 1,200件の回答データの予測精度（accuracy）を比較
した．予測精度の結果を表 3に記す．その結果，直接用いた場合の予測精度は 64.4%，典型的
な語義の困難度で代替した場合は 54.4%と，10ポイントの差が出た．この差は，Wilcoxon検
定で p < 0.01で有意であった．この結果から，学習者反応の予測における，語の語義ごとに困
難度を推定することの重要性がわかる．より直接的に言い換えれば，この結果は，語の意外な
用例の困難度を語の典型的な用例の困難度で置き換えると，学習者反応予測の精度が著しく低
下することを示唆している．

5.2 Transformerモデルと IRTの性能比較
IRTを用いた手法は，学習者反応のみに依存し，項目文の意味などは全く考慮されていない．
では，項目文の意味をも考慮した学習者反応予測を行うと，学習者反応のみを用いた IRTの手
法より高精度に予測できるのだろうか？大規模言語モデルのうち，自然言語処理で文意を考慮
した予測手法として近年多用される，BERT（Devlin et al., 2019）に代表される Transformerモ
デルと IRTの予測性能を比較した．

Transformerモデルは近年の深層転移学習による大規模言語モデルの代表的な手法であり，

図 5．実験設定．塗りつぶされた部分がパラメタ推定に使われる訓練データ．斜線部が性能計
測に用いられるテストデータ．
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表 3．図 5 で，Ehara（2022b）のデータの「意外な語義」を性能計測用の項目セットに選び，
Tpre = 135の時の，斜線部のうち T 人の予測精度（accuracy）．

大量のラベルなしデータからの事前学習（pre-training）と，ラベル付きデータを用いた微調整
（fine-tuning）という 2種類の学習からなる．事前学習では，大量のラベルなしコーパスを用い
て，当該言語の基本的な構造を学習し，入力文の言語としての自然さを計算可能にする．この過
程は計算量が非常に大きいが，様々なタスクに対して汎用的に用いることができる．そこで，通
常，事前学習は，bert-large-cased等の英語版Wikipedia等を用いて訓練された transformers
（https://github.com/huggingface/transformers/）の事前学習済モデルを用いる．事前学習済モ
デルの詳細情報，例えば事前学習に用いたコーパスなどの情報は https://huggingface.co/models
に記載されている．多くのモデルは英語版Wikipediaを使用している．
後段の微調整（fine-tuning）では，実際に目的とするタスクに合わせて，事前学習済モデルを

追加訓練する．Ehara（2022b）のタスクにおいては，ラベルは IRT同様，学習者が正答する場
合 1，誤答する場合を 0とする 2値判別問題である．事前学習済モデルに項目文と学習者の両
方を入力し，微調整を行いたいが，通常大規模言語モデルの微調整では言語しか入力として扱
えないため，学習者の情報を入力することができない．そこで，次節に述べる方法でこの問題
を解決する．

5.3 Ehara（2022b）の手法
Ehara（2022b）の手法を説明する．適応的学習者反応予測のタスク設定を図 5に示す．テス

ト結果データは，学習者を行，項目を列とし学習者の項目に対する反応を要素とする．図 5で
は，塗りつぶされた部分が訓練データ，斜線部が性能計測用のテストデータとなる．図 5（a）の
設定では，完全に新しい項目に対する性能計測用の T 人の反応（正答するか/誤答するか）を高
精度に予測することが目的である．（a）の設定では，性能計測用データ中の項目は訓練データ
にない全く新しい項目なので，項目文の情報を一切用いない IRT等の手法では項目のパラメタ
推定が行えず学習者反応予測ができない．一般には，項目を少人数の学習者に事前に受験して
もらい項目の特性を事前に確かめるケースもある．このケースを含み（a）を一般化した設定を
図 5（b）に示した．「少人数の学習者」の人数を Tpre とした．（a）は，（b）で Tpre = 0の場合とみ
なせる．
大規模言語モデルに特殊なトークン（語）を加えて微調整を行い，様々な問題設定に対応させ
る手法は機械翻訳などの他タスクで知られておりライブラリ上で特殊なトークンを加える機能
が用意されている．Ehara（2022b）では，この機能を利用することで，学習者に対応するトー
クン（学習者トークン）を作り，これを入力系列の最初に置くことによって判別を行う手法を提
案した（図 6）．Ehara（2022b）では “It was a difficult period.”のような項目文中の語の語義を
多肢選択式で問うデータセットを用いているため，図 6もこの例にならっているが，語学学習
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図 6．学習者トークンの導入（Ehara, 2022b）．

支援に限らず，一般に項目文で示される項目を，指定した学習者が正答できるかを予測する識
別器を構成している．例えば，学習者 IDが 3番の学習者を表すトークン “[USR3]”を導入し，
“[USR3] It was a difficult period.”が入力であれば，3番の学習者が “It was a difficult period.”
という文から成る項目に，正答するか否かを予測する問題に帰着させる．入力文はそのまま
で，入力文の直前に単純に学習者トークンを挿入する．導入するトークン数は学習者数と同数
である．
重要な点として，Ehara（2022b）では，文中のどの語についての項目であるかという情報や

誤答選択肢の情報は与えていない．すなわち，判別器は，表 1のどの単語に下線が引かれてい
るかや，表 1や表 2の正答以外の選択肢の情報を用いない．単純に項目文に学習者が正答でき
るか予測（識別）する予測器を構成していると解釈できる．これにより，Ehara（2022b）は，項
目がテキストで構成されてさえいれば適用可能である．

Transformerモデルのその他の実験設定については多用される設定とした．判別には，trans-
formersライブラリのAutoModelForSequenceClassificationを用いた．微調整の訓練には
Adam法（Kingma and Ba, 2015）を用い，バッチサイズは 32とした．

6. 実験結果

BERT他，Transformerモデルを用いた結果を，表 3に示す．*は IRTの最高性能と比較して
Wilcoxon検定で統計的有意であることを表し，**は p < 0.01，*は p < 0.05を表す．また提案
手法の（）内は用いた事前学習済モデル名である．表 3では，まず，学習者トークンを導入した
提案手法が，IRTを用いた従来手法より高い性能を達成していることが分かる．この実験結果
は，項目文の意味を考慮することで IRTより高精度な判別が行えることを示している．
次に，“roberta-base”は cased（大文字・小文字を区別するモデル）であるのに対し，“albert-

base-v2”は uncased（大文字・小文字を区別しないモデル）である．この結果から，良い精度を
得るためには “cased”，すなわち，大文字と小文字を区別して扱うモデルでなければならない
ことが示唆される．この理由は次のように推察される．この実験環境では各項目の項目文は短
い文から構成されているため，モデルは大文字で始まる文の開始を認識する必要があるためで
あろう．
さらに，表 3では bert-base-casedが最も高い性能を示した．より大きな事前学習済モデル
である bert-large-casedよりも bert-base-casedが高い性能を示した理由として次のことが
考えられる．学習者特性を表す学習者トークンの単語埋め込みベクトルは，今回作成した比較
的小さい訓練データで訓練しているため，小さいモデルの方が微調整（fine-tuning）に適してい
た可能性がある．
また，Ehara（2022b）では，訓練データにない全く新しい項目に対する学習者反応予測を行

う設定，すなわち Tpre = 0の設定では実験していない．Tpre = 0の設定で，本稿で新しく実験
した結果を表 4，表 5に示す．この設定では，学習者反応予測を行う「性能計測用」の項目につ
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表 4．図 5 で，Ehara（2022b）のデータの「意外な語義」を性能計測用の項目セットに選び，
Tpre = 0の時の，斜線部のうち T 人の予測精度（accuracy）．すなわち，全く新しい，
訓練データとも異質な項目に対する学習者反応を項目文を考慮することで予測する，最

も過酷な設定での精度．

表 5．図 5で，Ehara（2022b）のデータの「典型的な語義」を性能計測用の項目セットに選び，
Tpre = 0 の時の，斜線部のうち T 人の予測精度（accuracy）．すなわち，全く新しい
が，訓練データとは同質な項目に対する学習者反応を，項目文を考慮することで予測す

る，表 4よりは過酷ではない設定での精度．

いては回答した学習者がいないため，IRTでは項目の項目パラメタを求められず性能を比較で
きないため，IRTを表から除外した．
表 4は，表 3とは Tpre = 0であること以外は同一の設定である．ただし，Ehara（2022b）は，
外国語の語彙テストを題材に，訓練データに典型的な語義の項目，性能計測用のテストデータ
に意外な語義の項目を置くというように，訓練データとテストデータの性質が違うものを計測
している．
この設定は一般的とは言い難いので，より一般的に訓練データも性能計測用のテストデータ

の方も典型的な語義を問う同質の項目（ただし，もちろん項目集合自体は完全に disjointであ
る）として，計測しなおしたものが表 5である．
データが小規模であるためか，どのデータセットでも bert-base-casedで比較的高い精度が
達成できていること，最も過酷な設定である表 4では表 3より全体的に精度が大きく低くなっ
ていること，表 5は，表 4ほどには過酷ではない設定のため，全体的により高い精度が達成さ
れていることがわかる．

7. 解釈性—学習者トークンからの能力値抽出

IRTは学習者の能力パラメタを持つことにより，学習者の特性について解釈しやすい．一
方，Transformerモデルでは学習者の特性は学習者トークンに対する単語埋め込みベクトルと
いう多次元の形で表現されており，そのままでは直感的な解釈が難しい．しかし，Transformer
モデルは個人化判別問題で高精度を達成しているので，学習者トークンの単語埋め込みベクト
ルの中に能力値の情報が含まれていると考えられる．
微調整後の bert-large-casedの場合の学習者トークンに対する単語埋め込みベクトルのみ
を集めた．すなわち，学習者の人数分の単語埋め込みベクトルの集合がある．このベクトル集
合に対して主成分分析を行い，その第一主成分得点と IRTの能力値パラメタを比較した（図 7）．
各点は学習者を表す．IRTの能力値パラメタの算出には，Pythonの pyirtライブラリを用い
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た．両者は相関係数 0.72という強い相関を示した（p < 0.01）．これにより，提案手法を用いた
場合でも，能力値は学習者トークンの第一主成分得点として容易に抽出できることが分かった．
これにより，提案手法は文意を考慮することにより IRTより高い精度を達成しながら，IRTと
同様に「能力値を取り出せる」という高い解釈性を持つことが示された．

7.1 IRTパラメタの推定手法に依らないことの確認
IRTの能力値パラメタは，データが同じでも，どの推定用ソフトウェアを用いるかによって，
多少の違いが生じることが知られている．前節では，図 7では pyirtライブラリを用いたが，
この推定用ソフトウェアの特性によって統計的有意性が生じた可能性もある．
そこで，確認のため，同じデータを，pyirtとはプログラミング言語も異なる全く独立の実
装である R 言語の ltm パッケージ（https://cran.r-project.org/web/packages/ltm/index.html）
を用いて推定した．これは教育心理学の標準的な教科書で使用されているソフトウェアであ
る（Paek and Cole, 2019）．その結果を図 8に示す．この場合も，目で見て取れる相関があり，
実際に相関係数は 0.72で，やはり統計的有意性を示した（p < 0.01）．従って，IRTの能力値パ
ラメタを算出するソフトウェアによらず学習者トークンから能力値が抽出できることが示さ
れた．

pyirtも ltmも，MMLEを用いていると記されている．ただし，同じMMLEでも，周辺化
する際の数値積分の方法が異なっており，ltmではデフォルトでは 15点からなるガウス=エル
ミート求積を使用していることが，ドキュメント（ltmの Reference manualである ltm.pdf）に記
載されている．一方，pyirtの側ではHanson（2000）を使用していると記載されているだけで，求
積方法についてはドキュメント（https://github.com/17zuoye/pyirt/wiki/Model-Specification）
に書かれていない．Hanson（2000）は，学習者の能力値パラメタを連続変数とみなしても実装

図 7．IRT の能力パラメタ（横軸，pyirt によって算出）と，学習者トークンの単語埋め込み
ベクトルの第一主成分得点（縦軸）．

図 8．R言語の ltmパッケージによって算出した IRTの能力パラメタ（横軸）と学習者トーク
ン埋込ベクトルの第一主成分（縦軸）の関係．
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上は有限の点で数値積分することになるため，学習者の能力値パラメタがはじめから決められ
た離散値しか取らないと仮定することでMMLEと EMアルゴリズムの関係性を整理し直した
未出版のノートである．Hanson（2000）の手法は，記法が異なるだけで手法としてはMMLEと
同一であることが，その中で述べられている．Hanson（2000）の記述も数値積分の手法によら
ない記法となっているため，Hanson（2000）の手法を使用している事だけからでは pyirtがど
のような数値積分を内部で行っているのかはわからない．そこで，筆者が pyirtのソースコー
ドを読んで確認した限りでは，pyirtはデフォルトでは能力値パラメタについて [−4, 4]の区間
を 10等分して離散値として扱い，単純な区分求積法を使っているようである．つまり，積分
点は単純に区間の等分であって，多くの学習者が該当する能力値の区間でも細かく積分点が取
られることはない．図 7の縦の筋は，この荒い数値積分のためではないかと推察される．また
ltmでは，学習者の能力値パラメタの算出は Expected A Posteriori（EAP）で算出されている．
pyirtではドキュメンテーションに能力値パラメタ計算法についての明確な記載が無いが，著
者がソースコードを読んだ限りでは，こちらも EAPで能力値を算出しているようである．
学習者トークンの埋め込みに第一主成分得点には能力値が含まれていることが示されたが，

第二以降の主成分得点には能力値との相関はあるのだろうか？この疑問について調べるため
に，第二主成分得点についても能力値との相関係数を計算したが，統計的に有意な相関は得ら
れなかった．このことから，学習者の能力値は各学習者の学習者トークン埋め込みベクトルの
第一主成分得点にのみ保持されていることがわかる．

8. 予測確率を用いた困難度の抽出

Ehara（2022b）の手法では，マスク言語モデルである BERT本体には，困難度を直接表現す
るパラメタは存在しない．また，パラメタも膨大であるため，fine-tuneされたモデルから直接
困難度パラメタを抽出することは難しい．しかし，このモデルは学習者個別の予測が可能で
ある．そこで，同じ T 人の集合に対する各項目の正答確率を予測させた上で，その確率の平
均値と T 人をかけあわせて，平均で何人正答者がいると予測されているかを計算することで，
困難度を表現する値自体は抽出可能と考えられる．実際に図 9に，これを行った結果を示し
た．縦軸は，前述の方法による予測正答者数である．IRTを用いて図 5の全てのデータが見え
ている状態で推定した項目の困難度パラメタの値が横軸である．相関係数は，図 9では 0.78
（p < 0.01）であり，BERTモデルから IRTの困難度と統計的有意に相関する困難度パラメタの
推定値を取り出せていることが分かる．

図 9．予測正答者数と −（IRTの困難度）．



38 統計数理 第 72 巻 第 1 号 2024

9. 議論

表 1と表 2はどちらも多肢選択式であるが，表 1が下線部の同義表現を選択肢から探させ
る項目，表 2が空欄補充形式になっていることの影響について議論する．まず，「空欄補充」
（fill-in-the-blank）といった場合，空欄を埋める文字列を学習者自身が思いつかないといけない
形式の項目を意味する事も多くある．この意味での空欄補充であれば，「一般論としては空欄
補充のほうが難易度が高い」といえる．
一方，今回の設問は，空欄に当てはまるものの選択肢が与えられているため，あくまで多肢

選択式の出題方法の 1つとして，項目文中の下線部の同義表現を探す形式（下線部形式）と空欄
補充形式との間で困難度に差があるかどうかが議論の焦点になる．結論としては，著者の知る
限り，多肢選択式の項目において項目文の下線部形式と空欄補充形式の差が，他の要因に比べ
て大きく困難度に影響することを示した既存研究はない．むしろ，下線部形式か空欄補充形式
かの差よりも他の要因の方が困難度に大きく影響することが示されている．熊澤（2010）では，
言語テストにおける，多肢選択式の出題方法の 1つとしての空欄補充形式と他の形式の困難度
等の比較を，英語学習者 608名を対象として行っている．熊澤（2010）では，下線部形式を扱っ
てはいないものの，多肢選択式の空欄補充形式として，本稿のような 1文中の空欄補充と複数
文からなる短文会話の中の空欄を補充する「クローズ」という形式の 2つが比較されている．多
相ラッシュモデルを扱うソフトウェアである FACETSを用いて分析したところ，通常の空欄
補充の困難度が −0.10であり，クローズの空欄補充の困難度が 0.36と報告されており，同じ空
欄補充形式でも大きな違いが出ることが示されている．熊澤（2010）の分類では，下線部形式と
同様，「最初に提示される選択肢ではないテキストに空欄がなく」，「選択肢として英文が並べ
られ」，「1つだけ正しい英文を選ぶ」という形式の項目は，提示された和文と同じ意味の英文を
選択肢から選ぶ「和文英訳」しかないが，この形式の項目の困難度は −0.08と，通常の空欄補充
形式ともっとも近い値を取っている．
また，多肢選択式の分類では，下線部形式と空欄補充形式の様な項目文による分類の他に，

選択肢による分類もあり得る．池上（2015）の分類では，本稿の下線部形式も空欄補充形式も，
どちらも「通常の択一式」に分類される．一方，「（他の選択肢に）正答なし」が選択肢に入る「「正
答なし」を含む択一式」や，複数の選択肢が正答になり得る「複数選択式」があり，この順番に困
難度が高くなることが報告されている．
以上のように，下線部形式か空欄補充形式か以外の要因の方が困難度に影響を及ぼすことが

報告されており，本稿では，空欄の有無の違いはあるとはいえ，どちらも択一式の形式の項目
を扱っていることから，空欄を用いる形式以外の要因が困難度に影響していると考えることが
妥当であると思われる．すなわち，最初に設定した，通常の意味に関する項目か，意外な意味
に関する項目であるかの差異が困難度により大きく影響していると推察される．

10. おわりに

本稿では，外国語の語彙学習支援を中心に，IRTに注目して，特に項目のテキスト表現から
項目の困難度パラメタを推定する手法についてレビューを行った．そして，直近の BERTなど
のマスク言語モデルの事前学習済みモデルをそのまま活用して，能力値や困難度を抽出するこ
との可能な手法を Ehara（2022b）に基づき，詳細に説明した．
今後のこの分野の研究の方向性について述べる．本稿では，語彙学習支援を中心に述べ，実

験もこれに関して記した．しかし，もちろん，教育応用は語彙学習支援だけではない．大規模言
語モデル（Large Language Models, LLMs）の性能が近年，急速に向上しており，特に ChatGPT
（https://chat.openai.com/）等の大規模言語モデルを用いれば，項目文を解釈して，項目の困難
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度を推定することはかなり可能であると思われる．実際，ChatGPTを用いて，外国語学習の
項目で，困難度を数値指定できることについては，著者はある程度確かめている．外国語学習
以外の応用に広げていることが今後の課題となろう．また，困難度が関心の中心であったが，
大規模言語モデルから識別力の値を抽出する手法については，著者の知る限りほとんど報告が
ない．これも，著者はある程度予備実験を行っているが，今後のおもしろい研究課題になると
考えられる．
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Interpretable Natural Language Processing Models for Educational
Applications

Yo Ehara

Faculty of Education, Tokyo Gakugei University

In education applications, measuring the ability of a learner or the characteristics of
a question, such as the difficulty of a question, is a fundamental task that has broad util-
ity in learning support systems and other applications. If human teachers can interpret
the abilities of examinees and the characteristics of questions rather than simply using
models to predict whether subjects will answer a given question correctly, the abilities
and characteristics can also be used by human teachers when teaching. In statistics, item
response theory (IRT) has been used to estimate interpretable parameters from the re-
sponse patterns of test takers although IRT does not use the natural language text of
each question. By contrast, in natural language processing, there has been interest in
research to extract item characteristics such as difficulty from the text of questions. In
particular, research on difficulty estimation from text has been active in applications such
as language learning support, where values that can explain much of the difficulty of a
question can be extracted from easy-to-extract features, such as word frequency. In the
present paper, we explain how difficulty estimation from text is related to IRT, introduc-
ing research in various fields in addition to statistics, with particular focus on learning
vocabulary and reading in second languages. We then discuss recent neural methods such
as self-supervised learning and Transformers, which have achieved high accuracy in recent
years in analyses that consider the meaning of text.

Key words: Item response theory, natural language processing, second language acquisition.
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要 旨

e-Testingの特徴は異なる問題で構成されるが同一精度の測定を実現できるテストの自動構成
であり，その重要な課題は可能な限り多くのテストを生成することである．自動テスト構成手
法は多数存在するが，整数計画法を用いた最大クリークが現在最も多くのテストを高い測定精
度で生成できることが報告されている．しかし，この手法は，テスト間に項目の重複を許すた
め，項目の出題頻度に偏りを生じさせ，テストの信頼性を低下させる．この問題を解決するた
めに，本研究では整数計画法の目的関数に露出数を所与としたロジスティック関数による以下
の 2種類のペナルティ，（1）ロジスティック関数による決定論的ペナルティ，（2）ロジスティッ
ク関数による確率論的ペナルティ，を提案する．数値実験により，提案手法はテスト数を減ら
すことなく露出数の偏りを減らすことを示す．

キーワード：自動テスト構成，項目反応理論，e-Testing，項目露出問題，整数計画法．

1. はじめに

e-Testingとは，異なる問題で構成されるが，同一精度の測定を実現できるコンピュータテス
トのことである（Ueno, 2021; Ueno et al., 2021）．e-Testingを用いることで，同一能力の受検
者が異なるテストを受検しても同一得点となる保証がある．そのために，受検者が同一精度で
複数回受検が可能となる．我が国においても医療系大学間共用試験や情報処理技術者試験など
が e-Testingで行われている．また，大学入学試験や公務員試験での導入も検討されている（植
野, 2023）．
歴史的には，e-Testingのアイデアは Lord and Novick（1968）が同じ真の得点を測定する 2つ

のテストについて並行テストと定義したことから始まる．しかし，並行テストは古典的テス
ト理論における仮定であり，このようなテストの実現は困難であった．そのため，Samejima
（1977）は項目反応理論（Item Response Theory: IRT）（例えば，van der Linden, 2017）を用いて，
並行テストの概念を拡張した．具体的には，項目反応理論におけるテスト情報量の逆数が受検
者能力推定値の漸近分散に収束することを用いて，この値が等価なテストを弱並行テストとし
て定義した．e-Testingの普及に伴い，この弱並行テストの概念に基づいた自動テスト構成手
法が数多く提案されている（Boekkooi-Timminga, 1990; Armstrong et al., 1994, 1998; van der
Linden and Adema, 1998; van der Linden, 2005; Songmuang and Ueno, 2011; Ishii et al., 2013,
2014; Ishii and Ueno, 2017; Fuchimoto et al., 2022）．

†電気通信大学 大学院情報理工学研究科：〒 182–8585 東京都調布市調布ヶ丘 1–5–1
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図 1．アイテムバンクからの自動テスト構成．

一般に，e-Testingではテストの管理方法としてアイテムバンク方式が用いられる．アイテム
バンクとは出題する問題（以降，項目と呼ぶ）の出題分野や統計データ等を格納しているデータ
ベースのことである．自動テスト構成では所望のテストの性質を満たす項目の組合せをアイテ
ムバンクから計算機により探索する．
図 1は自動テスト構成手法の概念図である．一般に，自動テスト構成ではアイテムバンクか

ら互いに受検者得点の予測測定誤差が等質となるように異なる項目の組合せを列挙する．これ
により，同一能力の受検者が異なるテストを受けても同一の得点となることが保証される．
自動テスト構成手法で最も有名な Big Shadow Test method（BST法）では混合整数計画法を
用いて，目標とする受検者の測定誤差からの差異が最小となるテストを貪欲法で逐次的に構
成する（van der Linden, 2005）．しかし，BST法は逐次的に誤差が小さいテストから構成する
ため，テスト数の増加につれて，受検者の予測測定誤差が大きくなる問題がある．そのため，
BST法はテスト数を十分に確保できず，実用的でない．例えば，年間 20万人以上受検する情
報処理技術者試験の一区分「ITパスポート試験」（独立行政法人情報処理推進機構, 2023）では全
国 47都道府県に設置された複数の会場で月に数回開催されている．また，年間 1万人以上受
検する医療系大学間共用試験（公益社団法人医療系大学間共用試験実施評価機構, 2023）では各
大学ごとにカリキュラム（臨床実習開始時期）に応じて異なる時期にテストを受検する必要があ
る．さらに，これらの試験ではカンニング等の不正防止のために，同一試験会場であっても受
検者ごとに異なるテストを出題している．したがって，受検者数以上のテストを用意しなけれ
ば同じ項目で構成されるテストが再出題され，テストの信頼性低下につながる（Wainer, 2000）．
この問題を解決するために，Ishii et al.（2013）はその当時，最も多くのテストを構成する最
大クリーク法を提案した．この手法は自動テスト構成をグラフ上で定義される最大クリーク問
題に帰着させる．具体的には，与えられたアイテムバンク・テスト構成条件で構成可能な全て
のテストを頂点集合とし 2つのテストが等質かつ共通する項目の数が一定数以下である場合
に，頂点（テスト）間に辺を引いたグラフからクリークと呼ばれる任意の 2頂点が隣接している
最大の部分グラフ構造を探索することで自動テスト構成を行う．
この手法は理論的に最大数のテスト構成を保証するが，構成可能な全てのテストを頂点とす

るグラフ構造は組合せ爆発的に大きくなるため，最大クリークを探索することやグラフ構造を
メモリ上に保存することは困難である．そのため，Ishii et al.（2014）はグラフ全域から部分グ
ラフをランダムに抽出し，ここから最大クリーク探索を繰り返すことによりグラフ全体の最大
クリークを近似的に探索する手法を提案した．本手法により，当時の既存研究よりも 10～100
倍以上多くのテストを構成できるようになっている．
しかし，最大クリーク探索は最先端の最大クリーク探索手法（Tomita et al., 2016; Li et al.,

2017）を用いても，O(|V |2)（|V |はグラフの頂点数）の空間計算量を少なくとも必要とするため，
（著者らの計算機環境で）最大で 10万のテストを構成することが限界であった．そこで，Ishii
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図 2．露出数のヒストグラムの例．

and Ueno（2017）は探索中のクリークの全頂点と隣接する頂点を整数計画法を用いて逐次的に
探索することで，計算に必要な空間計算量を O(|V |)へ減少させる手法を提案した．これによ
り，10万を超えるテストを構成できるようにした．ただし，整数計画法の時間計算量が O(2n)

（nはアイテムバンクの項目数）と大きく，テスト構成数の改善は僅かなものであった．
整数計画法の計算時間を改善するために，Fuchimoto et al.（2022）は探索中のクリークの全

頂点と隣接する頂点を並列探索する Hybrid Maximum Clique Algorithm Using Parallel Integer
Programming method（HMCAPIP法）を提案した．本手法により，最も時間を要した整数計画
法による頂点探索を並列化することで探索時間を大幅に減少できた．具体的には多くの条件下
で探索時間を非並列化時の約 25%程度に抑えられた（Fuchimoto et al., 2022）．さらに，並列
化探索で得られた頂点を整数計画法の目的関数の下限値として用いることで分枝限定法の効果
により探索を高速化した．結果として，最大 7日間で当時の最新研究の約 2.7倍にあたる約 27
万のテスト生成を実現している（Fuchimoto et al., 2022）．
しかし，これらの手法はテスト間に重複を許すことで各項目の出題回数（以降，露出数と呼

ぶ）に偏りが生じる．図 2は Synthetic Personality Inventory（SPI）試験（Recruit, 2023）で実際
に用いられていたアイテムバンクを用いて従来手法（Fuchimoto et al., 2022）によりテスト構成
したときの各項目の露出数のヒストグラムを示したものである．図 2より，露出数のばらつき
が大きいことがわかる．特に，4500回以上出題される項目やほとんど出題されない項目が存在
する．このような露出数の偏りはさまざまな弊害を生じる．最も深刻な問題は，露出数の大き
い項目が受検者間で共有され受検対策されてしまい，その項目の信頼性を低下させることであ
る（Wainer, 2000）．また，作問にかかるコストは多大であり，露出の低い項目は可能な限り出
題することが望ましい．そのため，露出数は可能な限り一様であることが理想的である．
露出数の偏りを軽減するために，Ishii and Ueno（2015）は最大クリーク法と整数計画法を用
いた手法によりテストを構成し，その中から最も露出率が小さいテスト構成を選択するアルゴ
リズムを提案した．具体的には，探索した全てのテスト群を候補として保存しておき，最後に
候補中で最も露出率が小さいテスト群を出力する．これによって，従来手法よりも最大露出率
を約 0.1%～4%軽減できた．しかし，これらの手法は露出の偏りを軽減する定式化がされてい
ないため，その改善に限界がある．
その他に，適応型テストでは数多くの露出制御手法が提案されている（Hetter and Sympson,

1997; van der Linden and Reese, 1998; Stocking and Lewis, 1998, 2000; van der Linden and Veld-
kamp, 2004; van der Linden, 2017; van der Linden and Choi, 2020）．ここで，適応型テストと
は受検者の能力を逐次的に推定しながら，その能力に応じて測定精度が最も高い項目を出題す
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るテスト形式の一つである．最も代表的な手法として，van der Linden and Reese（1998）は最
大露出数の上限を制約式に与えた整数計画問題を用いて項目を選択する手法を提案した．この
手法は最大露出数を厳密に制御できるが，受検者の能力推定精度が低下する．この問題を緩
和した手法として，確率的アプローチが提案されている（Hetter and Sympson, 1997; van der
Linden and Reese, 1998; Stocking and Lewis, 1998, 2000; van der Linden and Veldkamp, 2004;
van der Linden, 2017; van der Linden and Choi, 2020）．例えば，Sympson-Hetter 法では各項
目の露出数に応じた出題確率をシミュレーション実験により求め，その確率に応じて出題を
行う（Hetter and Sympson, 1997; Stocking and Lewis, 1998, 2000）．さらに，シミュレーショ
ン実験不要な手法として，van der Lindenらは各項目の出題可能な確率を意味する適格確率
を定義し，受検者ごとに適格確率に従ってアイテムバンクからその項目を除くことで露出数
を制御する手法を提案した（van der Linden and Reese, 1998; van der Linden and Veldkamp,
2004; van der Linden, 2017; van der Linden and Choi, 2020）．しかし，これらの手法（Hetter
and Sympson, 1997; van der Linden and Reese, 1998; Stocking and Lewis, 1998, 2000; van der
Linden and Veldkamp, 2004; van der Linden, 2017; van der Linden and Choi, 2020）は最大露出
率の抑制のみを目的としており，露出数を一様に近づけることは限定的である．そのため，こ
れらのアイデアを並行テストに適用することは可能かもしれないが，本論文が目標としている
露出数を一様に近づけ各項目の露出数を減少させることは難しい．
露出数の偏りを防ぐために，本研究では露出数を所与としたロジスティック関数による 2種

類のペナルティ項を HMCAPIP法における整数計画問題の目的関数に追加することを提案す
る．1つ目はこのロジスティック関数を用いた決定論的ペナルティ項である．この決定論的
ペナルティ項は露出数に応じた負の重みを常に各項目の決定変数に与える．2つ目はロジス
ティック関数を用いた確率論的ペナルティ項である．確率論的ペナルティ項は数理計画法の
Big-M法（Williams, 1990）に基づいて，露出数に応じた確率により，大きな負の重みを各項目
の決定変数に与える．
本論文では，提案手法の有効性をシミュレーション及び実データを用いて示した．具体的に

は，従来手法と比較して，テスト構成数を減少させることなく，露出数の偏りを抑制できるこ
とを示した．

2. 項目反応理論

項目反応理論は受検者の項目への正答確率をモデル化し，異なる項目から構成されるテスト
を受けた受検者の能力を同一尺度上で評価できる．
一般的に，テストでは項目 i(= 1, . . . , n)に対する受検者 j(= 1, . . . ,m)の反応 uij を以下のよ

うに表す．

ui,j =

⎧⎨
⎩

1 i番目の項目に受検者 j が正答

0 それ以外

本論文では，項目反応理論の中で最もよく使われている 2 母数ロジスティックモデル（2-
Parameter Logistic Model:2PLM）を用いる．このモデルでは，能力値 θj ∈ (−∞,∞)を持つ受
検者 j が項目 iに正答する確率 pi(θj)を以下のように定義する．

pi(θj) ≡ p(uij = 1|θj)(2.1)

=
1

1 + exp(−1.7ai(θj − bi))

ここで，ai ∈ [0,∞), bi ∈ (−∞,∞) はそれぞれ i番目の項目の識別力パラメータ，難易度パ
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ラメータと呼ばれる項目パラメータである．
IRTでは項目 iにおいて，式（2.1）を用いて計算したフィッシャー情報量を項目情報量 Ii(θ)

（Item Information）と呼び，以下のように表す．

(2.2) Ii(θ) = 1.72a2
i pi(θ)(1 − pi(θ))

また，テストに含まれる項目の項目情報量の総和をテスト情報量と呼び，以下のように表す．

(2.3) I(θ) =
∑
i∈T

Ii(θ)

ここで，T はテストに含まれる項目の集合である．このテスト情報量の逆数が受検者能力推定
値の漸近分散に収束する（Lord and Novick, 1968）．Samejima（1977）は，このテスト情報量が
等価なテストを弱並行テストとして定義した．ただし，この時点の弱並行テストはテスト項
目数やカテゴリ区分などの制約を一切課していない．多くの自動テスト構成手法（Boekkooi-
Timminga, 1990; Armstrong et al., 1994, 1998; van der Linden and Adema, 1998; van der Linden,
2005; Songmuang and Ueno, 2011; Ishii et al., 2013, 2014; Ishii and Ueno, 2017; Fuchimoto et al.,
2022）がこの弱並行テストの定義に基づいている．
全ての受検者の能力値 θj ∈ (−∞,∞) について，テスト情報量が等価なテストを生成
するのは困難である．そのため，実際にはテスト情報量における受検者の能力値 θk を
θk = {θ1, θ2, . . . , θK}のように幾つかの点でサンプリングし，離散的に扱う．例えば，van der
Linden（2005）は混合整数計画問題を用いて，サンプリングした各点 θk ごとにテスト情報量の
目標値を設定し，その目標値との誤差の和が最小となるテスト情報量を持つテストを逐次的に
構成している．しかし，この手法は誤差が小さいテストから逐次的に構成するため，テスト数
が増加するに従って，受検者の予測測定誤差が大きくなる問題がある．
この問題を解決するために，Ishii et al.（2014）は θk におけるテスト情報量の上限・下限制約

（UB(θk)，LB(θk)）を設定し，全ての制約を満たすテストを受検者得点の予測測定誤差が等質で
あるとした．これにより，受検者の予測測定誤差の許容範囲を事前に設定できるため，テスト
数が増加するに従って，受検者の予測測定誤差が大きくなる問題が解消される．図 3は，表 1
に示した並行テストのテスト情報量への上限下限の例である．図中の#1～#4は構成テストの
情報量関数である．#1，#2は共に制約を満たしており等質である．一方で，#3，#4は制約を
満たしておらず等質でない．

図 3．テスト情報量への上限下限の例．
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表 1．テスト情報量制約の例．

3. 自動テスト構成アルゴリズム

本章では，現在最も多くのテストを生成可能な最大クリーク法を用いた自動テスト構成手法
を紹介する．

3.1 最大クリーク法を用いた自動テスト構成
Ishii et al.（2013）はテスト構成をグラフ上で定義される最大クリーク問題に帰着することで，
厳密に最大数のテストを構成する手法を提案した．ここで，クリークとは任意の 2頂点が隣接
している部分グラフである．具体的には，無向グラフ G = (V,E)を頂点の有限集合 V と辺の
集合を E としたとき，最大クリーク法は次のように定式化できる．

variables C ⊆ V(3.1)

maximize |C|(3.2)

subject to ∀v, ∀w ∈ C, {v, w} ∈ E(3.3)

{v, w} ∈ E は頂点 v, wに辺が引かれていることを意味する．
最大クリーク法によるテスト構成は図 4のように，テスト候補を以下のグラフ構造とみな
し，その中から最大クリーク探索を行うことで，テスト構成する．
（頂点） 与えられたアイテムバンクからテストの構成条件を満たす全てのテストを頂点と
する．
（辺） 2つのテスト候補の共通する項目数が一定値以下（以降，OCと呼ぶ）の場合，その 2つ
の頂点（テスト）間に辺を引く．
このグラフの任意の頂点はテスト構成条件を満たしている．さらに，クリーク中の任意の 2

頂点は隣接しており，OCを満たす．したがって，このクリーク中の頂点に対応するテストは
それぞれ等質であり，その中でも最大クリークは理論的に最大数を保証したテスト群となる．
最大クリーク法のアルゴリズムを以下に示す．ただし，詳細なアルゴリズムについては Ishii

et al.（2013, 2014）を参照されたい．

（1）アイテムバンクの項目の全ての組合せから，OC以外の条件を満たすテストの組合せを探
索木（Ishii et al., 2013, 2014）を用いて全て列挙する．

（2）（1）で列挙したテストをそれぞれ頂点とみなし，2つのテストの共通する項目数が OC以
下の場合，その頂点間に辺を引く．

（3）（1），（2）で生成されたグラフから最大クリーク探索（例えば，Tomita et al., 2016 や Li
et al., 2017）を行う．

この手法は厳密に最大数のテストを構成できるアルゴリズムであるが，時間，空間計算量が
O(20.19171|V |)，O(|V |2)と計算コストが高い（Nakanishi and Tomita, 2008）．特に，自動テスト
構成ではグラフの頂点の総数 |V |はアイテムバンクの項目数に対して，組合せ爆発的に増加す
る．そのため，実際のアイテムバンクは数千項目から構成されるため，最大クリーク探索を厳
密に行うことが困難である．
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図 4．最大クリーク法の概要図．

これらの計算コストを緩和するため，Ishii et al.（2014）は最大クリーク探索を行う近似アル
ゴリズム Random Maximum Clique Problem method（RndMCP法）を提案した．最大クリーク
法の問題点は，テスト構成数が増加するとグラフの探索空間が莫大となることである．そのた
め，RndMCP法ではテスト候補グラフ全体から部分グラフをランダムに抽出し，このグラフ
から最大クリーク探索を繰り返す．これにより，グラフ全体の最大クリークを近似的に探索
する．RndMCP法は従来手法（van der Linden, 2005; Sun et al., 2008; Songmuang and Ueno,
2011）と比較して，10～1000倍以上多くのテストを構成できた．

3.2 整数計画法を用いた最大クリークアルゴリズム
RndMCP法は空間計算量が大きく，10万程度のテスト構成が上限であった．RndMCP法

の空間計算量を緩和するために，Fuchimoto et al.（2022）は整数計画法を用いた二段階並列探
索手法である Hybrid Maximum Clique Algorithm Using Parallel Integer Programming method
（HMCAPIP法）を提案した．HMCAPIP法の第一段階目は RndMCP法でメモリが許す限り多
くのテストを生成する．HMCAPIP法の第二段階目は空間計算量が小さいが，時間計算量が大
きい整数計画法による探索に切り替え，さらに多くのテストを生成する．具体的には，第一段
階目に求めたクリークの全頂点と接続する頂点を以下の整数計画法により求める．

maximize
n∑

i=1

λixi,(3.4)

subject to
n∑

i=1

= L,(3.5)

n∑
i=1

Xi,txi ≤ OC (t = 1, 2, . . . , |C|),(3.6)

LBθk ≤ I(θk) ≤ UBθk (k = 1, 2, . . . ,K).(3.7)

ここで，xiは項目 iを選択する場合に 1，選択しない場合に 0を示す決定変数，Xi,tはクリー
ク中の t番目のテストに項目 iが含まれる場合に 1, 含まれない場合に 0を示す定数，Lはテス
トの長さを表す定数である．また，λiは互いに独立な [0, 1]の連続一様分布からの乱数であり，
整数計画法を解く度にリサンプリングする．この乱数により，実行可能解の中からランダムに
テストを生成できる．
さらに，Fuchimoto et al.（2022）は整数計画法の計算時間を緩和するために，頂点探索を並

列化した．これにより，同一計算時間内において，HMCAPIP法は最大 7日間で当時の最新研
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究の約 2.7倍にあたる約 27万のテスト生成可能としている（Fuchimoto et al., 2022）．

4. 提案手法

現在，HMCAPIP法は世界で最も多くのテストを生成できる．しかし，HMCAPIP法はテス
ト間に項目の重複を許すため各項目の露出数に偏りが生じる．この露出数の偏りはさまざまな
弊害を生じる．最も深刻な問題は，露出数の大きい項目が受検者間で共有され受検対策されて
しまい，その項目の信頼性を低下させることである（Wainer, 2000）．また，作問にかかるコス
トは多大であり，露出の低い項目は可能な限り出題することが望ましい．そのため，露出数は
可能な限り一様であることが理想的である．

HMCAPIP法においても，整数計画法の目的関数の決定変数に乱数の重み付け λi を与える
ことで，露出数の偏りを軽減している．しかし，各項目の特性（識別力パラメータや難易度パ
ラメータ）に依存して，実行可能解中に既に露出数の偏りが生じており，λi による改善には限
界がある．
この問題を緩和するために，本研究では既に生成したクリークの露出数を所与としたロジス

ティック関数によるペナルティを HMCAPIP法における整数計画問題の目的関数に追加する．
具体的には，以下の 2種類のペナルティ，（1）ロジスティック関数による決定論的ペナルティ，
（2）ロジスティック関数による確率論的ペナルティを提案し，露出数の標準偏差と最大露出率
を従来手法よりも減少させる．
はじめに，現時点で生成したテスト群 U における，項目 iの露出数 IEiを以下のように定義

する．

(4.1) IEi =

|U|∑
t=1

Xi,t.

露出数 IEi はテスト構成数に応じて増加する．そのため，提案手法ではテスト構成数に依ら
ず露出数を共通尺度上で扱えるように，標準化露出数 zi を以下のように定義する．

(4.2) zi =
IEi − IEμ

IEσ
.

ただし，IEμ と IEσ はそれぞれ全項目の露出数の平均値と標準偏差を示す．標準化露出数 zi

が標準正規分布に従うと仮定すると，その累積分布関数は次のロジスティック項目露出関数
f(zi)で近似できる．

(4.3) f(zi) =
1

1 + exp−zi
.

ロジスティック項目露出関数 f(zi)は [0,1]の範囲における露出数の度合いとして解釈でき
る．また，ロジスティック項目露出関数 f(zi)は決定変数の重み λi の範囲に対応する．この性
質を用いて，提案手法では HMCAPIP法の目的関数に対する決定論的・確率論的ペナルティを
2つ提案する．

4.1 決定論的ペナルティ
ロジスティック項目露出関数を [0, 1]の度合いとして解釈すると，乱数の重み λi の値域と対
応する．そのため，決定論的ペナルティではロジスティック項目露出関数を単純な決定変数の
ペナルティの重みとして扱うことを考える．具体的には以下の目的関数を最適化し，テストを
生成する．本研究ではこの手法を提案手法（Det）と呼ぶ．
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図 5．標準化露出数と決定変数の重みの散布図．

(4.4) maximize
n∑

i=1

(
λi − 1

1 + exp−zi

)
xi.

数式（4.4）の意味を説明するために，図 5（a）及び図 5（b）に従来手法と提案手法（Det）における
目的関数の決定変数の重み λi と λi − 1

1+exp−zi
をそれぞれ取り出し 500個プロットした．た

だし，標準化露出数は標準正規分布からの乱数，λi は互いに独立な [0, 1]の連続一様分布から
の乱数としてデータを発生させた．図 5（a）より，従来手法では露出数を全く考慮しておらず
偏りが生じる．一方で，図 5（b）より，提案手法（Det）では目的関数の決定変数の重みはロジス
ティック関数に従い，各項目の標準化露出数が小さい（大きい）ほど大きく（小さく）なる．これ
により，この目的関数の最適解は現時点で露出数の高い項目の選択を抑制し，露出数の低い項
目の選択を促進できる．したがって，提案手法（Det）では露出数の標準偏差を抑制したテスト
構成が期待できる．

4.2 確率論的ペナルティ
提案手法（Det）では露出数の高い項目についても乱数の値によって，決定変数の重みが大き
くなる．そのため，提案手法（Det）では露出数の高い項目に対するペナルティが小さい．本章
では露出数の高い項目に対して，数理計画法の Big-M法（Williams, 1990）に基づいた重いペナ
ルティを与えることを考える．Big-M法は決定変数の重みの上界よりも大きなペナルティM

を与えることで，不必要な変数選択の個数を抑制できる定式化として知られている．例えば，
提案手法において j番目の決定変数 xj の変数選択を可能な限り避けたいとする．このとき，以
下の目的関数の値は xj を含む実行可能解より含まない実行可能解の方が必ず大きな値を取る．
したがって，決定変数 xj を含む実行可能解は含まない実行可能解が存在しない場合を除き選
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択されないことが保証される．

(4.5) maximize
n∑

i=1

λixi −Mxj

(
n∑

i=1

λixi < M

)
.

この Big-M法を用いて，確率論的ペナルティではロジスティック項目露出関数を確率とみな
し，この確率に従ってペナルティM を与える．具体的には以下の目的関数を最適化し，テス
トを生成する．本研究ではこの手法を提案手法（Stoch）と呼ぶ．

maximize
n∑

i=1

(λi −Mi,p)xi,(4.6)

Mi,p =

⎧⎨
⎩
M ηi <

1

1+exp−zi
,

0 otherwise.

ここで，ηi は互いに独立な [0, 1]の連続一様分布からの乱数であり，整数計画法を解く度にリ
サンプリングする．
数式（4.6）の意味を説明するために，図 5（a）及び図 5（b）と同様の手順で，図 5（c）に従来手法

と提案手法（Det）における目的関数の決定変数の重み λi −Mi,p を取り出し 500個プロットし
た．ただし，ペナルティの値は λi の最大値よりも大きいM = 2とした．図 5（c）より，提案手
法（Stoch）の決定変数の重みはペナルティが与えられない場合と与えられる場合でそれぞれ決
定変数の値域が [0, 1]と [0 −M, 1 −M ]の 2群に分離される．また，ペナルティM が与えら
れる項目はロジスティック項目露出関数に従うため，標準化露出数が相対的に大きな（小さな）
項目ほど，ペナルティが与えられる（与えられない）確率が高いことがわかる．結果として，こ
の目的関数の最適解は極端に露出数の高い項目（最大露出数）の選択を避けることができる．一
方で，提案手法（Stoch）では標準化露出数が極端に大きい項目のみを抑制するので，提案手法
（Det）ほど露出数の標準偏差を抑えられない可能性がある．

4.3 決定論的・確率論的ペナルティ
提案手法（Det）及び提案手法（Stoch）はそれぞれ露出数の標準偏差と最大露出率を抑える効果
が期待できる．これらの手法は独立して決定変数の重みにペナルティを与えられるため，単純
な提案手法（Det）と提案手法（Stoch）の組合せにより，露出数の標準偏差と最大露出率を両方抑
えることが可能かもしれない．具体的には以下の目的関数を最適化し，テストを生成する．こ
の手法を提案手法（Det+Stoch）と呼ぶ．

maximize
n∑

i=1

(
λi − 1

1 + exp−zi
−Mi,p

)
xi,(4.7)

Mi,p =

⎧⎨
⎩
M ηi <

1

1+exp−zi
,

0 otherwise.

数式（4.7）の意味を説明するために，図 5（a）～（c）と同様の手順で，図 5（d）に提案手法
（Det+Stoch）における目的関数の決定変数の重み λi − 1

1+exp−zi
−Mi,pを取り出し 500個プロッ

トした．提案手法（Det+Stoch）では各項目の露出数が小さい（大きい）ほど，大きく（小さく）な
る．これにより，この目的関数の最適解は現時点で露出数の高い項目の選択を抑制し，露出数
の低い項目の選択を促進できる．さらに，提案手法（Det+Stoch）ではペナルティM を与えら
れると目的関数の決定変数の重みが極端に小さな値となり，標準化露出数の相対的に大きな項
目ほど，ペナルティが与えられることがわかる．これにより，この目的関数の最適解は露出数
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の高い項目ほど不必要な選択を避けることができる．

5. 評価実験

提案手法が従来手法よりもテスト構成数を減少させず，露出数の偏りを減少させることをシ
ミュレーション実験により示す．具体的には従来手法（MCALIE法（Ishii and Ueno, 2015）及び
HMCAPIP法（Fuchimoto et al., 2022））とテスト構成数，最大露出率及び露出数の標準偏差を
比較した．ここで，最大露出率及び露出数の標準偏差は生成したテスト群 U における，項目 i

の露出数 IEi（式（4.1））と全項目の露出数 IEi の平均値 IEμ を用いて以下の通り計算した．

最大露出率 =
max{IE1, IE2, . . . , IEn}

|U |(5.1)

露出数の標準偏差 =

√√√√ 1

n

n∑
i=1

(IEi − IEμ)2(5.2)

また，各手法の計算時間は最大 24時間とし，MCALIE法と HMCAPIP法のパラメータはそれ
ぞれ，Ishii and Ueno（2015）と Fuchimoto et al.（2022）が実施した条件と同様である．アイテ
ムバンクにはシミュレーション及び Synthetic Personality Inventory（SPI）試験（Recruit, 2023）
で実際に用いられていたデータを用いた．シミュレーションアイテムバンクは 2000の項目を
持ち，各項目の識別力パラメータを a ∼ U(0, 1)，難易度パラメータを b ∼ N(0, 12)として発生
させた．実データアイテムバンクの詳細は表 2の通りである．
本研究では，これらのアイテムバンクから表 3のテスト情報量制約を満たす 25項目（L = 25）

のテスト構成を行った．また，OCの値は 1～10と 1つづつ変化させて評価実験を行った．これ
らの条件は Fuchimoto et al.（2022）の評価実験と同様であり，実際に運用されている e-Testing
の規模におけるテスト構成を模倣している．
結果を表 4に示す．はじめに，提案手法は最大露出率および露出数の標準偏差を従来手法よ
りも抑えることができた．また，一部の条件において，従来手法（MCALIE）が露出数の標準偏
差を抑えたが，他の手法に比べてテスト構成数が小さく，受検者数が 10万人を超えるような試
験では実用的でない．提案手法ごとに分析すると，提案手法（Det）は露出数の標準偏差を小さ

表 2．実アイテムバンクの詳細．

表 3．テスト情報量制約．
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表 4．従来手法と提案手法のテスト構成数および露出数．

くできていることがわかる．これは，提案手法（Det）がロジスティック項目露出関数を用いた
決定論的な重みを与えることで，露出数の低い項目ほど選ばれやすく，露出数の高い項目ほど
選ばれにくくなるためである．一方で，提案手法（Stoch）は最大露出率を抑制できている．こ
の理由は，提案手法（Stoch）が露出数の極端に高い項目に Big-M法に基づいた重みを与えるの
で，その時点で露出数の高い項目を選択しないことにある．さらに，提案手法（Det+Stoch）は
提案手法（Det）と提案手法（Stoch）の長所を持ち，最大露出率および露出数の標準偏差が最も抑
えられる傾向にあった．
また，驚くべきことに，露出数を制御しているにも関わらず提案手法は従来手法（HMCAPIP）

と同等以上のテストを構成できた．この理由は，露出数を制御しながらテスト構成する提案手
法の方が従来手法よりも局所解（極大クリーク）に陥りにくく，多くのテストを構成できたと推
測される．特に，従来手法では露出率の高い項目が存在することで，重複項目数の条件を満た
す項目の組合せがテスト数を増加させるほど少なくなってしまい，局所解に陥るのかもしれな
い．実際に，最大露出率を抑えるためのペナルティだけを持つ提案手法（Stoch）が最もテスト
構成数を増加させる傾向があった．そのため，提案手法（Stoch）が決定論的ペナルティを持つ 2
つの提案手法と比較して，最大露出率を抑えつつランダム性を持っており，テスト構成数を増
加させていると推測できる．
次に，各手法の露出数の分布を分析するために，図 6は（アイテムバンクサイズ，重複項目数
条件）=（978,10）の条件における各手法の露出数のヒストグラムを表したものである．図 6（a）
より，従来手法（HMCAPIP）は露出数の偏りが大きく，4500回以上出題される項目が多数存
在する．一方で，図 6（d）より，提案手法（Det+Stoch）では露出数の偏りがほとんどない．ただ
し，図 6（b）より，提案手法（Det）は 4500回以上出題された項目が存在し，図 6（c）より，提案
手法（Stoch）はほとんど出題されない項目が存在する．そのため，いずれかのペナルティだけ
では，露出数の偏り改善に限界があった．
提案手法（Det）と提案手法（Stoch）で一部の項目に偏りが生じた原因は各項目のパラメータの
特性値によるものと考えられる．特に，識別力パラメータの値が高い項目は情報量が高く，実
行可能解に含まれる割合が大きいと推測される．そこで，（アイテムバンクサイズ，重複項目
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図 6．露出数のヒストグラム（実データアイテムバンク，OC=10）．

数条件）=（978,10）の条件について，各手法における各項目の識別力パラメータとその項目の露
出数を図 7にプロットした．
図 7（a）より，従来手法は識別力パラメータの値が大きいほど，露出数の偏りが大きい．これ
は識別力パラメータの値が大きいほど情報量が高く，実行可能解に含まれる割合が大きいと考
えられる．露出の高い項目は受検対策される恐れがあり，信頼性の低下につながる（Wainer,
2000）．特に，識別力の高い項目は作問が難しく貴重なため，過度な出題を避ける必要がある．
次に，提案手法ごとに分析すると，図 7（b）より，提案手法（Det）は 8000回以上出題された
識別力の高い項目が一つだけ存在する．この項目は過度な出題を避ける必要がある．また，
図 7（c）より，提案手法（Stoch）はほとんど出題されない項目が複数存在する．これらの項目に
は識別力の高いものも含まれており，可能な限り活用することが望ましい．一方で，図 7（d）よ
り，提案手法（Det+Stoch）は一様分布に近く理想的な露出数の分布にできた．
最後に，表 4 より，提案手法（Det）はシミュレーションアイテムバンクに限り，提案手法

（Stoch）や提案手法（Det+Stoch）と同等に最大露出率を抑えられた．そこで，二つのアイテムバ
ンクにおけるデータ特性との関連を分析するために，図 8へ識別力パラメータのヒストグラム
をプロットした．シミュレーションアイテムバンクは一様分布からデータを発生させたため，
識別力の高い項目から低い項目まで均一に存在する．一方で，実データアイテムバンクは識別
力の高い項目が少ない．したがって，提案手法（Det）は実データのように識別力パラメータの
高い項目が不足している場合に最大露出率を抑制できないと考えられる．より各手法の特徴を
分析するために，今後は項目パラメータの分布や他のテスト条件を変えた場合に，各手法が露
出数の分布に与える影響を調査する．
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図 7．識別力パラメータ ai と露出数の散布図（実データアイテムバンク，OC=10）．

図 8．識別力パラメータ ai のヒストグラム．

6. むすび

本研究では，HCMAPIP 法における整数計画法の目的関数に露出数を所与としたロジス
ティック関数による 2つのペナルティ項を追加した．提案手法ではこのロジスティック関数に
よる決定論的・確率論的ペナルティ項を提案した．シミュレーション及び実データを用いた実
験により，提案手法はテスト数を減らすことなく露出数の偏りを減らすことができた．これに
より，e-Testingの信頼性向上が期待できる．
近年，測定精度を減少させずに問題数を減少できる技術として適応型テストが知られている

（例えば，van der Linden, 2017; Kishida et al., 2023）．ここで，適応型テストとは受検者の能力
を逐次的に推定しながら，その能力に応じて測定精度が最も高い項目を出題するテスト形式の
一つである．しかし，同一能力の受検者には同一の項目群が出題される傾向にあり，特定の項
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目群が頻繁に露出する傾向がある．また，各受検者の等質性が保証されていない．
この問題を解決する手法として，最大クリーク法による自動並行テスト構成技術（Fuchimoto

et al., 2022）を用いた，二段階等質適応型テストが提案されている（Kishida et al., 2023）．この
手法は従来の適応型と同等の測定精度を持ったまま問題数を減少でき，等質であるが露出数の
分布が一様となるように出題できる．本研究の提案手法を二段階等質適応型テストに用いるこ
とで，露出数をより一様にできる可能性がある．
最後に，欧米では日本の共通テストに匹敵する Scholastic Aptitude Test（SAT）が全面的に

e-Testingに移行する．また，我が国では 2024年に電気通信大学において e-Testingによる入試
が開始される予定である（植野, 2023）．しかし，入学試験などで用いられる思考力を問う項目
は所要時間が長く，十分な項目数を出題できずに測定精度が著しく低下する問題がある．この
問題を解決するために，今後は各項目の所要時間を考慮し，制限時間内で等質であるが露出数
の分布が一様となる自動並行テスト構成手法や二段階等質適応型テストへの拡張を検討する．
これにより，e-Testingが制限時間内に各受検者の思考力を評価できることを目指す．
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Automated Parallel Test Assembly Using Integer Programming with Item
Exposure Penalties

Kazuma Fuchimoto and Maomi Ueno

Graduate School of Informatics and Engineering, The University of Electro-Communications

One feature of e-Testing is the automated test assembly of parallel test forms, by
which each form has equivalent measurement accuracy, but with a different set of items.
Unfortunately, the automated test assembly often causes a bias of item exposure. This
difficulty of bias decreases the item and test reliability. To resolve this difficulty, this
study examines a formulated test assembly problem as the objective function of integer
programming with two logistic item exposure penalties: a deterministic penalty of logistic
item exposure; and a stochastic penalty with logistic item exposure based on the Big-M
method, which is a standard technique in mathematical programming. Numerical exper-
iments demonstrate that the proposed methods reduce the bias of item exposure without
decreasing the number of tests.

Key words: Automated test assembly, item response theory, e-Testing, item exposure problem, integer pro-
gramming.
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要 旨

人間の能力の一側面を測る目的で行われるテストは，能力の指標となる値を「得点」として得
るための仕組みである．異なる回に行われるテストで共通の意味をもつ得点を返すための仕組
みとして「等化」や「リンキング」と呼ばれる方法が提案されてきた．「等化」は複数のテストがそ
れぞれ同一の構成概念を測っていることがわかっている場合に，テスト得点の尺度をそれらの
間で共通化する操作を指すが，「リンキング」は一次元性といった制約が少ない場合の共通尺度
化手法を総称する概念である．本稿ではまず複数のテスト版による共通尺度化の手法について
その概略を述べる．そのうえで，継続して公平なテストを実施し続けることができるようなテ
スト計画に，等化の手法がどのように用いられるかについて，実践例を挙げながら説明する．
またこれらの説明に際し，具体的な等化の手続きを可視化するためのブロックダイヤグラムに
ついて触れ，従来紹介される機会が少なかった大規模調査の等化の実践について，本稿では学
力調査の例を用いて説明する．

キーワード：テスト理論，項目反応理論，大規模テスト，教育測定．

1. はじめに

1.1 テスト得点の尺度化と項目反応理論（IRT）
人間のもつ能力の一側面，たとえば「語学能力」といった要素を測定するために，その要素を

測定するための多数の問題（以下「項目」と表記する）を測定対象となる者（以下「受検者」と表記
する）に出題し，正答・非正答といった反応を収集したうえで，測定のための尺度を構成し，
「得点」として表示することが行われる．このような特定の能力を測定するための仕組みは，一
般的に「テスト」と呼ばれている．テストで測られる要素は，心理学的な「構成概念」であるとさ
れ，テストを実施する目的に応じて構築される．
同じ，あるいは類似した構成概念を測定するテストが複数回行われ，異なる内容のテスト版

（項目をひとまとめにしたもの）を出題しつつ，それらの得点を比較可能とするような共通尺度
上に乗せることが，多くのテストで行われている．全国学力・学習状況調査の「経年変化分析調
査」もその一つであるが，共通尺度化の手法は公開されている（文部科学省, 2022）．この仕組
みを実現するためには，項目ごとに，受検者の能力分布によらない困難度，すなわち標本依存
性のない困難度（標本依存性については山田, 2014を参照）を見いだす必要がある．標本依存性
のない指標を見いだすための理論的枠組みの一つが項目反応理論（item response theory, IRT）

†名古屋大学 大学院教育発達科学研究科：〒 464–8601 名古屋市千種区不老町



62 統計数理 第 72 巻 第 1 号 2024

である（詳細は後述する）．

1.2 共通尺度化の必要性とその方法
しかしながら，複数の受検機会で得られた異なるテストの結果を IRTにより別々に尺度化し
た結果は，そのままでは共通の尺度上で表されているとはいえないため，何らかの手続きによ
り共通の尺度に変換する必要がある．

Holland and Dorans（2006）は，得点を比較可能とするための手続きをリンキング（linking）と
総称している．リンキングは，その目的に応じて（a）予測（predicting），（b）尺度調整（scale align-
ing），（c）テストの等化（test equating）の 3種類に分けられている．2種類のテスト Xと Yにお
いて，（a）は Xの得点を用いて Yの得点を予測する方法であり，（b）は Xと Yの間で「得点の換
算表」を作成するための変換法を指す．また（c）は「相互に得点が変換可能（interexchangeable）」
となるような変換法を指す．（b）と（c）はいずれも，複数のテストの間で共通の意味をもつ得点
の尺度を得る変換であることから，「共通尺度化」のための変換法であるといえるが，（b）では
（c）のように厳密な意味で相互に変換可能な共通尺度ではなく，あくまで「比較が可能」である
という場合の変換を含むことに注意が必要である．一方で（c）の場合は「等化」と呼ばれ，（b）に
比べてより厳しい制約が課されている．具体的には「測定される構成概念が同一であること」
「相互に信頼性が等しいこと」「等化の対称性（4.2.1項で述べる）があること」「能力が同一の受
検者において，素点の条件付き分布が等しいこと」「母集団に依存しないこと」といった「等化
の前提」が満たされる必要がある（川端, 2014; 光永, 2017）．
複数のテストにおいて「測定される概念が同一で，かつ信頼性や困難度の分布が同一である

ような関係」が見られる場合，それらのテストは「平行テスト（parallel test）」であると呼ばれる．
等化される尺度が平行テストを構成するとみなすには，等化の前提のうち「信頼性が同等」であ
ることと「素点の条件付き分布が等しい」ことが必要である．等化の操作によって，調整対象と
なる尺度が平行テストに近くなるが，等化前の尺度間で信頼性や困難度が著しく異なる場合に
は，等化後の尺度を平行テストの関係に近づけることが困難となり，等化の精度にも影響する
（川端, 2014）．そのため，等化前の尺度においても信頼性や困難度がなるべく同等であること
が，等化の前提の一つとなる．また「母集団に依存しないこと」とは，異なる母集団（たとえば
性別の違いなど）ごとに等化を行って尺度間の得点換算表を作成した場合，得点の対応関係が
集団間で一致することを指す（川端, 2014）．
学力調査の実践でしばしば行われる，複数の異なる学年間で共通の尺度を得る操作は，測定

される構成概念が学年の間で完全に同一であることは考えにくいため，等化ではなく尺度調整
の範疇に入る．しかし，構成概念が学年間で相互に類似しているテスト版を用いて，IRTを
応用した等化の手法を援用して共通尺度化が行われている．このような学年間の共通尺度化
は「垂直尺度化（vertical scaling）」と呼ばれ，さまざまな手法やテストデザイン（Carlson, 2011;
Kolen and Brennan, 2014, pp. 431–435）が提案されている．それに対して，学年の違いのような
能力差を仮定せず，テスト版で構成される尺度が等化の前提を満たしていると想定されている
等化は「水平等化」と呼ばれている．

1.3 本論の目的
以上の背景を踏まえ，本稿では最初に，リンキングのなかで（b）に相当する「尺度調整」の手

法について述べる．次に，IRTによる尺度化がなされた能力値や困難度指標の性質について述
べ，IRTに基づく等化を行う理論的枠組みについて説明する．
また本稿では，等化の手順を図示する「ブロックダイヤグラム」による表現（光永, 2022）を紹
介し，等化の手続きを可視化することにより，大規模テストにおける等化の手続きをわかりや
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すく説明する方法について述べる．

2. 等パーセンタイル法による尺度調整

実際のテストでは調整対象となるテスト版が必ずしも同一の構成概念を測定しているとはい
えない場面も多く存在する．たとえばある大学の入試において，「理科」という教科の下に「物
理」「化学」「生物」「地学」の 4科目のテストを受検者が選択でき，どの科目の得点も「理科」と
いう教科の得点と見なして合否を決定する，というような場合である．このような場合，完全
な意味で得点が等しい意味をもっているとはみなされないが，教科「理科」における素養の程度
を共通尺度上で序列化する，あるいは大まかな形で「理科」の素養について検討するという目的
においては，尺度調整の手法を用いることで，変換後の得点のもつ意味が限定された共通尺度
化を行うことが可能である．本章ではそのような「尺度調整」の方法について述べる．
複数のテストの得点尺度を共通尺度に乗せる方法として，同じパーセンタイルにあたる受検

者は同じ能力をもっているという前提で尺度調整する方法がある．この手法は「等パーセンタ
イル法」と呼ばれている．一方で線形変換による尺度調整を考えることもできる．
ある 100点満点のテストを 100人からなる集団に提示して，素点を得たとする．このとき 80

点をとった受検者が最高点であったとするなら，80点より小さな素点をとった受検者が全体
の 100パーセントであると表現できる．同様に 75点をとった受検者についても，75点より小
さな素点であった受検者が全体の 95パーセントである，というように表現できる．素点デー
タを小さな順に並べた際，小さなほうから数えて全体の 100pパーセントにあたる素点を「100p

パーセンタイル」と呼ぶ．また，素点データからすべての受検者についてパーセンタイルを求
めたものを「累積相対度数分布」と定義する．
集団 Aと集団 Bがランダム等価グループである場合（4.1節を参照）で，それぞれが異なる内
容の 100点満点のテスト A及びテスト Bを受検している場合を考える．集団 Aを基準にして，
集団 Aの得点 xA を確率変数と考え，この尺度上で集団 Bの得点 xB（確率変数）を表すような
等パーセンタイル法の尺度調整は以下のように行われる．集団 A，集団 Bにおける素点の累積
相対度数分布をそれぞれ FA(·)，FB(·)とおく．また，集団 Bの累積相対度数を与えた場合に，
パーセンタイルを返す関数（すなわち FB(·)の逆変換）を F−1

B (·)と表すと，等パーセンタイル法
による変換の結果得られる「集団 Aの尺度上で表現された集団 Bの得点 xB-A」は

(2.1) xB-A = F−1
B (FA(xA))

で求められる．
線形変換による方法は平均と標準偏差を基準に合わせる変換であったが，等パーセンタイル

法による変換は基準となる素点の分布に他のテストの素点分布を「分布の形状が全て同じにな
るように」合わせる変換である（証明は前川, 2018を参照）．実際のテストにおいては素点が離
散的な値（100点満点のテストでは 0点から 100点までの 101通りの値）を取る場合が多いため，
FA や FB について，連続的な値をとるようなスムージングを行う．この方法については高次
関数を当てはめる方法や移動平均をとる方法などが提案されている（Kolen and Brennan, 2014;
前川, 1999）．
尺度調整は等化と比べて仮定が少ない手法であると述べたが，等パーセンタイル法は素点を

用いた変換であり，同じパーセンタイルに位置する受検者が同じ能力をもつという別の強い仮
定が必要である．素点を用いた尺度調整の手法とは別に，IRTによる TCC（4.2.2項を参照）の
関係性を用いて尺度調整を行う手法が提案されており，IRT true score equatingと呼ばれてい
る（Lord and Wingersky, 1984）．共通尺度化を行う前提としてどのような仮定をおくかによっ
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て，使用する等化・尺度調整の手法も適切に選択する必要がある．

3. IRTによる尺度化と等化

3.1 IRTに基づく尺度化
受検者から得られた正答・非正答のデータを「反応データ」と呼ぶことにする．以下，反応

データとして「正答」「非正答」のいずれかのカテゴリが観測され，正答カテゴリが「1」，非正答
カテゴリが「0」で表される場合を考える．i番目の受検者（i = 1, 2, . . . , N）において j番目の項目
（j = 1, 2, . . . , J）に対する反応を uij と表記する．受検者 iにおける正答数の合計 ui =

∑J
j=1 uij

は受検者ごとの「素点」と呼ばれ，項目 j における平均正答数 uj = 1/N
∑N

i=1 uij は項目ごとの
「通過率」と呼ばれるが，前述の通り，これらの指標は標本依存性があるため，そのままでは適
切な解釈ができない．

IRTでは，受検者の正答・非正答が一次元の潜在特性値 θ で説明できるという前提をおい
たうえで，項目 j に正答する確率 Pj(θ)を θ の関数として表現したものを項目反応関数（item
response function, IRF）と考える．uij が二値であるとき，IRFとしては「1パラメタ・ロジス
ティックモデル」，「2パラメタ・ロジスティックモデル」又は「3パラメタ・ロジスティックモ
デル」のいずれかが仮定される場合が多い（それぞれ 1PLM, 2PLM 及び 3PLM と略記する）．
3PLMの式は

(3.1) Pj(θ) = cj + (1 − cj)
1

1 + exp(−Daj(θ − bj))

であり，項目 jにおいて，aj は「識別力」，bj は「困難度」，cj は「下方漸近線」パラメタとそれぞ
れ呼ばれている（それぞれのパラメタの意味については山田, 2014や光永, 2017を参照）．これ
らを総称して「項目パラメタ」と呼ぶ．ただし−∞ < θ <∞，aj > 0，−∞ < bj <∞，0 ≤ cj ≤ 1

である．3PLMの IRFにおいて，全ての項目について cj = 0とおいた場合が 2PLM，cj = 0か
つ aj = a（ただし a > 0）とおいた場合が 1PLMである．また D は「尺度要素」と呼ばれる定数
で，D = 1.702とおくことで，IRFのロジスティック曲線が正規累積曲線の良い近似となるこ
とが知られている．
項目パラメタの推定においては，尤度関数として

(3.2) L(ξ, θ|u) =
N∏

i=1

J∏
j=1

Pj(θi)
uijQj(θi)

1−uij

を考える（この方法は「同時最大尤度法」と呼ばれる）．ただし ξ は項目パラメタ全体を要素
にもつベクトル（たとえば 3PLMの場合は ξ = (a, b, c)となる．ただし a = (a1, a2, . . . , aJ)′，
b = (b1, b2, . . . , bJ)′，c = (c1, c2, . . . , cJ)′を表す），θは θiをベクトル化したもの，uは uij を要
素にもつ N × J の行列，Qj(θi)は 1 − Pj(θi)，すなわち非正答確率を表す．ただし実用上は ξ

と θ を同時に推定するのではなく，ξ のみを推定したい場合が多い．たとえば 5.1節で説明す
る「項目バンク」の構築にあたっては，項目ごとの ξ の推定結果を記録しておけば十分である．
この場合は（3.2）式の尤度関数に代えて，θを周辺化した尤度関数を

(3.3) Lm(ξ|u) =

N∏
i=1

∫ ∞

−∞
L(ξ, θi|u)g(θi|τ )dθi

とおく．この方法は「周辺最大尤度法（marginal maximum likelihood method, MML法）」（Bock
and Lieberman, 1970）と呼ばれる．ここで g(θi|τ )は θに関する事前分布であり，τ は事前分布
のハイパーパラメタを表すが，多くの実用場面においては事前分布として標準正規分布を仮定
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することが多い．MMLでは（3.3）式の尤度の最大化を目指す際，各受検者について尤度関数の
期待値をとることにより，θに関する項を消去できる．実際の数値計算においては Lm の対数
をとったものを最大化し，積分を和に置き換える．また最適化手法としては EMアルゴリズム
（Dempster et al., 1977）を用いる方法（Bock and Aitkin, 1981）が提案されている．

ξ がすでに推定されている場合は，その推定値 ξ̂ と受検者 iの各項目に対する反応データ
uj = (ui1, ui2, . . . , uiJ)から θi を推定できる．最尤法による推定の場合は

(3.4) Lθ(θ|u) =

J∏
j=1

Pj(θi)
ujQj(θi)

1−uj

が尤度関数であるが，実際の計算では Lθ の対数をとったものを最大化する．また最尤法では
素点の全問正答・非正答に対する θが推定できないが，θに事前分布を仮定した EAP（Expected
A Posteriori）法を用いることで，回避できる（詳細は村木, 2011, pp. 84–85を参照．ただし，適
切な事前分布の指定が必要である）．
テストの実践においては，uに欠測がある場合が多く見られる．この場合は，多くの最尤推
定の場合と同様に，uで観測されている部分のみを用いて尤度を求める手法が用いられる．後
述する「同時推定」による等化の手法において，欠測値を含む uに対する項目パラメタ推定が役
立つ．

3.2 多母集団を仮定した場合の尺度化
前節で説明した尤度関数の最大化によって，単一の事前分布を仮定した場合（すなわち，θの

母集団分布が一つであることを仮定した場合）に，単一のテスト版を受検した受検者から得ら
れた uij から項目パラメタ ξ を推定できる．一方で，uij が複数の異なる能力値母集団分布を
もつ受検者集団（グループ）から観測されており，受検者ごとに所属グループが与えられている
場合に，複数の集団ごとに異なる θの母集団分布を考慮した形で項目パラメタを推定する方法
が提案されている．
このような多母集団 IRTモデルは，尤度関数を多母集団に拡張する方法（Mislevy, 1984; Bock

and Zimowski, 1997; Bock and Gibbons, 2021, pp. 104–105）と，θを従属変数とした潜在回帰モ
デルに基づく方法（Adams et al., 1997; Adams and Wu, 2007）が提案されている．以下，これ
らについて説明する．

3.2.1 IRTの尤度関数を多母集団に拡張する方法
この方法では，複数の母集団の違いを表現するために（3.3）の尤度関数を次のように書き換
える．

(3.5) Lmm(ξ|ug) =

N∏
i=1

∫ ∞

−∞
L(ξ, θi|ug)gk(θi|η)dθi

ここで gk(θi|η)は k 番目の集団 (k = 1, 2, . . . ,K)における母集団分布の確率密度関数であり，
η は複数の母集団分布におけるハイパーパラメタをまとめたものである．またデータとしては
uに代えて ug を用いる．これは集団 kに属する i番目の受検者における j 番目の項目に対す
る反応 uijk を行列としたものを表す．
このモデルでは（3.5）式のように，「複数の母集団を特徴づける η が集団ごとに異なる値をと

る」という仮定をモデル上で表現できる．たとえば集団 1から集団 3までの 3つの質的に異な
る集団に対して同一の内容のテスト版を出題したデータを用いた分析では，いずれの母集団も
互いに異なる平均 μg と標準偏差 σg となる正規分布を仮定し，かつ集団 1は標準正規分布と
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なるように固定した場合，η = ((0, 1)′, (μ2, σ2)
′, (μ3, σ3)

′)となるような要素をもつ行列に含ま
れるパラメタを推定することとなる．ここで集団 1の分布を固定したのは，集団 1が規準集団
（後述）であることを表現するためである．

3.2.2 潜在回帰モデルによる方法
この方法では，（3.3）式による項目パラメタの尤度の最大化にあたり，受検者の能力値 θに関
して下記のような構造をもつモデルを仮定する．

(3.6) θ = Y ′β + E, E ∼ N(0, σ2)

ここで Y は質的に異なる集団の違いを表す変数，β はこれに対応する回帰係数，E は残差で
あり，このモデルを用いた場合は ξだけではなく β及び σも推定する．

Adams et al.（1997）は，この手法が IRT の尤度関数を多母集団に拡張する手法に比べて，
（1）結果の解釈が回帰係数 βの形でできるため，テスト得点と外的基準（生徒の居住地域や社会
経済的地位など）との関連を検討する場合に有利である，すなわち先に θを推定し，次にそれ
を用いて回帰分析をするという二段階推定を避けることができる，（2）Y による構造化により
ξや θの推定精度が高まる（Mislevy, 1987）ことを指摘している．

4. 異なるテスト間における尺度の等化方法

ここからは，複数のテストが同一の構成概念を測定し，それぞれの信頼性が等しい場合にお
いて，それぞれのテストから IRTにより項目パラメタを推定することで，複数のテスト間で
共通の意味をもつ尺度を得るための手続きについて述べる．前述の通り，この手続きは「テス
トの等化（test equating）」と呼ばれているが，等化に先立ち，それぞれのテストにおいて一次
元性が確認され，かつ測定している構成概念が同一である状況を考える．説明の都合上，等
化の対象となるテスト版が 2種類（テスト Aとテスト B）あり，テスト A受検者を基準として
テスト B受検者の θの尺度を等化する場面を考える．ここで尺度の基準となる集団を「規準集
団（reference group, base group）」，規準集団に合わせられる集団を「焦点集団（focal group）」と
呼ぶ．

4.1 等化に必要な共通要素
等化の対象となる 2種類のテストは，何らかの共通要素を含むように計画して行われる．共
通要素としては「共通項目デザイン」「共通受検者デザイン」の 2通りがある．図 1に，2種類の

図 1．共通項目デザインと共通受検者デザイン．
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テストデザインの例を記した．共通受検者デザインでは「集団M」を介して共通尺度が得られる
こととなるが，集団Mとしては得点を返すことを目的とせず，等化の手掛かりを得るために，
テスト実施者が募集した集団が充てられる場合がある．このような受検者を「モニター受検者」
と呼ぶ．
上記のテストデザインにおいては，集団 A，集団 B及び集団Mについて，受検者の θの分
布が同一の母集団から得られたものと仮定できるか否かが問題となる．集団 Aと集団 Bの θ

の分布が同一の母集団からのものであるとはいえない場合，これらの集団は別々の母集団から
サンプリングされていると考え，IRTの分析においてはこれらの非等質性を考慮した分析が必
要となる．Kolen and Brennan（2014）では図 1左に示す共通項目デザインを共通項目不等価グ
ループデザイン（common-item non-equivalent groups design）と呼んでいる．一方で，異なる集
団に属する受検者が同一の母集団からランダムに抽出されていると見なせる場合はそれらの集
団がランダム等価グループ（random equivalent groups）であると呼ぶ．たとえば単一の母集団
に属するとみなせる 1群から受検番号の偶奇によって 2群を構成する場合などが，それに該当
する．

IRTを用いた等化の方法として，個別のテスト版について項目パラメタを推定した後，パラメ
タ推定値を線形等化する方法があり，separate calibrationと呼ばれている（Arai and Mayekawa,
2011; Lee and Ban, 2010; Karkee et al., 2003）が，テスト版ごとに項目パラメタを推定するこ
とから「個別推定」とも呼ばれる．またそれとは別に同時尺度調整法（concurrent calibration）
と呼ばれる方法もあるが，この手法は一度に複数のテスト版の項目パラメタを同時に推定
することから「同時推定」とも呼ばれる．あわせて，「固定項目パラメタ法（fixed common item
parameters）」と呼ばれる方法が提案されている．以下，これらの手法について述べる．

4.2 IRTによる等化（1）個別推定
異なるテスト版 Xと Yがあり，それぞれのテスト版を 2集団が解答し，尺度が構成されて
いる場面を考える．2集団いずれも θの平均は 0，標準偏差は 1であると仮定すると，Xと Y
はそれぞれ固有の尺度上で項目パラメタが算出されていると解釈できる．ここでテスト版 Xと
Yを別の集団 Zに提示して解答させた場合，Zに含まれる任意の受検者 iの能力値を θiと表す
なら，iがテスト版 Xを受検した場合の能力値は θiX，テスト版 Yを受検した場合は θiY と表
せるが，θiX と θiY を標準化した値は常に相等しくなる．すなわち，

(4.1)
θiX − μθX

σθX

=
θiY − μθY

σθY

の関係性が常に成り立つ．ただし，μθX 及び σθX は θiX の母平均及び母標準偏差，μθY 及び
σθY は θiY の母平均及び母標準偏差を表す．
テスト版 Yを基準にして，テスト版 Xの尺度をテスト版 Yの尺度上で表現する関係式を導

くためには，（4.1）式を θiY について解けばよい．すなわち，

(4.2) θiY =
σθY

σθX

θiX + μθY − μθX

σθY

σθX

となり，θiX から θiY への変換式は

θθiY = KθiX + L(4.3)

K =
σθY

σθX

(4.4)

L = μθY −KμθX(4.5)
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となる．観測されたデータから変換式を求めるには，μと σをそれぞれ実際の推定値の平均及
び標準偏差に置き換える．
このように，2集団の間での θの変換式は線形変換の形で表すことができるが，変換のため
の係数 K 及び Lは「等化係数」と呼ばれる．なお，Yの尺度値を従属変数，Xの尺度値を独立
変数とする単回帰分析における回帰係数（傾き）の最小二乗解は（4.4）式の分母を θX と θY の共
分散で置き換えた式であり，等化係数の式とは一致しないことに注意が必要である．等化係数
を用いて，異なる 2集団から得られた同一項目に対する項目パラメタを変換する式を求めるに
は，以下に述べる複数の方法が提案されている．代表的なものを以下に挙げるが，詳細な説明
は川端（2014）や服部（2006）も参考にされたい．

4.2.1 Mean/Sigma法及びMean/Mean法
Mean/Sigma法（Marco, 1977）では，（4.3）式の関係性が，θと同様に項目困難度 bj にも当て

はまることを利用する．すなわち，2集団の尺度 Xと Yについて，

K =
σbY

σbX

(4.6)

L = μbY −KμbX(4.7)

を用いて，

a∗jX = ajX/K(4.8)

b∗jX = KbjX + L(4.9)

c∗jX = cjX(4.10)

として，「尺度 Y上で表された変換後の尺度 Xの項目パラメタ」(a∗jX ,b∗jX ,c∗jX)を求めることが
できる．ただし，μbX 及び μbY は集団 X及び集団 Yから得られた bj の母平均，σbX 及び σbY

は集団 X及び集団 Yから得られた bj の母標準偏差を表し，等化係数の算出の際にはデータか
ら得られた bj の平均と標準偏差を用いる．

Mean/Sigma法は，項目パラメタのうち bj の情報のみを手がかりに等化係数を求める方法
であるが，aj も加味した方法がMean/Mean法（Loyd and Hoover, 1980）である．（4.8）式及び
（4.9）式において，左辺を尺度 Yから得られた共通項目におけるパラメタ値，右辺を尺度 Xか
ら得られた共通項目におけるパラメタ値とみなし，それぞれ平均をとると，下記の関係式が得
られる．

M(âjY ) = M(âjX)/K(4.11)

M(b̂jY ) = KM(b̂jX) + L(4.12)

ただしM(âjY )及びM(b̂jY )は共通項目における尺度 Yから得られた aj 及び bj の推定値の平
均値であり，M(âjY )及びM(b̂jY )は同様に尺度 Xから得られた aj 及び bj の推定値の平均値
である．この関係式をK と Lについて解くと

K =
M(âjX)

M(âjY )
(4.13)

L = M(b̂jY ) −KM(b̂jX)(4.14)

が得られる．これが Mean/Mean 法による等化係数である．ただし，K の推定にあたって，
aj の算術平均の代わりに幾何平均を用いた方法（Mean/Geometric Mean法）も提案されている
（Mislevy and Bock, 1990; 村木, 2011）．
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ここまでは，尺度 Yを基準にして尺度 Xの尺度を等化する際の等化係数 K,Lについて述べ
てきたが，同様の手順で尺度 Xを基準にして尺度 Yの尺度を等化する場合の等化係数も求め
ることができる．そのようにして求めた等化係数をK′ 及び L′ とすると，

K′ = 1/K(4.15)

L′ = −L/K(4.16)

という関係性がある．等化係数の推定値がこれらの関係性を満たす場合，その等化係数の推定
方法は「等化の対称性がある」と呼ばれる．Mean/Sigma法及びMean/Mean法は，等化の対称
性を満たすことが知られている．

Mean/Sigma法やMean/Mean法は，いずれも複数のテスト版に共通して出現する項目の bj

は互いに等しいと考えて等化が行われるため，「困難度等化法」と呼ばれることがある．また項
目パラメタの標準偏差の情報までを用いて等化係数を求めているため，「モーメント法」とも呼
ばれている．

4.2.2 Haebara法及び Stocking-Lord法
困難度等化法とは異なるアプローチとして，IRFの形を等化前と等化後で一致させるよう
に等化係数を求める方法が提案されている．主な手法として Haebara法（Haebara, 1980）及び
Stocking-Lord法（Stocking and Lord, 1983）がある．IRFを合わせるこれらの手法は，モーメ
ント法に比べて安定した推定結果を得られる傾向がある（Ogasawara, 2000）．
尺度 Xについて，等化係数 K,Lを用いて変換した後の項目パラメタ a∗jX , b

∗
jX , c

∗
jX を用いて

表現された IRFを P ∗
j (θiX)，基準となる尺度 Yの IRFを Pj(θiY )とおくと，もし完全に等しい

尺度に等化された場合，ある能力値 θiをもつ受検者において，Pj(θiY ) = P ∗
j (θiY )が成り立つ．

しかし，実際の等化場面ではこのような完全な変換を行うための等化係数を求めるのではな
く，これに近似するような等化係数を求めることとなる．Haebara法では，Pj(θiY )と P ∗

j (θiY )

のずれの大きさを

(4.17) QH =
S∑

s=1

J∑
j=1

[Pj(θiY ) − P ∗
j (θiY )]2h(θiY ) +

S∑
s=1

J∑
j=1

[Pj(θiX) − P ∗∗
j (θiX)]2h(θiX)

と定義し，QH を最小化するK 及び Lを求める．ここで（4.17）式の右辺第 2項は等化の対称性
を保証するために必要であり，P ∗∗

j (θiX)は尺度 Xを基準にして尺度 Yを等化した際の逆変換
の結果得られた IRFを表す．また h(θiX)及び h(θiY )はそれぞれ尺度 Xと尺度 Yにおける能
力値 θi の確率密度関数であり，IRFと同様に S 個の求積点 (s = 1, 2, . . . , S)に等分されている
ものとする．

Stocking-Lord 法では，テスト特性曲線（test characteristic curve, TCC）の差の最小化を目
指す．TCC はあるテスト版に含まれる項目すべてについて ICC を合計したもの，すなわち∑J

j=1 Pj(θ)で定義される．これを用いて，ずれの大きさの指標を

(4.18) QSL =
S∑

s=1

⎛
⎝
[

J∑
j=1

Pj(θiY ) −
J∑

j=1

P ∗
j (θiY )

]2

h(θiY ) +

[
J∑

j=1

Pj(θiX) −
J∑

j=1

P ∗∗
j (θiX)

]2

h(θiX)

⎞
⎠

と定義し，QSL を最小化するK と Lを求める．Stocking and Lord（1983）では（4.18）式ではな
く右辺第 1項のみが示されており，等化の対称性が欠如しているが，Kim and Kolen（2003）で
は等化の対称性が保証されており，ここではその式を紹介した．
これまで説明した手法については，等化される基準となるテスト版が 1つであるのに対し，

等化により尺度が変換されるテスト版が 1つだけの場合であったが，実際には複数のテスト版
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を同時に等化したい場合がある．上記の QH や QSL を「基準関数」と考えた場合，複数のテス
ト版を同時に等化する基準関数の定義と，最小化のために必要な「Qの等化係数による 1階・
2階微分」があれば，複数テスト版の等化が可能となるが，これらの導出はかなり複雑である．
詳細は Battauz（2017）を参照のこと．また，Arai and Mayekawa（2011）は別個に複数のテスト
版を同時に等化するための手法を提案しているが，交互最小二乗法を用いることで，複雑な微
分の計算を不要にしている．

4.3 IRTによる等化（2）同時推定
個別推定による方法では，個別のテスト版から求められた項目パラメタの推定値のみが，等

化の手掛かりとなっており，複数のテスト版における正誤データの完全情報による推定となっ
ていない．そのため，あるテスト版に割り当てられた集団の人数が，他の集団に比べて少ない
場合において，その集団に提示された共通項目の等化の精度（K や Lの推定値の標準誤差）が
低下するおそれがある．
「同時推定」は，複数のテスト版に含まれる正誤データすべてを用いて，集団間で共通の能力
尺度を仮定し，この上で項目パラメタを推定する方法である．すなわち，3.2節で述べた手法
を用いて，多母集団を仮定した IRTモデルにより集団間で共通の項目パラメタ及び母集団にお
ける能力値分布を各集団において推定する．
共通項目を含む 2種のテスト版 Xと Yを等化する場合においては，（1）テスト版 Xと Yを

受検した全員について，同じ項目への反応が同じ列になるように（図 1左のように）データを整
形する，（2）このデータに対して多母集団 IRTモデルを適用する，という方法をとる．もし集
団 Xを基準にして集団 Yの尺度を等化する場合は，集団 Xの θの平均を 0と固定したモデル
を適用すればよい．

4.4 IRTによる等化（3）固定項目パラメタ法
図 1左の状況において，集団 Aを基準となる集団と定義し，集団 Bの尺度を集団 Aに等化
する場合を考える．集団 Aに出題した全ての項目群について項目パラメタを推定すると，基準
となる集団の能力尺度上で共通項目群の項目パラメタが推定される．次に，集団 Bに出題した
全ての項目群について項目パラメタを推定するが，共通項目群の項目パラメタについては，集
団 Aから推定された値であると固定するような制約を入れたうえで，残りの項目群の項目パラ
メタを推定する．この方法により，集団 Bにおいて推定された項目パラメタは，集団 Aを基準
とした場合の値と解釈できる．この手法により等化する方法を「固定項目パラメタ法」と呼ぶ．
固定項目パラメタ法は，Kim and Kolen（2016）や Kim（2006）にその方法が解説されている

が，これらで紹介されている方法は 3.2.1項で説明した多母集団 IRTモデルとは異なる尤度関
数の最大化を目指している．詳細はWoodruff and Hanson（1996）を参照のこと．

4.5 θの尺度得点への変換
IRTによるテストは，受検者の能力値は −0.5や 2.6といったように −∞ ≤ θ ≤ +∞の範囲

で 0を中心とした範囲の値で表示される．しかしこの値をそのまま受検者の能力を表す値とし
て公表すると，能力値の概念になじみのない者にとって親切であるとは言えない．そのため，
θを適当な範囲の値に変換する．変換された値はテストの得点の一種であると考えることがで
きるため「尺度得点」と呼ばれる．
θから尺度得点への変換方法は，線形変換による方法と，非線形変換による方法がある．線
形変換による方法は，変換後の尺度得点を X とおくと，
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図 2．正規分布していない θ を正規分布に従う尺度得点 Y に変換する方法（光永, 2017,
p.137）．

(4.19) X =
θ −M(θ)

S(θ)
× SX +MX

で求められる．ただしM(θ)，S(θ)はそれぞれ θの平均と標準偏差，MX と SX は変換後の X

の平均と標準偏差であり，この変換によってX の平均がMX，標準偏差 SX となるような尺度
得点が得られる．テスト実施者は解釈がしやすい尺度得点の範囲になるように，MX と SX を
事前に定めておく必要がある．この手法においては，θの分布が正規分布に近い場合は，変換
後の分布も正規分布に近いものが得られ，尺度得点が「偏差値」のように解釈可能である．
一方で，θの分布が正規分布しない場合も現実には多くありうる．その場合に θから尺度得

点 Y へ変換する方法としては，θ及び Y を連続的な確率変数であると考え，（4.19）式に代わる
変換の式を

(4.20) Y = Φ−1(F (θ))SY +MY

と定義する．ただし F (θ)は θを引数にとる累積相対度数を返す関数を表し，Φ−1 は標準正規
分布の累積分布の逆関数を表す．これにより，θの尺度は平均MY，標準偏差 SY の正規分布
に従う Y の尺度に変換される．このような非線形変換の詳細は図 2を参照のこと．図 2の左
は，正規分布であるとは限らない θを F (θ)により累積相対度数化することを表し，右は対応
するパーセンタイルを（4.20）式により Y に変換することを表している．この方法は等パーセン
タイル法を応用している．
変換後の尺度得点のMY 及び SY を定めるのではなく，尺度得点の範囲について，たとえば

下限 YLから上限 YU の値を取ると決められている場合は，θの最小値を変換した結果が YLに，
また θの最大値を変換した結果が YU にそれぞれ変換されるように，MY 及び SY を定めれば
よい．たとえばMY = (YU − YL)/2とおき，θを変換した後の尺度得点の範囲が YL と YU の範
囲に収まるような SY を探索的に定めることとなる．

5. 大規模テストにおける等化

5.1 大規模テストで求められる要件と項目バンク
年に複数回，複数の会場において実施されるテストは，複数種類のテスト版を用意したうえ

で，それらのどのテスト版を受検しても返される得点の意味が同じになるようなテストとして
設計される．受検者はテストを複数回受検してもよいため，これら複数種類のテスト版に対し
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て同一の受検者が解答することとなる．このようなテストにおいては公平性の確保や結果の妥
当な解釈のために，（1）同一受検者に同一の項目を 2度以上提示しない，（2）複数種類のテスト
版は，項目パラメタの分布がなるべく同等となるようなものとする，といった要件が課される．
これらの仕様を満たすために，あらかじめ出題候補となる項目のリストを作成しておき，項

目特性を推定しておいたうえで，出題履歴を記録する仕組みが求められる．このようなデータ
ベースを「項目バンク（item bank）」と呼ぶ．

5.2 等化手続きのブロックダイヤグラムによる図示
大規模テストを実施するためのテストデザインを説明するために，手続きの流れを図で示す

ブロックダイヤグラムを用いると，データ処理の手続きを明確に記述できるため便利である．
光永（2022）では図 3に示すアイコンを等化手続きの計算の操作に対応させ，ブロックダイヤグ
ラムにより等化の手続きを可視化することを行っている．本稿もこの形式により大規模テスト
の等化手続きを説明する．
図 3の（1）は受検者集団に対してテスト版を提示し，正誤データを得る手続きを表す．実際
の分析においてはテスト版に含まれる共通項目の情報に基づいて，分析対象となる正誤データ
が抽出・加工されるが，正誤データを整形する手続きもこのアイコンで表される．（2）は正誤
データから項目パラメタを推定する手続きであり，複数の集団から得られた複数のテスト版を
出題して，集団で共通の項目パラメタを推定する操作（同時推定）を表す．（3）は項目パラメタ
が既知の項目群を集団に出題して得られた正誤データから，θを推定する手続きを表す．（4）は
4.5節で説明した θを尺度得点に変換する手続きを表す．（5）は規準集団から得られた項目パラ
メタの尺度上に，他の集団から得られた項目パラメタを等化する手続きであり，等化係数を用
いた個別推定の手続きを示す．（6）は項目パラメタ既知の項目群を記録しておくデータベース
を「項目バンク」と定め，そこから項目を引用してテスト版を作成する操作を表す．
これらのアイコンを組み合わせて，図 1左の共通項目デザインの場合に等化を行う手順を記

したものを図 4に示す．図 4上と下を比べると，同時推定では等化係数の算出を行わずに等化
を行えるが，すべてのデータを項目単位でまとめるステップ（図では点線の枠囲みで記した）が
必要であることが示されている．

5.3 大規模テストにおけるテストデザイン例
図 5は，ある教授学習法の効果を検討する目的で計画されたテストデザインの例である．生

図 3．等化にあたってデータ処理の流れを図示するためのアイコン（光永, 2022を一部改変）．
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図 4．共通項目デザインによる等化のブロックダイヤグラム．上は同時推定，下は個別推定の
場合を表す．

図 5．事前テストと事後テストの間で比較可能な得点を得るテストのためのブロックダイヤグ
ラム．フィールドテストの重複テスト分冊法による項目割り付け図とともに記した．

徒はある年度において，効果を検証したい学習法による授業を受けるが，それに先立ち年度当
初に事前テスト（F Preと表記している）を受検する．その後，一連の授業の履修が終わった年
度末に事後テスト（F Postと表記している）を受検する．この 2回のテストは，互いに同じ項目
を含まない形で実施されるべきものであり，また互いに等質な項目パラメタをもつテスト版で
あることが求められる．
事前・事後テストを実施するのに先立ち，項目パラメタを明らかにするためのテストを実施

する（受検者に成績を返す目的ではないテストを「フィールドテスト」と呼ぶ）．モニター受検者
を 4群に分け，図 5右中のように 4種類のテスト版を分冊の形で出題する（重複テスト分冊法）．
これにより，受検者一人当たりに出題される項目数を減らすことができる．4群をランダム等
価（random equivalent）と考えて単一の θの母集団を仮定して同時推定することで，これら 4群
全体を一つの規準集団とおくことができる．
本試験として事前・事後テストを実施するに先立ち，項目バンクから 2種類のテスト版を作
成して出題し，項目バンク上に記録された規準集団上での項目パラメタを用いて θ を算出す
る．最後に尺度得点へ変換すれば，それらは相互に同じ意味をもつようになる．
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6. 大規模テストにおける等化の例

6.1 テストデザイン及び調査の実施
学習指導要領の範囲において教科「算数・数学」の学力を測るための項目を，小学 2年生から
中学 3年生向けにそれぞれ作成し，一部に学年間の共通項目を含む形で各学年向けのテスト版
を作成した．
テストデザインとしては，図 5の点線より上で示したフィールドテストのブロックダイヤグ

ラムと同様で，テスト版の数が 8種類存在し，小 6の受検者集団を規準集団とおいた．項目は
全部で 100項目あり，図 6上に示すように，各テスト版に一つ下の学年向けの項目を共通項目
として含むようにした．
受検者は小 2が 10,212名，小 3が 10,616名，小 4が 10,217名，小 5が 10,855名，小 6が

11,088名，中 1が 8,691名，中 2が 8,520名，中 3が 8,438名であった．
はじめに，学年ごとのテスト版それぞれについて，尺度の一次元性の仮定が満たされている

かを検討した．項目間の四分相関係数（tetrachoric correlation coefficient）行列から固有値を求
めたところ，すべての学年のテスト版で第 1固有値が突出して高い傾向が見られたため，尺度
の一次元性が高いと判断した．
次に個別推定と同時推定の両方を行い，結果を比較した．固定項目パラメタ法については，

モデル上で固定すべきパラメタの指定が煩雑になることから，本稿では行っていない．本事例
では θの値と外的基準との関連を検討することがないため，同時推定においては，能力値の母
集団が学年ごとに異なると仮定した多母集団 IRTモデルを用いて，小学 6年生の集団を規準集
団と考え，規準集団の能力値分布を平均 0，標準偏差 1と固定してパラメタを推定した．また
個別推定では本来，規準集団上の尺度に一つひとつのテスト尺度を等化していく手続きが必要
であるが，調整対象となるテスト版の数が 7種類と比較的多数であったため，Battauz（2017）
で複数のテスト版を同時に等化するように拡張された Haebara法により等化した．

図 6．上から，個別のテスト版の出題状況及び項目ごとに推定された等化前の識別力パラメ
タ，個別推定により等化した識別力パラメタ（SC），同時推定により等化した識別力パ
ラメタ（CC），個別のテスト版から推定された困難度パラメタ，個別推定により等化し
た困難度パラメタ（SC），同時推定により等化した困難度パラメタ（CC）．それぞれのセ
ルの色は，識別力パラメタの値の大小を表している．（ ）内の数字は，当該学年向けに

出題された項目数を示す．
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6.2 項目パラメタの垂直尺度化結果
等化前と等化後の項目パラメタの値を色の濃さの形で記したものを図 6に示した．学年ごと
に別々に推定された項目パラメタは，共通項目について 2通りの値が推定されるが，これらの
共通項目のパラメタ値を手がかりに等化された結果，共通尺度上での値が求まるさまが見て取
れる．

6.3 垂直尺度化における実践上の注意点
図 6より，個別推定と同時推定で得られた等化後の項目パラメタ値は識別力・困難度とも，ほ
とんど同等の結果となった．本事例のように，尺度の一次元性が高い場合で，学年それぞれで
測定される構成概念が類似している場合においては，等化方法間で結果に大きな差が見られな
かったものの，等化の前提が十分満たされていない場合における等化や垂直尺度化にあたって
は，結果に差が生じる可能性がある．個別推定と同時推定の比較についてはArai and Mayekawa
（2011）や Karkee et al.（2003）を参照のこと．また垂直尺度化を行うためのテストデザインの検
討にあたっては，共通項目の数が問題となりやすいが，共通項目の識別力が小さくなったり，
困難度が極端な範囲に偏ると等化が不安定になりやすい．垂直尺度化の結果が理論に近いもの
となるためには，項目数の検討だけではなく，共通項目のパラメタ値にも留意が必要である．
そのため，共通項目を選抜する目的でフィールドテストを実施することも行われている．
本事例では各学年において十分な児童生徒数が存在しており，また学年内における学力の範

囲も幅広い傾向が見られた．しかし実践上，一部の学年において児童生徒の数が極端に少ない
（たとえば数百名程度の）場合や尺度の一次元性が高いとはいえない場合は，個別推定を行う
と，最初の段階で個別に推定された項目パラメタ値の推定精度が下がり，その値が等化に用い
られるため，等化後の結果が理論通りにならない場合が予想される．同時推定では学年ごとに
個別のパラメタ推定を行わないため，この問題が回避できる可能性があるが，受検者数が多数
となった場合，パラメタ推定に多くの計算資源を要するという問題がある．実践の上ではこれ
らの問題点に注意しつつ，複数の等化方法を比較検討することがほとんどである．

7. おわりに

本稿では心理尺度を比較可能にする手続きとして「等化」を中心にその方法を述べ，実際の大
規模テストや学力調査に応用する具体的方法を説明した．学力調査や入試，資格試験といった
ような場面で，多くの受検者において統一された尺度上で能力を表現することが求められる
が，そのような仕組みを提供するためには等化の考え方による能力尺度の共通尺度化が不可欠
である．
本稿で述べたブロックダイヤグラムによる記述は，過去にどのような等化を行ったかを記録

する手段としても有用である．あわせて，ブロックダイヤグラムに書かれた等化手続きを自動
化する仕組みも考えることができよう．作業手順の可視化のみならず，複数ある等化手法の比
較検討を行いやすくすることで，大規模テストの開発がより効率的に進められることが期待で
きる．
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How to Obtain a Common Scale for Psychological Concept: Methods and
Practices of Equating and Linking

Haruhiko Mitsunaga

Graduate School of Education and Human Development, Nagoya University

Testing programs can reveal examinees’ scores that reflect their ability or compe-
tency. To align multiple scales of different test administrations and obtain a common
scale among these tests, researchers have proposed various equating or linking procedure.
An equating method might be applied when multiple tests measure the same latent scale,
whereas a linking method can be considered a collective term for using a common scale
that measures the latent scale under weak constraints such as unidimensionality. This
article illustrates a method of equating or linking. In practice, a testing program that
ensures equity requires the specification that multiple tests should be administered longi-
tudinally. We propose a block diagram notation to visualize a test design and equating
procedure and describe an example of a large-scale assessment that equates the scales of
multiple grades.

Key words: Test theory, item response theory, large-scale assessment, educational measurement.
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要 旨

患者報告アウトカムは，質問紙などを用いて患者から直接得られる健康状態に関する報告で
あり，臨床試験のアウトカムとしての利用も多い．患者報告アウトカム尺度は多数開発されて
いるが，PROMIS�（Patient-Reported Outcomes Measurement Information System）では，項目
反応理論によるコンピュータ適応型テストを想定した項目バンクの開発が行われている．コン
ピュータ適応型テストにより，測定精度を保ったまま質問数を減らすことができ，回答者の負
担を減らすことができる．PROMIS�では，項目プールの開発，項目の心理測定学的検討，妥
当性の検討の順番で尺度開発をすすめ，その開発にあたって科学的に妥当な基準を設定してい
る．具体的には，（1）対象の構成概念の定義，（2）項目の構成，（3）項目プールの構築，（4）項目
バンクの性質の特定，（5）検査のフォーマット，（6）妥当性，（7）信頼性，（8）解釈可能性，（9）翻
訳と文化適応の 9つの基準である．本論文では，PROMIS�での尺度開発プロセスについて解
説をするとともに，日本国内において患者報告アウトカムの項目バンクを開発する上で必要と
なることについて議論した．

キーワード：患者報告アウトカム，項目反応理論，項目バンク，PROMIS�，COSMIN．

1. はじめに

心理統計学の臨床領域への応用として，患者報告アウトカム（patient-reported outcome [PRO]）
の開発と運用を挙げることができる．アメリカ食品医薬品局（Food and Drug Administration
[FDA]）によると，患者報告アウトカムは「患者から直接得られる患者の健康状態に関する全て
の報告であり，患者の回答に対して臨床医や他の誰の解釈も介さないもの」とされる（Food and
Drug Administration, 2009）．患者報告アウトカムの測定方法には，面接による測定方法もあ
るが，多くの場合は自己記入式質問紙による測定方法が用いられる．FDAが指針を出してか
ら，臨床試験における患者報告アウトカムの活用が増え，その開発と運用も活発化している．
日本国内でも患者報告アウトカムに対する関心は高くなってきており，「患者報告アウトカム
（Patient-Reported Outcome: PRO）使用についてのガイダンス集」も作成されている（下妻 他,
2023）．
患者報告アウトカムの運用方法として，項目反応理論（item response theory [IRT]）を用いた

コンピュータ適応型テスト（computerized adaptive test [CAT]）がある．紙とペンを用いて実施

1専修大学 人間科学部：〒 214–8580 神奈川県川崎市多摩区東三田 2–1–1
2福島県立医科大学 医学部：〒 960–1295 福島県福島市光が丘 1番地
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される質問紙とは異なり，コンピュータ適応型テストでは，コンピュータを用いることで参加者
の反応に応じて呈示する項目を調整する．コンピュータ適応型テストを用いると，測定精度を
保ったまま質問数を減らすことができ，回答者の負担を減らすことができる．コンピュータ適
応型テストを用いて患者報告アウトカムを測定する場合，多数の尺度項目から構成される項目
バンクを作成する必要がある．コンピュータ適応型テストを想定した患者報告アウトカムの項
目バンクの開発においては，PROMIS�（Patient-Reported Outcomes Measurement Information
System）の取り組みが参考になる．そこで，本論文では，PROMIS�で提案されている患者報告
アウトカム尺度の項目バンク開発について整理し，国内における患者報告アウトカム尺度の項
目バンクを開発する際の課題について議論する．

2. PROMIS�とは

PROMIS�は，米国国立衛生研究所（National Institutes of Health [NIH]）が 2002年に打ち出
した医学研究のためのロードマップに従って，2004 年に NIH 主導の多施設共同研究グルー
プとして立ち上げられたプロジェクトである（Cella et al., 2007）．Duke大学，Stanford大学，
Stony Brook大学，North Carolina大学，Pittsburgh大学，Washington大学などの 6つの研究
拠点と統計調整センター（statistical coordinating center [SCC]）を中心に構成されており，国
家的なプロジェクトになる．PROMIS�は，様々な慢性疾患の症状や健康状態を測定するため
の項目バンクを構築・検証し，臨床現場で効率的に利用できるようにすることを目的として
いる（Cella et al., 2007）．その項目バンクの活用では，項目反応理論を用いたコンピュータ
適応型テストを用いる．PROMIS�のウェブサイト（https://www.healthmeasures.net/explore-
measurement-systems/promis）では，実際のコンピュータ適応型テストのデモも用意されてお
り，ブラウザ上で回答に対する推定結果をその場で確認することができる．

PROMIS�では，プロジェクトの最初の段階で，慢性疾患にかかわる様々な領域（がん，リ
ウマチ，精神保健など）の専門家，臨床試験の専門家，製薬業界などのステークホルダーを集
めた専門家パネルを構成した（Cella et al., 2007）．そして，専門家パネルは PROMIS�がター
ゲットとするドメインを定め，その概念枠組みについても検討した（Cella et al., 2007）．初期
の PROMIS�のドメインは，身体機能，疲労，疼痛，感情的苦痛，社会役割参加の 5つであっ
たが，現在は，図 1にあるように身体的健康，精神的健康，社会的健康に大きく分けた上で，
それぞれにプロフィールドメインと追加ドメインが置かれている1)．これらのドメインを測定
する項目バンクの開発と検証については，PROMIS�が作成している検査開発と妥当化のため
の科学的基準（PROMIS, 2013）に従って説明する．

3. PROMIS�における患者報告式アウトカム尺度開発

PROMIS�では，項目プールの開発，項目の心理測定学的検討，妥当性の検討の順番で尺度開
発を進める（図 2）．PROMIS�では，検査の開発と妥当化のための科学的基準（PROMIS, 2013）
を定めており，（1）対象の構成概念の定義，（2）項目の構成，（3）項目プールの構築，（4）項目バ
ンクの性質の特定，（5）検査のフォーマット，（6）妥当性，（7）信頼性，（8）解釈可能性，（9）翻訳
と文化適応の 9つの基準がある．以下ではそれぞれの基準について解説する．

3.1 （1）対象の構成概念の定義
PROMIS�の各ドメインで測定される構成概念は，明確に定義される必要がある（PROMIS,

2013）．構成概念の定義にあたり，まずは既存の文献レビューを行って，理論的・実証的観点
から検討を行う．Pittsburgh大学の PROMIS�グループは，包括的な文献検索方法の開発のた
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図 1．PROMIS�の成人用ドメインの構成．

図 2．PROMIS�開発フロー．Pilkonis et al.（2011）の Figure 1を参考に一部改変．

めに，図書館司書と協働している（Klem et al., 2009）．図書館司書が研究チームに加わること
で，より網羅的に既存の文献を見つけることができ，その概念の研究領域での位置づけなどに
ついての情報を得ることができる2)．
対象の構成概念は，その構成概念や測定の専門家，臨床家，患者，ユーザー，関連するス

テークホルダーによって，適切な質的研究法によるレビューが行われる必要がある（PROMIS,
2013）．まず，専門家パネルが暫定的な構成概念の定義について精査する．その具体的な実施
方法としては，修正型デルファイ法が推奨されている（PROMIS, 2013）．修正型デルファイ法
では，匿名調査を用いて専門家間のコンセンサスを得ることができる．以降の項目作成時の
フォーカスグループでのフィードバック，得られたデータの統計解析（因子分析やモデル適合
度），項目作成後の専門家パネルの精査などを通して，構成概念の改訂が行われる．
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3.2 （2）項目の構成
PROMIS�の項目を作成にするにあたり，測定する概念に関する既存の尺度と項目を包括的
に文献検索して収集する（Klem et al., 2009）．収集した項目は，構成概念ごとにグループ化す
る「分配（binning）」を行う（DeWalt et al., 2007）．これにより，構成概念を捉えるのに必要な項
目と冗長な項目を特定することができる．さらに，ドメインの定義にあわない項目や冗長な項
目などを除外する「より分け（winnowing）」を行う（DeWalt et al., 2007）．「分配」も「より分け」
も 1名ではなく 2名以上の研究者で取り組む．「分配」や「より分け」によって整理された項目に
対して，文法的な正しさ，読みやすさ，翻訳可能性の観点から改訂する（DeWalt et al., 2007）．
読みやすさに関しては，12歳程度の読み書き能力があれば理解できる項目にすること，曖昧な
表現は避けること，スラングは避けてシンプルな表現にすること，1つの項目に複数の質問が
含まれるダブルバーレルは避けることなどに留意する（DeWalt et al., 2007）．また，米国での
使用を想定しているため，多様な文化的背景をもった回答者が回答しやすいように，他言語へ
の翻訳可能な項目になるように調整される．具体的には，特定の国，文化圏，社会階層のみで
通用する表現などは避ける．
項目の改訂は，専門家によってなされるだけでなく，認知インタビューを通しても行われる

（PROMIS, 2013）．認知インタビューは非専門家や患者を対象に，項目が意図したような意味
で理解されているのか，項目は理解しやすいか，どのように回答するのかを検討するために行
われる（DeWalt et al., 2007）．PROMIS�では，各項目に対して，最低 5名の参加者による認知
インタビューが行われ，途中で大きな改訂がなされた場合はさらに 3名から 5名を追加して精
査する（DeWalt et al., 2007）．実施方法には，参加者に項目を読んで回答するように依頼し，
その後で，面接によって各項目の理解度や分かりにくい表現などを確認する回顧的プロービン
グ（retrospective probing）法を用いる．認知インタビューでは参加者の多様性を保証するため
に，高校を卒業していない者，読み書きの水準が 15歳以下の者，認知障害のある者などを含
めたり，地域や人種的な多様性にも配慮する（DeWalt et al., 2007）．

3.3 （3）項目プールの構築
項目の収集・改訂が進み項目プール候補ができてきたら，項目プールが対象の構成概念を漏

れなく捉えられているか検討する（PROMIS, 2013）．心理学や精神医学では，これまで様々な
患者報告アウトカム尺度を開発しているが，同じ構成概念であっても，項目内容が異なること
がある．例えば，主要な抑うつ症状尺度に対する調査では 52個の抑うつ症状がリストアップ
されたが，1つの尺度で測定しているのはそれらの内の最大 40%しかないという指摘もある
（Fried et al., 2022）．既存の 1つの尺度で測定できる範囲は限定的になる．項目プールが対象
の構成概念を漏れなく捉えられているか検討する方法には，（1）構成概念の各側面をリスト化
して対応する項目があるか検討する，（2）患者を対象としたフォーカスグループによって検討
するの 2種類がある．PROMIS�でのフォーカスグループは，3つ以上のグループで，各グルー
プが 6から 12名の患者，ファシリテーター，記録係で構成される（PROMIS, 2013）．フォーカ
スをあてたグループにするために，ある一定の基準を満たした患者に参加を依頼する．フォー
カスグループでは，議論方法は構造化されておらず，自由な発言を促される．フォーカスグ
ループを通して，患者の目線から，提示された項目が構成概念をまんべんなく測定できている
か検討され，必要に応じて新規項目の追加や修正がなされる．

3.4 （4）項目バンクの性質の特定
項目バンクが作成できたら，項目の心理測定学的性質を回答者の代表的サンプルに基づいて

決定する（PROMIS, 2013）．2006年から 2007年にかけて実施された PROMIS�の第 1波調査
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では，米国の一般人口と複数の患者集団からデータを収集している（Cella et al., 2010）．この
調査では，世論調査会社を使って 21133名からデータを収集した．また，米国国勢調査を参考
にしてサンプルマッチング法を用いて代表性を担保している．次に，収集したデータから得ら
れる各項目の心理測定学的性質を検討する．この検討を通して，項目バンクには優れた心理測
定学的性質をもつ項目が残される．まず，項目反応理論の適用の前に，各項目に対して項目分
析を実施する．項目分析では，（1）反応頻度，平均値，標準偏差，得点範囲，尖度，歪度などの
記述統計量の検討，（2）項目間相関行列，項目 -尺度相関，項目減による Cronbachの α係数の
変化などの内的整合性に関する検討が行われる（PROMIS, 2013）．

PROMIS�では項目反応理論を用いるが，項目反応理論適用の前提条件（一次元性，局所独立
性，単調性）を満たすかどうかを確認する．一次元性の確認では，最初に 1因子モデルの確証
的因子分析による検討を行い，適合度の評価を行う（PROMIS, 2013）．なお，患者報告アウト
カム尺度の回答は順序データと考えられるので，因子分析にあたってポリコリック相関係数
を用いる．もし，確証的因子分析の適合度が低い場合は，探索的因子分析によって 1因子構
造が得られるか確認する（PROMIS, 2013）．探索的因子分析で 1次元性を確認する目安の一つ
として，第一因子の分散説明率が 20%以上でかつ第二因子との分散説明率の比が 4以上であ
ることが挙げられる．下位因子を想定した上で全項目を説明する一般因子を想定する双因子
（bifactor）モデルを検証することが適切な場合も存在する．双因子モデルで一般因子を想定す
ることの合理性を判断するために共通分散説明率（explained common variance [ECV]）が利用で
きる（Reise et al., 2013）．局所独立性は，個人の特性で条件づけられた際の項目間の反応が独
立していることを指す．具体的には，ある項目が他の項目の反応に依存するものになってない
か検討したり，1因子モデルの確証的因子分析の残差相関行列から検討したりすることができ
る（PROMIS, 2013）．単調性は，健康に関する特性がより高いほど，健康に関する各項目への
反応はより高くなることを指す．具体的には，合計得点から項目得点を引いた得点に条件づけ
られた項目平均得点のプロットや，ノンパラメトリック項目反応理論モデル（例えば，Mokken
尺度分析）によって検討することができる．Mokken尺度分析で単調性を検討する場合には，各
項目と尺度項目全体について推定されるスケーラビリティ係数（scalability coefficients）H を基
準とすることができる（Mokken, 1971）．一次元性，局所独立性，単調性は，項目反応理論の適
用の条件となるため，項目バンク内の項目がこれらを満たすか確認してから，項目反応理論モ
デルを適用する必要がある．また，一次元性の検討などを通して，項目反応理論モデルの適用
の前に項目プールから項目を減らし，整理することもできる（Reeve et al., 2007）．

PROMIS�では，一次元性が仮定できる多肢選択式項目が基本になるので，段階反応モデル
（Samejima, 1969）が用いられる．段階反応モデルで推定されるパラメータは，個人の特性値 θ，
各項目の識別力 aと困難度 bになる．特性値 θ，識別力 a，困難度 bの下で，反応がカテゴリー
k（多肢選択の 1つ）である確率が，以下の式を用いて計算される（PROMIS, 2013）．

P (Xi = k | θ, bi, ai) =
1

1 + exp [−ai (θ − bi,k−1)]
− 1

1 + exp [−ai (θ − bi,k)]

項目反応理論モデルに対してもモデル適合度の評価を行う．モデル適合度の評価には，観測反
応頻度と期待反応頻度の比較や適合度指標（χ2，尤度比 G2）を用いる．項目反応理論モデルの
推定結果は，カテゴリー反応曲線や項目情報曲線から解釈をする．項目反応理論の観点から項
目を検討し，性能が低い項目については，専門家パネルが内容のレビューをした上で項目バン
クに残すかどうか判断する（Hansen et al., 2014）．性能は低いが，臨床的な関連性が高い項目
は，保持されたり，修正されたりする．また，PROMIS�で用いる基本的な項目反応理論モデ
ルでは 1因子構造を想定しているが，実際の項目プールの構造は 1因子構造とは限らない．そ
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のため，多次元項目反応理論モデルを用いることも適宜検討される（PROMIS, 2013）．
PROMIS�では，多様な背景をもった患者の患者報告アウトカム尺度を開発するため，特定
の集団において他の集団とは異なる機能をもった項目を特定する必要がある．このような特定
の集団（ジェンダー，年齢，疾患，教育，人種など）に対して項目が特異的な機能を有する性
質を特異項目機能（differential item functioning [DIF]）と呼ぶ．特異項目機能のある項目がある
と，特定の集団に関して過小もしくは過大評価をしてしまうため，現状では PROMIS�では特
異項目機能のある項目は項目プールから除外する．特異項目機能については，事前に仮説を設
定した上で検討する．特異項目機能の特定は，項目反応理論に基づいて尤度比検定や項目反応
理論には基づかない順序ロジスティック回帰，あるいは構造方程式モデリングの多重指標多重
原因（Multiple indicators multiple causes [MIMIC]）モデルや確証的因子分析モデルの多母集団
同時分析を用いた方法が代表的である（Teresi et al., 2021）．例えば，MIMICモデルを用いた
方法では，項目と測定概念を反映する潜在変数からなる確証的因子分析モデルに集団の属性を
反映する項目を加え，属性項目から潜在変数とすべての尺度項目にパスを追加する．そこから
修正指数等を参照し，属性項目が尺度項目に有意な影響性を示す項目を特異項目機能を示す項
目と判断する．そして，特異項目機能の大きさと影響を考慮して，特異項目機能のある項目を
項目プールから除外する．なお，項目プールから除外せずに，特異項目機能も考慮した上で推
定することも考えられるが，現状では採用されていない．

PROMIS�の項目プール全体には多数の項目が含まれているので，参加者に全ての項目に回答
を求めるのは難しい．例えば，PROMIS�の第 1波調査では，項目プール全体で 1000項目以上
が含まれており，1名が全ての項目に回答するのは難しかった（Cella et al., 2010）．そこで，フ
ルバンクデザインとブロックデザインの 2種類を実施し，1人の回答者が回答するのは 150項目
程度に限定して調査を実施している．フルバンクデザインは，参加者に PROMIS�の特定のド
メイン内の全ての項目に回答を求める調査デザインである．これによって項目反応理論の適用
にかかわる一次元性の評価とドメイン内の項目のキャリブレーションが可能となる．また，既
存の尺度も一緒にデータ収集することで，既存の尺度との等化も可能となる（Thompson et al.,
2017）．例えば，既存の抑うつ尺度である Patient Health Questionnaire(PHQ)-9と PROMIS�

のうつ尺度でキャリブレーションを実施した研究から，9項目の PHQ-9よりも PROMIS�の適
応型テストの 3項目の方が測定誤差が小さいことが示されている（Gibbons et al., 2011）．ブ
ロックデザインでは，複数のドメインの一部の項目に回答をすることで，ドメイン間の関係の
評価が可能となる．ブロックデザインでは，項目のブロックごとに一般集団から 900名以上，
500名の慢性疾患患者を含むように調査が設計された（Cella et al., 2010）．項目バンクには項
目に関するパラメータが明らかになった項目が収載され，コンピュータ適応型テストで利用さ
れる．

3.5 （5）検査のフォーマット
PROMIS�の項目バンクの活用法としては，参加者の反応に応じて質問を提示するコンピュー
タ適応型テストや，予め定められた項目から構成される項目バンクの短縮版尺度などがある．
それぞれの検査形式は，使用目的や項目バンクの性質に合わせて設定される（PROMIS, 2013）．
また，検査として使う上では，各尺度の検査としての適切な性質を示し，回答者の負担につい
ても検討を行う．回答者の負担は回答にかかる時間や回答数などが含まれる．パソコン上での
回答や紙とペンによる回答などの異なる実施方法での比較可能性についても検討する．

PROMIS�等で用いられるコンピュータ適応型テストの基本的なアルゴリズムを図 3に示す．
コンピュータ適応型テストは，項目反応理論を通じてキャリブレーションされた項目バンクか
ら特定の能力値（θ）を任意に選択し，その能力値に適した項目の選択と提示が行われる．回答者



項目反応理論を用いた症状評価項目バンクの現状と今後の課題 85

図 3．適応型テストの基本アルゴリズム．İnce Araci and Tan（2022）を参考に一部改変．

の θに関する事前情報がない場合には，母集団の θの平均値を割り当て，それに適した項目の
提示から開始する，あるいは項目バンクに含まれる最初の項目を提示するといった方法が一般
的である．最初に提示した項目への反応に基づいて θの推定を更新する．θの推定は，最尤法
またはベイズ推定による期待事後推定量（Expected a Posteriori Estimator [EAP]）や最大事後確
率推定量（Maximum a Posteriori Estimator [MAP]）がよく用いられる（Lord and Novick, 2008;
Segall, 1996）．能力値 θの更新後，次の質問項目を提示する必要性を停止基準に従って判断す
る．停止基準には標準誤差がよく用いられる．標準誤差が一定の水準まで小さくなった時点で
項目の追加提示を止め，その時点の能力値を求めることで精度の高い推定値が得られる．能力
値の更新後に次に提示する項目を選択する方法には，Aルール，Eルール，Dルール，Tルー
ル，Wルール，Kullback-Leibler情報量規準（KL），連続エントロピー法などがある（İnce Araci
and Tan, 2022）．これらの規準は最終的な能力値推定における規準値を最大化または最小化す
るという点で共通しているが，規準値の定義が異なる．例えば，KL法と連続エントロピー法
は，それぞれ事後期待 KL情報を最大化し，期待連続エントロピーを最小化する（Mulder and
van der Linden, 2009）．

3.6 （6）妥当性
PROMIS�の妥当性検討では，基準関連妥当性，構成概念妥当性，内容的妥当性，反応性を
検討する（PROMIS, 2013）．基準関連妥当性では，基準となる尺度を定めて，その尺度との関
連の強さについて事前に仮説を立てて検証する．PROMIS�の場合，基準としては既存の尺度
や診断などのゴールドスタンダードとなる基準が挙げられる．構成概念妥当性では，測定する
構成概念とその他の構成概念との間の関係について事前に仮説を立てて検証する（Cella et al.,
2010）．具体的には，測定する構成概念と関連する構成概念との関係について検証する収束的
妥当性，測定する構成概念と関連しない構成概念との関係について検証する弁別的妥当性につ
いて検討する．内容的妥当性の検討は項目の作成の段階でも行われてきているが，項目反応理
論によるキャリブレーション後にも検討する（Riley et al., 2010）．特に，項目反応理論の適用
などに際して項目の絞り込みがなされている場合に，当初測定する予定だったドメインと項目
バンクの内容に乖離が生じる可能性がある．内容的妥当性では，最初に定義したドメインと作
成された検査との間の一貫性について検討する．
反応性は構成概念の時間的な変化に関する妥当性であり，患者の変化を尺度が捉えることが
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できているのかを検討する（PROMIS, 2013）．そのため，ある程度の変化が期待できる時間間
隔でデータを測定し，変化が期待できるグループと安定していると期待できるグループで比較
したり，医師や患者による変化に関する評定のような外部アンカーとの関連を検討したりす
る．例えば，PROMIS�のうつ尺度に関する反応性を調べた研究では（Pilkonis et al., 2014），う
つ病患者の治療初期から 3ヶ月後までのフォローアップ調査を行って，治療に伴う症状変化を
測定した．その結果，PROMIS�のうつ尺度は，各測定時点の既存の尺度の PHQ-9と CES-D
（Center for Epidemiological Studies Depression）と相関しており，変化に関する収束的妥当性を
示した．また，患者による全般的改善の評価（「非常に改善」から「悪化」で評価）をアンカーとし
て，そのアンカーと PROMIS�のうつ尺度の変化が対応することも確認している．

3.7 （7）信頼性
PROMIS�では，対象構成概念の信頼性と再検査信頼性を検討する（PROMIS, 2013）．対象
構成概念の信頼性については，古典的テスト理論の場合は尺度全体の Cronbachの α 係数や測
定誤差から検討できる．項目反応理論の場合は特性値を横軸においてテスト情報量をプロット
したテスト情報曲線を描くことができ，構成概念の特性値の全範囲における信頼性を検討する
ことができる．対象構成概念の再検査信頼性については，2時点の間での測定値の相関を検討
する．その際には，2時点の間で対象集団に大きな変化はなく安定していることが想定できる
ようにデータ収集する必要がある．

3.8 （8）解釈可能性
PROMIS�では回答から連続的な得点が得られるが，その得点を臨床的な意味として解釈し
やすい質的なカテゴリーに分けることで解釈可能性を高めることができる．PROMIS�では，
最小限の重要な差（minimally important difference [MID]）を示すことが推奨されている．最小
限の重要な差の計算方法としては，尺度の測定誤差などの分布に基づく方法と患者や医療者に
よる変化に関する外的アンカーに基づく方法がある（宮崎, 2015）．なお，時間的な変化に関し
ては，最小限の重要な差ではなく，最小限の重要な変化（minimally important change [MIC]）と
呼ぶことがある（Mokkink et al., 2010）．
妥当性，信頼性，解釈可能性については，PROMIS�の基準やその付録も参考になるが，それ

らの検討方法は COSMIN（COnsensus-based Standards for the selection of health Measurement
INstruments）が詳しい．COSMINでは，患者報告アウトカムの選択・評価に関するガイドライ
ンを作成しており（Mokkink et al., 2010; Prinsen et al., 2018; 佐藤・土屋, 2022），それらは尺
度開発においても有用である．COSMINのガイドラインは PROMIS�の基準と内容的に重複す
る部分もあるが，COSMINは格付けのための明確な規格を持ったチェックリストを提供するた
め，患者報告アウトカム尺度を開発する場合にも活用することができる．

3.9 （9）翻訳と文化適応
PROMIS�は，英語で項目バンクを作成しているが，PROMIS�の項目バンクを他言語に翻訳

し，活用することもできる．PROMIS�では，教示，項目，選択肢について厳密な翻訳過程を
通して他言語への翻訳が行われる（PROMIS, 2013）．具体的には，英語から他言語への順翻
訳と翻訳した他言語から英語への逆翻訳をおこなって，他言語への翻訳によって項目の意味
が異なってないか確認する．順翻訳と逆翻訳に関しては，繰り返し実施して，適切な翻訳に
なるように調整し，そのプロセスにおいてはバイリンガルの専門家による検討も推奨される
（PROMIS, 2013）．また，逆翻訳を想定して翻訳された項目は，読みにくかったり，分かりに
くかったりすることもあるため，認知インタビューによる検討を通してその文化にあった項目
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を開発することが重要になる．なお，PROMIS�では，尺度翻訳にかかわる最小限の要件を設
定している（PROMIS, 2014）．この最小限の要件としては，リリース前の要件（適切な翻訳，特
異項目機能を含む予備検討）とリリース後の要件（項目バンクのキャリブレーション，その言語
における参照得点，信頼性，妥当性，反応性，解釈可能性）が設定されている．

4. PROMIS�の検査成熟モデル

上記の 1から 9の基準にしたがって PROMIS�の項目は作成されるが，PROMIS�では検査と
しての成熟モデルを設定し，各検査がどの開発段階か分かるようにしている（PROMIS, 2012）．
具体的には，ステージ 1（開発：概念化と項目プール），ステージ 2（開発：キャリブレーショ
ン），ステージ 3（一般公開：キャリブレーションと予備的な妥当性検討），ステージ 4（成熟化：
反応性と拡張），ステージ 5（完全に成熟したユーザーサポート）の 5ステージからなる．ここま
で説明をした基準にもとづいて，ステージ 1からステージ 3まで開発し，一般公開する．その
後，ステージ 4において，異なる臨床集団に対して実施したり，反応性や解釈可能性について
検討し，より検査を使いやすくする．最後のステージ 5は，様々な集団で検討され解釈も可能
となった状態であり，ユーザーが利用しやすいように採点と解釈マニュアルなどを作成する．
PROMIS�の検査成熟モデルを用いることで，患者報告アウトカム尺度の開発を，プロダクトの
開発プロセスのように実施することができ，プロジェクトの進行確認などにも有用と思われる．

5. PROMIS�の現状と今後の課題

PROMIS�は，項目反応理論を用いたコンピュータ適応型テストをベースにした患者報告ア
ウトカム尺度の開発を行っている．患者報告アウトカム尺度や精神症状を測定する尺度は，紙
とペンを用いたものが多く，臨床現場で実施する場合は採点などを行う必要があった．また，
毎回同じ項目を用いることによって患者があまり深く考えずに回答することもあるかもしれ
ず，項目数などの負担も大きい．一方で PROMIS�は，コンピュータ適応型テストによって，
患者の反応に合わせて項目を提示し反応を取得するため，患者の負担は小さくなり採点も自動
化されるため実施者の負担も小さくなる．また，実施や採点に対する負担だけでなく，項目反
応理論に基づく推定値は古典的テスト理論に基づく得点よりも精度が高くなる．例えば，慢
性的な腰痛や首の痛みに関する治療上の変化について，古典的テスト理論に基づくものより
も，PROMIS�の項目反応理論に基づく変化の推定のほうが正確になるとされる（Hays et al.,
2021）．PROMIS�のような患者報告アウトカムの項目バンクの作成は，臨床的にも有用であ
り，今後も利用の拡大が予想できる．
当初，PROMIS�の項目は英語で作成されたが，米国内の英語以外の話者（スペイン語と中国
語）も使えるように他言語への翻訳も進められている．また，米国内だけでなく，米国以外の国
で活用するための翻訳も行われている．ノルウェー語版 PROMIS�（Rimehaug et al., 2022）の
ように翻訳と検証プロセスを論文化しているものもあるが，それ以外にも PROMIS�のウェブ
サイトから多くの言語に翻訳されていることが確認できる．痛み，うつ，不安，疲労，身体活
動，睡眠，イライラなどの PROMIS�尺度については，既に日本語訳されていることも分かる．

PROMIS�を日本でも活用することができれば，臨床研究と臨床実践の両面への多大な貢献
が期待できる．しかし，英語とスペイン語については無料で利用できるが，その他の言語に
関しては手数料が必要とされる（PROMIS, 2023）．そのため，日本語版は項目などがオープン
にはなっていない．なお，研究利用の場合は，手数料が免除される可能性もあるとされてい
る．患者報告アウトカムの開発や翻訳には多くの研究資金が投入されていることを考えると
手数料や利用料がかかることは尤もであるかもしれない．しかし，手数料や利用料によって
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PROMIS�の活用に制限がかかる可能性もある．
手数料の問題だけでなく，患者報告アウトカムの測定は使われる言語に依存することを考慮

すると，日本でも PROMIS�のような患者報告アウトカムの項目バンクを開発する必要がある
かもしれない．日本語の特性も考慮した項目バンクの作成は患者にとって切実なアウトカムの
測定につながることが期待できる．もし，日本において患者報告アウトカムの項目バンクを開
発する場合，（1）方法論的な厳密性を担保した開発フレームの設定，（2）教示，項目，選択肢，
推定された項目パラメータ，解釈のための情報のオープン化，（3）図書館情報学研究者，患者，
臨床実践家，統計学者，臨床研究者からなるプロジェクトチームが必要と考える．
まず，日本において患者報告アウトカムの項目バンクを開発するために，方法論的な厳密性

を担保した開発フレームを設定する必要がある．海外で開発された項目バンクの翻訳ではなく
日本で項目バンクを開発する場合は，方法論的な厳密性に基づく等価性を担保することが必要
になる．既に PROMIS�や COSMINにおいて，患者報告アウトカム尺度開発の指針は示され
ている．開発にあたっては，PROMIS�が行ったようなドメインの枠組みの検討のように，大
枠の検討から初めて，それぞれのドメインの開発をすることが重要になる．その点において
PROMIS�は参考になるが，文化特異的なドメインが含まれる可能性もある．PROMIS�の検査
成熟モデルにあるような，開発の進捗が分かりやすいような枠組みも採用し，プロジェクトが
順調に進むような工夫も必要となる．
次に，教示，項目，選択肢，推定された項目パラメータ，解釈のための情報はオープン化し，研

究利用から実践まで幅広く利用できるようにする必要がある．そのためにも PROMIS�におい
て行われている尺度の項目のライセンスのチェックなども必要になる．また，オープン化するこ
とで，利用者の項目への曝露が増えてしまう可能性もある．項目バンクは随時項目を追加しなが
ら持続的に発展するようなシステムにできると良いだろう．項目バンクのオープン化に関して
は，参加者に日に複数回質問を行う経験サンプリングに関する項目リポジトリが参考になるかも
しれない（Kirtley et al., 2019）．ESM Item Repository（https://www.esmitemrepository.com/）
では，経験サンプリングで利用できる項目が各種メタ情報とともに複数の言語で利用可能に
なっている．
最後に，項目バンクの作成にあたっては，図書館情報学研究者，患者，臨床実践家，統計学

者，臨床研究者からなるプロジェクトチームが必要となる．そのためには，異なる専門性や立
場の者が集まってプロジェクトに持続的に取り組むための仕組みが必要となる．2～3年で終わ
るプロジェクトではなく長期間にわたり，メンバーが入れ替わりつつ取り組むための枠組みや
組織が必要となるだろう．
上記のように，日本での患者報告アウトカムの項目バンク開発には，多くの困難があると予

想される．困難はあるものの，項目バンク開発は患者のケア向上につながり，さらなる研究利
用にもつながることが期待できる．本論文が，日本における患者報告アウトカムの項目バンク
開発の一助になれば幸いである．
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注．

1) ドメイン構成，ドメインに含まれる構成概念，項目数などの詳細は，PROMIS�のウェブ
サイトに掲載されている．例えば，2023年の段階では，成人用 PROMIS�のうつ尺度の項
目プールには 28個の項目が含まれる．また，英語版 PROMIS�については，具体的な項
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目もウェブサイトから入手することができる．
2) 欧米の研究機関などでは，図書館情報学などの学位のある者が図書館司書を担っている．
彼らは文献検索などについて専門的知識を有しており，系統的レビューなどをサポートす
ることができる．日本国内においては，図書館情報学の専門家を研究チームに加えること
が対応すると思われる．
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Current Status and Future Directions of Patient-Reported Outcome Item
Banks Using Item Response Theory

Yoshihiko Kunisato1 and Yoshitake Takebayashi2

1School of Human Sciences, Senshu University
2School of Medicine, Fukushima Medical University

Patient-reported outcomes are health status reports obtained directly from patients
through methods such as questionnaires and are often used as outcomes in clinical trials.
Although numerous patient-reported outcome measures have been developed based on
classical test theory, the Patient-Reported Outcomes Measurement Information System
(PROMIS�) has been developed an item bank for computerized adaptive tests based on
item response theory. The computerized adaptive test enables the number of questions
to be reduced while maintaining measurement precision, thereby lessening respondent
burden. PROMIS� advances scale development in the order of item pool development,
psychometric testing of items, and check of validity, setting scientific standards for scale
development. The scientific standards involves (1) definition of target construct, (2) com-
position of individual items, (3) item pool construction, (4) determination of item bank
properties, (5) testing and instrument formats, (6) validity, (7) reliability, (8) interpretabil-
ity, and (9) language translation and cultural adaptation. In this paper, we discuss the
scale development process in PROMIS� and deliberate the requirements when developing
patient-reported outcome item banks in Japan.

Key words: Patient-reported outcome, item response theory, item bank, PROMIS�, COSMIN.
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近年の診断分類モデルの推定法の展開
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要 旨

診断分類モデルあるいは認知診断モデルは学力テストの解答に必要な一連の認知能力（アト
リビュート）を想定し，テスト受験者をアトリビュート習得の有無のパタンに分類する統計モ
デルである．診断分類モデルは，教育テスト分析において有用なツールであり，応用も広がり
つつあるものの，パラメタ推定についての包括的な日本語のレビューは未だ存在しない．そこ
で本稿では診断分類モデルのパラメタ推定法についての展開を展望し，診断分類モデルの応用
の促進と理論的発展に資することを目指した．レビューの結果，最尤推定法，ベイズ推定法，
ノンパラメトリック推定法の 3種類の方法での発展がみられた．最尤推定法では正則化法の利
用，ベイズ推定法では変分ベイズといった比較的新しい方法も用いられていた．レビューの結
果を踏まえて，診断分類モデルの推定法について残された問題と今後の展望について議論した．

キーワード：診断分類モデル，認知診断モデル，パラメタ推定法．

1. はじめに

学力テストからテスト解答者の強みや弱み推定することができる統計分析モデルとして，
診断分類モデル（diagnostic classification models [DCMs]）あるいは認知診断モデル（cognitive
diagnostic models [CDMs]）と呼ばれるモデル（Rupp et al., 2010; von Davier and Lee, 2019）へ
の注目が集まっている．DCMでは，例えば中学生における「数学能力」という包括的な構成概
念を分解し，「計算力」，「概念理解」，「図形操作力」，「論理力」などといったテストの正答に必
要なより細かい認知要素（アトリビュート；attribute）を想定することで，個々のテスト解答者
がどのアトリビュートを習得しているのかを推定することができる（応用例として，鈴木 他,
2015などが参考になる）．このように，DCMはテスト解答者がどのような認知的なつまづき
を抱えているのかを，学力テストへの項目反応パタンから推定し，個別のテスト解答者への学
習の診断情報の提供を可能にするモデルである．

DCMは，統計モデルとしては制約付き潜在クラスモデル（restricted latent class models; Rupp
and Templin, 2008b）として考えることができる．DCMでは，アトリビュートの習得の有無の
組み合わせによって定義されるアトリビュート習得パタンが潜在クラスに対応する．和文で参
照できる DCMのレビューとして，山口・岡田（2017）があり，DCMの主要なモデルについて
は網羅的に解説されている．
しかし，山口・岡田（2017）では，DCM の推定法の詳細は記載されていない．この他，
山口（2019）は DCM の中でも最も基本的な DINA モデル（deterministic input noisy “AND”-
gate model; e.g., Junker and Sĳtsma, 2001）の推定法を示しているが，特定の DCMの特定の推

†筑波大学 人間系心理学域：〒 305–0006 茨城県つくば市天王台 1–1–1
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定法について述べているにすぎず，記述が限定的であると言わざるを得ない．DCMについて
の成書（e.g., Rupp et al., 2010; von Davier and Lee, 2019）においても，DCMのパラメタ推定に
ついて包括的にレビューされていない．DCMを含めた潜在変数モデルにおいては，一般にモ
デルの特定のみならずパラメタ推定法の選択も重要であるものの，包括的に DCMのパラメタ
推定法をレビューした日本語で参照できる文献がないという現状がある．

DCMのパラメタ推定法をレビューした論文がない理由として，DCM定式化の複雑さがあ
ると考えられる．DCMは，アトリビュートを多次元のカテゴリカル変数とみなすか，アトリ
ビュート習得パタンを潜在クラスとみなすかという定式化の任意性があり，結果の解釈をしや
すい定式化と推定を行いやすい定式化に隔たりがある．すなわち，推定法を統合的に理解する
際にわかりやすい定式化とモデルを応用していく際に解釈しやすい定式化が一致していないと
いうことである．このような DCMの定式化の複雑さから，DCMの推定方法のレビューが行
われてこなかった可能性がある．この結果として，DCMの専門家以外にはパラメタの推定法
を統合的に理解することが難しい現状があると考えられる．本稿の意義は，DCMの 2種類の
定式化とその関係を示し，現在提案されている DCMの推定法を概観し，それぞれの推定法の
特色について整理することにある．
上記を踏まえて，本稿ではパラメタ推定法を定式化しやすい定式化として潜在クラスモデル

ベースのものを採用し，一般性の高い DCMがどのように制約つき潜在クラスモデルとして定
式化できるのかを示す．その上で，多数の推定法の異同や，DCMに特有のノンパラメトリッ
ク推定法や単調性制約を満足するような推定法についても合わせてレビューする．これによ
り，DCMの特徴を，推定法の観点からも理解できると期待できる．DCMの推定法をレビュー
することにより，DCMの応用のみならず DCMの理論的研究の発展に寄与することを本稿の
目的とする．なお，本研究では Q行列と呼ばれる要素が既知である確証的な DCMのパラメ
タ推定について扱い，近年盛んに研究がなされている Q行列もデータから推定を行う探索的
DCM（e.g., Culpepper, 2019）についての詳細は扱わないこととした．
以下に本論文の構成を示す．第 2章では，潜在クラスモデルベースの診断分類モデルの定式
化および単調性制約（monotonicity constraints）について説明する．本稿では，最も一般性の高
い DCMの一つである対数線形認知診断モデル（log linear cognitive diagnostic model [LCDM];
Henson et al., 2009)から，潜在クラスモデルベースの診断分類モデルの定式化を行う．LCDM
のモデルパラメタは DCMの応用に際して理解しやすいパラメタであり，DCMというモデル
族の特徴を把握しやすいと考えられる．なお，本稿では von Davier and Lee（2019）などの最
新の成書に準じて，CDMではなく DCMという用語を用いるが，LCDMはすでに定着したモ
デルの名称であるため本稿でもその名称を変更せずに用いる． 第 3章では，最尤推定法に関
係する推定法を概観する．特に，Expectation-Maximization（EM）アルゴリズムによる推定ア
ルゴリズムおよび単調性制約を満足するための方法について概観する．更に，正則化推定法
（regularized estimation method）についても示す．第 4章ではベイズ推定法について概観する．
古典的なMAP（maximum a posteriori）推定のみならず，MCMCによる事後分布の近似法と変
分ベイズによる事後分布の近似法についても述べる．第 5章ではノンパラメトリック推定法に
ついて示す．第 6章では，本稿の推定法のレビューにもとづき，DCMの推定法の選択につい
て議論する．最後の第 7章では，レビューした推定法から DCMのパラメタ推定について残さ
れた問題と今後の研究について議論を行う．
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2. 診断分類モデルの定式化

2.1 記号の準備と測定モデル
本節では項目反応が 2 値である DCM の基礎的な定式化を行う．まず，あるテスト解答
者 i = 1, 2, . . . , I ∈ N の項目 j = 1, 2, . . . , J ∈ N への反応を Xij ∈ {0, 1} とする．ここで，
Xij = 1 は正答反応，Xij = 0 を誤答反応とする．DCM においては，テスト全体で K ∈ N

個のアトリビュート，すなわち問題の正答に必要な認知要素を想定する．アトリビュートは
αk ∈ {0, 1}(k = 1, 2, . . . ,K)であり，αk = 1は k 番目のアトリビュートを習得している状態，
αk = 0は未習得の状態を意味する．項目反応およびアトリビュートは多値を想定することもあ
る．K 個のアトリビュート習得の有無を並べたベクトル α = (α1, α2, . . . , αK)� ∈ {0, 1}K をア
トリビュート習得パタンと呼ぶ．アトリビュート数がKであることから，ありうるアトリビュー
トの習得パタンの数は 2K であり，アトリビュート習得パタンを添え字 l = 1, 2, . . . , L = 2K に
よって区別して αlと書き，その要素を αlk とする．また，テスト解答者 iのアトリビュート習
得パタンを αi とする．

DCM においては，項目 j の正答に関係するアトリビュートを示す長さ K のベクトル
qj = (qj1, qj2, . . . , qjK)� ∈ {0, 1}K\0K（ただし，0K は 0を K 個並べたベクトル）を q ベクトル
と呼び，その k番目の要素 qjk ∈ {0, 1}は qjk = 1ならば項目 jの正答にアトリビュート kが必
要，qjk = 0であれば不要であることを示す．また，q�

j を第 j 行に持ち，サイズが J ×K であ
る行列 Q = (q�

1 , q
�
2 , . . . , q

�
J )� を Q行列（Tatsuoka, 1985）と呼ぶ．

この q ベクトル，アトリビュート習得パタンに加え，項目パラメタベクトル λj =

(λj0, λj1, . . . , λj1...K)� を用いて，LCDMの項目反応関数は，

(2.1) P (Xij = 1|λj , qj ,αi = αl) =
exp(f(λj , qj ,αi))

1 + exp(f(λj , qj ,αi))

と表される．ここで，f(λj , qj ,αi)は

f(λj , qj ,αi) = log
P (Xij = 1|λj , qj ,αi = αl)

1 − P (Xij = 1|λj , qj ,αi = αl)
(2.2)

= λj0 +
K∑

k=1

λjkqjkαik +
K∑

k=1

∑
k′<k

λjkk′qjkqjk′αikαik′ + · · · + λj1...K

K∏
k=1

qjkαik

と表される関数である．LCDMの項目パラメタベクトル λj は以下のパラメタを含んでいる．
まず，λj0 は切片パラメタであり，切片パラメタは当該の項目に必要なアトリビュートを全く
習得していない場合のベースラインの正答確率を規定している．次に，λjk はアトリビュート
kの主効果を表し，あるアトリビュートの正答確率への単独の効果を規定するパラメタである．
さらに，λjkk′ はアトリビュート kと k′(�= k)の間の 1次の交互作用パラメタおよび λj1...K は
K 個のアトリビュートの間のK − 1次の交互作用パラメタであり，複数のアトリビュートを同
時に習得している場合の効果を表している．実際には，すべての項目について 2K 個のパラメ
タが想定されるわけではなく，qjk = 0を含む項の λパラメタは推定できないため，項目 j の
パラメタの個数は 2

∑K
k=1 qjk ≤ 2K である．

例として，qj = (1, 1, 0)�,K = 3という項目に対する，LCDMの項目反応関数を具体的に書
くことにする．まず，式（2.2）から，LCDMの f(λj , qj ,αi)関数は

(2.3) f(λj , qj ,αi) = λj0 +
3∑

k=1

λjkqjkαik +
3∑

k=1

∑
k′<k

λjkk′qjkqjk′αikαik′ + λj123

3∏
k=1

qjkαik

である．ここに，qj1 = qj2 = 1および qj3 = 0を代入すると，項目反応関数は
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(2.4) P (Xij = 1|λj , qj = (1, 1, 0)�,αi = αl) =
exp(λj0 + λj1αi1 + λj2αi2 + λj12αi1αi2)

1 + exp(λj0 + λj1αi1 + λj2αi2 + λj12αi1αi2)

と縮約した形式で記述できる．この項目 j の項目パラメタの個数は 22 = 4となる．
さらに，ここで LCDMのモデルパラメタの数値例を示す．Templin and Hoffman（2013）は

The Examination for the Certificate of Proficiency in English（ECPE）という英語力を測定する
テストに LDCMを適用した例を示している．ECPEデータには 28の多枝選択項目が含まれて
おり，アトリビュート数はK = 3で，1. 形態的統語的規則（morphosyntactic rules），2. 一貫性
規則（cohesive rules），3. 語彙規則（lexical rules）が想定されていた．また，分析のためのサン
プルサイズは 2,922であった．ECPEデータの 1番目の項目には，形態的統語的規則および一
貫性規則が必要とされているため，q1 = (1, 1, 0)� であった．Templin and Hoffman（2013）の
Table 1から，項目 1の項目パラメタの推定値は，λ10 = 0.835，λ11 = 0.000，λ12 = 0.600およ
び λ112 = 1.222であった．これらの結果から，例えば，λ11 = 0.000であるため，形態的統語的
規則の単独の習得は項目の正答に寄与しないこと，λ112 = 1.222であることから形態的統語的
規則と一貫性規則のどちらも習得していることによる交互作用効果が項目の正答に寄与してい
るといったことがわかる．

LCDMは項目パラメタに制約をかけることによって，さまざまな DCMのサブモデルを表現
できる．例えば，最も基本的な DCMである DINAモデルは切片と当該項目で測定しているア
トリビュートの添字集合 K = {k; qjk = 1, k = 1, 2, . . . ,K}についての最高次の交互作用パラメ
タのみを含めて，

(2.5) f(λj , qj ,αi) = λj0 + λjK
∏
k∈K

αik

と表される．DINAモデルでは，2つの項目パラメタを

gj =
exp(λj0)

1 + exp(λj0)
,(2.6)

1 − sj =
exp(λj0 + λjK

∏
k∈K αik)

1 + exp(λj0 + λjK
∏

k∈K αik)
(2.7)

と表す．ここで，gj は当て推量（guessing）パラメタ，sj はスリップ（slipping）パラメタと呼ば
れる．すなわち，gj は項目 j の正答に必要なアトリビュートのうち，少なくとも一つが未習
得であるアトリビュート習得パタンのテスト解答者が当該項目に正答する確率であり，sj は
項目 j の正答に必要なアトリビュートをすべて習得しているアトリビュート習得パタンのテ
スト解答者が当該項目に誤答する確率である． また，切片と主効果項のみを含めたモデルは
compensatory reduced unified model（C-RUM; Rupp et al., 2010）と呼ばれ，

(2.8) f(λj , qj ,αi) = λj0 +
K∑

k=1

λjkqjkαik

と表される．
さて，LCDMにおいては，λ がモデルパラメタ，α がカテゴリカルで多次元の潜在変数と

みなすことができる．この意味では，LDCMはで連続的な多次元の潜在変数を持つ多次元項
目反応理論モデル（multidimensional item response theory models)と関係があるモデルとして
も考えることができる．しかし，λ ではなく，アトリビュート習得パタンごとの項目反応確
率をモデルのパラメタとみなすことで，本稿の主眼であるパラメタ推定法を表現しやすくな
る．さきほどの qj = (1, 1, 0)� という項目について，4つの（条件付き）正答反応確率パラメタ
を 0 ≤ θjh ≤ 1(h = 1, 2, 3, 4)と書くとすると，
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θj1 =
exp(λj0)

1 + exp(λj0)
,(2.9)

θj2 =
exp(λj0 + λj1)

1 + exp(λj0 + λj1)
,(2.10)

θj3 =
exp(λj0 + λj2)

1 + exp(λj0 + λj2)
,(2.11)

θj4 =
exp(λj0 + λj1 + λj2 + λj12)

1 + exp(λj0 + λj1 + λj2 + λj12)
(2.12)

となる．ここで，θj1 はアトリビュート習得パタン (0, 0, 0)� と (0, 0, 1)� の正答確率に対応す
るパラメタと考えることができる．同様に，θj2, θj3, θj4 はそれぞれ，(1, 0, 0)� と (1, 0, 1)�，
(0, 1, 0)� と (0, 1, 1)�，(1, 1, 0)� と (1, 1, 1)� に対応する正答確率パラメタを表している．この
ことから，DCMはアトリビュート習得パタンを潜在クラスとみなした制約付き潜在クラスモ
デルと考えることができる．
上記の例からわかるように，一般的な DCM において，qjk = 0 は項目 j においてアトリ

ビュート kの習得の有無の情報を区別することができないことを意味している．この意味で，
q ベクトルはアトリビュート習得パタンを項目特有のアトリビュート習得パタンに縮約する
役割を持っていると考えることができる．ここで，q ベクトルが区別できるアトリビュート習
得パタンを α∗

jh と書くことにする．qj = (1, 1, 0)� という q ベクトルから，α∗
j1 = (0, 0, ∗)�，

α∗
j2 = (0, 1, ∗)�，α∗

j3 = (1, 0, ∗)�，α∗
j4 = (1, 1, ∗)� という 4種類のアトリビュート習得パタン

が区別できることがわかる．“∗”は，そのアトリビュートの習得の有無を無視することを意味
する．ここから，ある項目 j において同じ正答確率を持つパタンを示す

(2.13) I(α∗
jh = αl) =

⎧⎨
⎩

1 α∗
jhk = αlk, ∀k ∈ {k; qjk = 1, k = 1, . . . ,K}

0 Otherwise

という指示関数 I(·)を導入する．この記号と条件付き正答確率パラメタ θj = {θjh}Hj

h=1, Hj =

2
∑K

k=1 qjk をもちいることで，DCMの条件付き尤度関数は

P (Xij = xij |θj ,αi = αl) =

Hj∏
h=1

L∏
l=1

[θ
xij

jh (1 − θjh)1−xij ]I(α∗
jh=αl)I(αi=αl)(2.14)

と書くことができる．ただし，I(αi = αl) は αi と αl の要素がすべて等しい場合に 1，そ
うでなければ 0 をとる関数として，先に導入した指示関数とは引数の違いで区別する．式
（2.14）から，テスト解答者 i の項目反応パタンベクトル Xi = (Xi1, Xi2, . . . , XiJ)� の実現値
xi = (xi1, xi2, . . . , xiJ)� を観測したときのパラメタの尤度は

(2.15) P (Xi = xi|Θ,αi = αl) =
J∏

j=1

Hj∏
h=1

L∏
l=1

[θ
xij

jh (1 − θjh)1−xij ]I(α∗
jh=αl)I(αi=αl)

となる．ただし，Θ = {θj}J
j=1は項目パラメタの集合である．さらに，αiが混合比率パラメタ

π = (π1, π2, . . . , πL)�（ただし，0 ≤ πl ≤ 1,
∑

l πl = 1）であるカテゴリカル分布

(2.16) P (αi = αl|π) =

L∏
l=1

π
I(αi=αl)
l

に従うとする．式（2.15）および（2.16）から，テスト解答者 iの項目反応パタンベクトルを得た
ときの周辺尤度は
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P (Xi = xi|Θ,π) =

L∑
l=1

P (Xi = xi|Θ,αi = αl)P (αi = αl|π)(2.17)

=
L∑

l=1

{
πl

J∏
j=1

Hj∏
h=1

[θ
xij

jh (1 − θjh)1−xij ]I(α∗
jh=αl)

}

と書くことができる．さらに，すべてのテスト解答者が独立にサンプリングされているとし，
項目反応行列を X = (x�

1 ,x
�
2 , . . . ,x

�
I )� とすると，周辺尤度関数は

L(Θ,π) = P (X|Θ,π) =

I∏
i=1

P (Xi = xi|Θ,π)(2.18)

=
I∏

i=1

L∑
l=1

{
πl

J∏
j=1

Hj∏
h=1

[θ
xij

jh (1 − θjh)1−xij ]I(α∗
jh=αl)

}

となる．DCMのモデルパラメタの推定は上記の周辺尤度関数を用いる方法が基本となる．
具体的な推定法について記述を行う前に，DCMを利用する際の一般的な注意点を述べる．
まず，Q行列はテストで測定したいアトリビュートについての専門知識と項目の分析から設
定される．ただし，Q行列の誤特定は，アトリビュート習得パタンの推定にバイアスを生じ
させることが知られているため（e.g., Rupp and Templin, 2008a），慎重に設定する必要があ
る．そのため，項目反応データから当該のテストの Q行列をデータから推定する方法も近年
活発に開発されている（e.g., Chen et al., 2018）．さらに，Q行列の設定はパラメタの識別性
（identification; Xu and Shang, 2018）を規定するため重要である．また，アトリビュートの間
の習得の順序関係を表すアトリビュート階層構造（attribute hierarchy structure; e.g., Leighton
et al., 2004）を想定する場合には，アトリビュート習得パタンの数は 2K よりも少なくなる．本
稿のモデルの定式化はアトリビュートの間の関係を特段仮定しないものであった．これをもと
に，モデルのパラメタ {Θ,π}の推定法を示す．

2.2 単調性制約
単調性制約は，あるアトリビュート習得パタンにおける項目の正答確率よりも，そのアトリ

ビュート習得パタンで未習得のアトリビュートを習得している別の習得パタンの正答確率のほ
うが高いか少なくとも等しい，という制約である．前述の qj = (1, 1, 0)� という項目のパラメ
タの具体的な単調性制約は以下のようになる．式（2.9）から（2.12）で表される正答確率は，それ
ぞれ α∗

j1 = (0, 0, ∗)�，α∗
j2 = (1, 0, ∗)�，α∗

j3 = (0, 1, ∗)� および α∗
j4 = (1, 1, ∗)� という習得パタ

ンに対する正答確率であるため

0 ≤ θj1 ≤ θj2 ≤ θj4 ≤ 1,

0 ≤ θj1 ≤ θj3 ≤ θj4 ≤ 1

という順序関係を満足する必要があり，このパラメタの順序関係が単調性制約である．単調性
制約から，当該の項目の正答に関連するアトリビュートを一つも習得していないパタン（ここ
では α∗

j1 = (0, 0, ∗)�）は最も低い正答確率であり，すべてのアトリビュートを習得しているパ
タン（α∗

j4 = (1, 1, ∗)�）は最も高い正答確率になることがわかる．
単調性を形式的に表現するために，アトリビュート習得パタンの「順序」を以下のように定義
する．すべての k = 1, . . . ,K に対して，αlk ≥ αl′k であれば αl � αl′ とし，αl � αl′ を満足
し，かつ，いくつかの kに対して αlk > αl′k であれば αl 	 αl′ とする．α∗

jhについても同様に
順序を考えることとする．このとき，上記の qj = (1, 1, 0)� に対して
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α∗
j4 	 α∗

j2 	 α∗
j1,

α∗
j4 	 α∗

j3 	 α∗
j1

である．この表記を用いることで，単調性制約は α∗
jh 	 α∗

jh′ であれば，θjh ≥ θjh′ を満足する
ことと表現できる．
上記の単調性制約はやや強い関係であり，理論研究においては Xu（2017）や Xu and Shang

（2018）による

max
α;α�qj

θj,α = min
α;α�qj

θj,α ≥ θj,α′ ≥ θj,0K , ∀α′ � qj ,(2.19)

という単調性の定義を用いることもある．この定義においては，ある項目 j で測定されている
アトリビュートをすべて測定しているアトリビュート習得パタンの正答確率が全て同じで最も
高く，また，当該項目の正答に関係するアトリビュートを一つも習得していないパタンが最も
低い正答確率になり，それ以外のアトリビュート習得パタン（α′であらわされる）の正答確率は
それらの 2つの正答確率の間であるという関係を表している．ここで，α′に対応する複数のア
トリビュート習得パタンの間の正答確率の間には，大小関係を想定していない点に注意が必要
である．後述の単調性を満足するためのアルゴリズムは，前述のより厳しい単調性を満足する
ものであるが，こちらのややゆるい単調性を満足するように変更することも容易にできる．

3. 最尤推定法

本章では，モデルの尤度を用いた推定法として，同時最尤推定法（joint likelihood estimation
method），周辺最尤推定法（marginal likelihood estimation method），正則化推定法を示す．周
辺最尤推定法については，EMアルゴリズムを用いた方法を示し，パラメタの推定の標準誤差
の推定法および単調性制約を満足する推定値を得るための方法も示す．

3.1 同時最尤推定法
DCMにおいては，アトリビュート習得パタン αi が潜在変数であり，テスト解答者のアト

リビュート習得パタンベクトルが観測されていれば，I(αi = αl)が計算でき，完全データの
尤度を構成できる．後述の周辺最尤推定法は，尤度から潜在変数を周辺化して消去するため，
アトリビュート数が大きくなったりサンプルサイズが大きくなった場合に計算の負荷が大きく
なる傾向がある．一方，同時最尤推定法は単純である完全データの尤度を用いるため，周辺最
尤推定法と比較して推定の計算アルゴリズムが簡単になり，効率的な推定が可能である．しか
し，同時最尤推定法は一般にパラメタ推定値に一致性がないことから，潜在変数モデルにおい
てはあまり用いられてきていない方法である．Chiu et al.（2016）は，外部で推定された一致性
のあるアトリビュート習得パタンを初期値として用いることにより，同時最尤推定でも一致性
のある項目パラメタを得ることができることを証明し，この問題を解決した．これにより，効
率的な計算アルゴリズムを活用して統計的に望ましい性質をもった推定値を得ることができる
ため，大規模データやアトリビュート数が多い状況で DCMを利用しやすくなったと考えら
れる．
同時最尤推定法の具体的な方法を以下に示す．式（2.16），（2.15）から，完全データの尤度は

(3.1) L(A,Θ,π) = P (X,A|Θ,π) =
I∏

i=1

L∏
l=1

{
πl

J∏
j=1

Hj∏
h=1

[θ
xij

jh (1 − θjh)1−xij ]I(α∗
jh=αl)

}I(αi=αl)

である．ただし，I 人分のアトリビュート習得パタンの集合をA = {αi}I
i=1 とした．同時最尤
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推定法は

(3.2) {Â, Θ̂, π̂} = argmax
A,Θ,π

{logL(A,Θ,π)}

と式（3.1）の完全データの尤度あるいはその対数尤度を最大化する潜在変数 Âおよびモデルパ
ラメタ {Θ̂, π̂}を推定値とする方法である．
同時最尤推定法においては，モデルパラメタとテスト解答者パラメタの更新を反復する方法

で完全データの尤度を最大化することで，パラメタの推定値を得ることができる．より具体的
には，まず後述のノンパラメトリック推定法で得られたアトリビュート習得パタンの一致推定
値を初期値とし，アトリビュート習得パタンを既知としたもとで，項目ごとの尤度（式（2.14）
をテスト解答者について積をとることで得られる尤度）を最大化する項目パラメタを求める．
また，混合比率パラメタは式（2.16）を用いて更新する．さらに，これらのパラメタを既知とし
て，式（2.15）を最大化するアトリビュート習得パタンを得る．これらの項目パラメタとアトリ
ビュート習得パタンの更新を適当な収束基準を満足するまで反復する，というのが同時最尤推
定法のパラメタ推定アルゴリズムである．Chiu et al.（2016）は，アトリビュート習得パタンが
既知の状況で，LCDMパラメタを切片パラメタから高次の交互作用に向けて再帰的に更新する
比較的単純なパラメタ更新規則を示した．
上記のパラメタ更新アルゴリズムにおいては，モデルパラメタの更新とテスト解答者パラメ

タの更新の際に，項目ごとあるいはテスト解答者ごとのパラメタに注目した更新が可能であ
り，更新の並列化が可能となる．このように，効率的なパラメタの更新アルゴリズムを利用す
ることができる点が同時最尤推定法の利点である．Chiu et al.（2016）は，シミュレーションに
より，同時最尤推定法のほうが周辺最尤推定法よりも高速にパラメタ推定が完了することと，
同時最尤推定法の推定値が一致的であることを確認した．ただし，Chiu et al.（2016）の推定ア
ルゴリズムはパラメタの単調性を満足するものではない．しかし，その推定アルゴリズムにお
いて，項目パラメタの更新を行う際に，後述する周辺最尤推定法で述べる EMアルゴリズムの
Mステップにおいて単調性を満足するための最適化法が利用できる．

3.2 周辺最尤推定法
周辺最尤推定法は，欠測データを含むデータ分析や潜在変数モデルのパラメタ推定法として

標準的に用いられる方法であり，DCMのパラメタ推定においても基礎的な方法として位置づ
けられる．式（2.18）の周辺尤度と式（3.1）の完全データの尤度の間には

(3.3) L(Θ,π) =
∑
A
L(A,Θ,π)

という関係が成り立つ．ここで
∑

A はAが取りうるすべてのパタンについての和を取ること
を意味する．実際には，局所独立の仮定があるため，各テスト解答者について L個のアトリ
ビュート習得パタンごとに式（2.14）を用いて式（2.15）を評価することで，周辺尤度の値を評価
する．
周辺最尤推定法は上記の周辺尤度を用いて，

(3.4) {Θ̂, π̂} = argmax
Θ,π

{logL(Θ,π)} = argmax
Θ,π

{
log
∑
A
L(A,Θ,π)

}

と周辺尤度を最大化するモデルパラメタを推定量とする方法である．周辺最尤推定法における
モデルパラメタは，最尤推定法の一般論から一致的である．周辺最尤推定法においてはアトリ
ビュート習得パタンが周辺化されているため，モデルパラメタの推定値 {Θ̂, π̂} を用いて事後
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的に推定される．
このため，アトリビュート習得パタン Â = {α̂i}I

i=1 の推定法にはいくつかの選択肢がある．
まず，式（2.15）の条件付き尤度を用いた方法として，テスト解答者 iの項目反応パタン xiから

(3.5) α̂ML
i = argmax

αi

{P (Xi = xi|Θ̂,αi = αl)}

はアトリビュート習得パタンの最尤推定値である．
アトリビュート習得パタンの事後確率を

(3.6) α̂MAP
i = argmax

αi

{P (αi = αl|xi, Θ̂, π̂)}

と最大化するアトリビュート習得パタンが事後確率最大化（MAP）推定値である．ここで，
P (αi = αl|xi, Θ̂, π̂)はテスト解答者 iのアトリビュート習得パタン αi が αi = αl である事後
確率であり，

P (αi = αl|xi, Θ̂, π̂) =
P (Xi = xi|Θ̂,αi = αl)P (αi = αl|π̂)∑L

l′=1 P (Xi = xi|Θ̂,αi = αl′)P (αi = αl′ |π̂)
(3.7)

=
π̂l

∏J
j=1

∏Hj

h=1[θ̂
xij

jh (1 − θ̂jh)1−xij ]I(α∗
jh=αl)

∑L
l′=1{π̂l′

∏J
j=1

∏Hj

h=1[θ̂
xij

jh (1 − θ̂jh)1−xij ]I(α∗
jh=αl′ )}

と計算される．期待事後推定（expected-a-posteriori[EAP]）法は，各テスト解答者の各アトリ
ビュート習得の式（3.7）による事後確率を用いた事後期待値を用いる．アトリビュート習得の
事後期待値は

EP (αi|xi,Θ̂,π̂)[αik] =
L∑

l=1

αlkP (αi = αl|xi, Θ̂, π̂)(3.8)

= P (αik = αlk|xi, Θ̂, π̂)

である．ここで，EP (αi|xi,Θ̂,π̂)[·]はアトリビュート習得パタンの事後確率による期待値である．
これはアトリビュート習得確率としても解釈でき，アトリビュート習得確率を DCMの結果と
して報告することもある．ここから，テスト解答者 iの k 番目のアトリビュート習得の EAP
推定値は，

(3.9) αEAP
ik =

⎧⎨
⎩

1 P (αik = αlk|xi, Θ̂, π̂) ≥ 0.5

0 P (αik = αlk|xi, Θ̂, π̂) < 0.5

であり，アトリビュート習得パタンの EAPは αEAP
i = (αEAP

i1 , . . . , αEAP
ik , . . . , αEAP

iK )� である．
EAP推定を行う場合には，閾値を設定する必要があるが，ここでは 0.5とした．

3.2.1 EMアルゴリズム
周辺尤度の最大化を実行するためのアルゴリズムとして，EM アルゴリズムが利用でき

る．EM アルゴリズムを用いた周辺尤度の最大化による最尤推定値を得る方法を MML-EM
（marginal maximum likelihood with EM algorithm）と呼ぶ．EMアルゴリズムは，まずモデル
パラメタの適当な初期値 {Θ(0),π(0)}を定め，以下の E-step（expectation step）とM-step（max-
imization step）を反復して，対数周辺尤度を最大化するパラメタ値を求める．本節では上付き
添字 (t), (t = 1, 2, . . . , T )をアルゴリズムの反復時点を表すものとする．
まず，すべてのテスト解答者 iについて，アトリビュート習得パタン αi が αl である事後分

布による期待値 γ
(t)
il = EP (αi|xi,Θ(t−1),π(t−1))[I(αi = αl)]を求める．これは，式（3.7）で計算さ
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れる事後確率に等しい．
次に式（3.1）の完全データの尤度を用いて，t回目の反復において M-stepで最適化する関数

Q({Θ,π}|{Θ(t−1),π(t−1)})は
Q({Θ,π}|{Θ(t),π(t)}) = EP (A|X,Θ(t),π(t))[logL(A,Θ,π)](3.10)

=
I∑

i=1

L∑
l=1

[
γ

(t)
il

{
log πl +

J∑
j=1

Hj∑
h=1

I(α∗
jh = αl)(xij log θjh + (1 − xij) log(1 − θjh))

}]

と計算される．ここで，EP (A|X,Θ(t−1),π(t−1))[·]はデータ X 及びパラメタΘ(t−1),π(t−1) を所
与としたときの，アトリビュート習得パタン集合Aの事後確率による期待値である．
Q({Θ,π}|{Θ(t−1),π(t−1)})を各パラメタについて偏微分し，∑l πl = 1という条件に注意し

つつ，0とおいた方程式を解くことで，M-stepにおける θ
(t)
jh と π

(t)
l の更新式

θ
(t)
jh =

∑I
i=1

∑L
l=1 I(α∗

jh = αl)γilxij∑I
i=1

∑L
l=1 I(α∗

jh = αl)γil

,(3.11)

π
(t)
l =

∑I
i=1 γil

I
(3.12)

を得る．更新されたパラメタを用いて，E-stepとして新たに γ
(t+1)
il を計算することで Q関数

を更新し，さらにモデルパラメタを更新するというステップを適当な収束基準を満足するまで
繰り返す．なお，この更新式においては，正答確率パラメタの単調性制約を満たしていない点
に注意が必要である．

3.2.2 単調性制約を満足するためのアルゴリズム
Hong et al.（2016）は単調性制約を満足するためのアルゴリズムとして，Upwardアルゴリズ

ムと Downwardアルゴリズムの 2つを提案している．これは，EMアルゴリズムなどの最適化
の過程において単調性を犯す推定値が得られてしまった場合に，それらを補正するアルゴリズ
ムである．まず，Upwardアルゴリズムは，M-stepの際に，α∗

jh 	 α∗
jh′ に対して θjh < θjh′ と

なった場合に，θjh を

θ
(t)
jh = max{θ(t)jh′ |α∗

jh 	 α∗
jh′}(3.13)

とする操作を導入することで単調性を満足するように推定を行う．Downwardアルゴリズム
は，逆に，α∗

jh 	 α∗
jh′ に対して θjh < θjh′ となった場合に，θjh′ を

θ
(t)
jh′ = min{θ(t)jh |α∗

jh 	 α∗
jh′}(3.14)

とする操作を用いる．
この他，Ma and Jiang（2021）は単調性制約を満足するために，制約を表す行列 C を導入し，

Cθj =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−1 1 0 0

−1 0 1 0

−1 0 0 1

0 −1 0 1

0 0 −1 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

×

⎛
⎜⎜⎜⎝
θj1

θj2

θj3

θj4

⎞
⎟⎟⎟⎠ ≥

⎛
⎜⎜⎜⎝

0

0

0

0

⎞
⎟⎟⎟⎠ = 0Hj(3.15)

というパラメタの差の非負値制約を課して，M-stepの項目パラメタについての最適化を実行す
る方法を提案している．項目反応確率への直接的な単調性制約は，LCDMパラメタにおけるパ
ラメタ制約に変換することができる．LCDMおよびその下位モデルについての制約の具体的
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な表現は Rupp et al.（2010）で詳細に解説されている．さらに，Rupp et al.（2010）や Templin
and Hoffman（2013）では一般的な潜在変数モデルのパラメタ推定が可能なMplusというソフト
ウェアを用いて単調性制約を満足する推定値を得るためモデルの記述方法を示している．

3.2.3 標準誤差の推定
標準誤差はフィッシャー情報行列を用いて推定される．Philipp et al.（2018）はフィッシャー
情報行列 Iϑ（ただし，ϑは ϑp ∈ {Θ,π}, p = 1, . . . , P を要素とする長さが P のベクトル）の逆行
列により，パラメタ推定値 ϑ̂の漸近分散共分散行列 Vϑ = I−1

ϑ を推定する方法を示した．パラメ
タの推定値の漸近標準誤差は，Vϑ の対角要素の平方根により推定される．さて，式（2.17）の尤度
から得られるスコア関数 ψ(ϑ; x) =

( ∂ log(P (X=x|ϑ))
ϑ1

, . . . , ∂ log(P (X=x|ϑ))
ϑp

, . . . , ∂ log(P (X=x|ϑ))
ϑP

)�
から，フィッシャー情報行列は

Iϑ = E(ψ(ϑ; x)ψ(ϑ; x)�)(3.16)

と定義される．ここで，期待値は式（2.17）の同時確率を用いて，すべての項目反応パタンにつ
いて取る．
このフィッシャー情報行列の推定法として，対数尤度の外積を用いた方法とヘシアンを用い

た方法がよく用いられる．勾配の外積推定量は

Iϑ ≈ 1

I

I∑
i=1

ψ(ϑ; xi)ψ(ϑ; xi)
�
∣∣∣∣
ϑ=ϑ̂

= Iϑ,OPG(3.17)

であり，対数尤度の負のヘシアンによる近似は

Iϑ ≈ −1

I

I∑
i=1

∂2 log(P (X = xi|ϑ))

∂ϑ∂ϑ�

∣∣∣∣
ϑ=ϑ̂

= Iϑ,Hess(3.18)

である．これらの具体的な要素の計算方法については，Philipp et al.（2018）で示されている．
また，フィッシャー情報行列として，構造パラメタ（π)を考慮しない項目レベルでの情報行列が
de la Torre（2009）と de la Torre（2011）によって提案されている．さらに，Liu et al.（2019）は
モデルを誤設定したもとでのサンドイッチ型の漸近分散共分散行列を得る方法として，フィッ
シャー情報行列を

Iϑ ≈ Iϑ,SW = I−1
ϑ,HessIϑ,OPGI−1

ϑ,Hess/I(3.19)

とし，シミュレーションによりサンドイッチ型フィッシャー情報行列を用いた標準誤差の頑健
性を示した．
また，Yamaguchi（2023b）は EMアルゴリズムの枠組みを活用した supplemental EMアルゴ
リズム（Cai, 2008; Meng and Rubin, 1991）を活用し，完全データのフィッシャー情報行列から
観測フィッシャー情報行列を得る方法を提案した．Supplemental EMアルゴリズムはパラメタ
推定後に追加の EM計算が必要であり，計算量が増えるものの，完全データの情報行列は観測
データの情報行列よりも計算がしやすく，実装が容易である．Supplemental EMアルゴリズム
には，推定されたパラメタ ϑ̂の漸近分散共分散行列が

I−1
ϑ,Obs|ϑ=ϑ̂ = I−1

ϑ,Comp[IP − Δ(ϑ)]−1|ϑ=ϑ̂(3.20)

と書くことができることを利用する．ここで，Iϑ,Obs は観測データの情報行列，Iϑ,Comp は完
全データの情報行列であり，IP は P × P の単位行列，そして Δ(ϑ)は EM写像のヤコビアン
である．Δ(ϑ)の要素 dij , i, j = 1, . . . , P は 1回の EMサイクルの出力の j番目の要素Mj(ϑ)を
用いて，
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dij =
∂Mj(ϑ)

∂ϑi
(3.21)

と表すことができ，EMアルゴリズムを用いた数値微分により求めることができる（Jamshidian
and Jennrich, 2000）．

3.3 正則化推定法
DCMのモデルパラメタは，Q行列と項目反応関数を適切に仮定することで，潜在クラスと
してのアトリビュート習得パタンやアトリビュートの項目への影響やアトリビュート間の交互
作用効果としての項目パラメタといったような解釈しやすいものになっていた．しかし，DCM
は，場合によっては制約が強すぎてデータに適合しにくいことや，数多くの DCMからどのモ
デルを選択すればよいのか明確ではないことが問題となる．その一方，制約がない探索的な潜
在クラスモデルは比較的制約が緩いためデータにモデル適合しやすいものの，解釈性が高いパ
ラメタ推定値が得られるとは限らない．また，DCMを用いるためには Q行列を適切に設定し
たり，項目反応関数を設定する必要があり，その設定はかならずしも容易ではない．実際，前
述のように Q行列に誤設定があることによって項目パラメタの推定値にバイアスがかかると
いった問題が生じる．こうしたことから，制約ができるだけ少なく，DCM的な推定結果が得
られるモデルが応用上は使いやすいと考えられる．
このような目標を達成するために，Chen et al.（2017）は部分的に併合された潜在クラス

（partially merged latent class）という考え方を提案し，DCM 的な解釈性の高いパラメタ推
定と探索的潜在クラスモデルの柔軟性をもつ正則化潜在クラス分析（regularized latent class
analysis）を提案した．DCMの項目反応関数（式（2.1））からは，アトリビュート習得パタンで条
件づけた正答確率が同じになる複数のパタンがあることがわかる．これは，言い換えると，潜
在クラスの一部が併合されていると見ることができるため，DCMは正則化潜在クラスモデル
とみなすことができる．このようなモデルのパラメタ推定には正則化推定法が利用できる．正
則化推定法はスパースモデリングなどの文脈で頻繁に利用される方法であり，（対数）周辺尤度
の後に正則化項を追加した目的関数を最適化するパラメタを推定値とする推定法である．

Chen et al.（2017）はあるクラス lの項目 j に対する正答反応確率を θjl とする通常の潜在ク
ラスモデルの周辺尤度

L(Θ,π) =
I∏

i=1

L∑
l=1

{
πl

J∏
j=1

θ
xij

jl (1 − θjl)
1−xij

}
(3.22)

に対して項目反応関数に対する正則化項 κξ(Θ)を仮定し

{Θ̂ξ, π̂ξ} = argmax
Θ,π

{logL(Θ,π) − Iκξ(Θ)}(3.23)

をパラメタ推定値とする方法を開発した．正則化項 κξ(Θ)により，同じ正答確率を示すクラス
を推定することができる．DCMは前述のように，ある項目に対して同じ正答確率を示すアト
リビュート習得パタンを想定するため，上記の正則化推定法により，通常の潜在クラスモデル
から DCMと同じような推定を得ることができる．
正則化項 κξ(Θ)は κξ(Θ) =

∑J
j=1 pξ(θj), θj = (θj1, . . . , θjL) と項目ごとの正則化項 κξ(θj)の

和で表される．さらに，スパース性を決定するハイパーパラメタ pξ と項目反応確率パラメタ
の順序統計量 θj(1) ≤ θj(2) ≤ · · · ≤ θj(L) を用いて，項目ごとの正則化項は

pξ(θj) =

L−1∑
l=1

pSCAD
ξ (θj(l+1) − θj(l))(3.24)



近年の診断分類モデルの推定法の展開 105

と表される．ここで，pSCAD
ξ は

pSCAD
ξ (x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

ξ|x| if |x| ≤ ξ

−
(

|x|2−2aξ|x|+ξ2

2(a−1)

)
if ξ < |x| < aξ

(a+1)2ξ2

2
if |x| ≥ aξ

(3.25)

と定義される．また，スパース性を決めるパラメタの決定方法も Chen et al.（2017）で示され
ている．適当な条件のもと，この正則化項を用いた推定により，一致的なパラメタ推定とモデ
ル選択ができることが示されている（Chen et al., 2017, pp. 668–670）．
また，正則化推定法はアトリビュート階層構造の推定（Wang and Lu, 2021; Ma et al., 2023b）

や縦断的 DCM（e.g., Yamaguchi and Martinez, 2024）におけるアトリビュート習得パタンの遷
移で表される学習軌跡の推定（Wang, 2021），Q行列の推定（Chen et al., 2020, 2015; Xu and
Shang, 2018）にも活用されているように，DCMにおけるパラメタ推定・構造推定のための標準
的な方法として定着しつつある．

4. ベイズ推定法

本章では DCMにおけるパラメタのベイズ推定法を示す．本章で扱うベイズ推定法は，モデ
ルパラメタに事前分布を仮定し，事後分布やその近似分布などからパラメタの推定値や予測分
布を得る方法として広く捉える．

4.1 MAP推定
周辺尤度に加えパラメタの事前分布を考慮し，点推定を得る方法はMAP推定法として知ら

れている．MAP推定法は式（2.18）に事前分布の対数を加えた目的関数を最適化するパラメタ
を推定値とする方法であり，

(4.1) {Θ̂, π̂} = argmax
Θ,π

{logL(Θ,π) + log(p(Θ)) + log(p(π))}

とパラメタの推定値を得る方法である．ここで，log(p(Θ))と log(p(π))はそれぞれ項目パラメ
タと混合比率パラメタの対数事前確率密度である．例えば，θjh の事前分布としてパラメタが
a0

jh > 0, b0jh > 0であるベータ分布，πの事前分布としてパラメタが δ0 = (δ01 , . . . , δ
0
L), δ0l > 0, ∀l

であるディリクレ分布を仮定することができる．具体的な 2つの事前確率密度は

p(Θ) =

J∏
j=1

Hj∏
h=1

Γ(a0
jh)Γ(b0jh)

Γ(a0
jh + b0jh)

θ
a0

jh−1

jh (1 − θjh)b0jh−1,(4.2)

p(π) =
Γ(
∑L

l=1 δ
0
l )∏L

l=1 Γ(δ0l )

L∏
l=1

π
δ0

l −1

l(4.3)

である．
この事前分布の設定のもと，MAP推定のための EMアルゴリズムの Q関数は，式（3.10）に

対数事前分布の定数項を除いたものを足し，

QMAP ({Θ,π}|{Θ(t),π(t)})(4.4)

= Q({Θ,π}) +

J∑
j=1

Hj∑
h=1

{(ajh − 1) log(θjh) + (bjh − 1) log(1 − θjh)} +

L∑
l=1

(δl − 1) log(πl)
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となる．M-stepではこの QMAP ({Θ,π}|{Θ(t),π(t)})を {Θ,π}について最大化する．このと
きの更新式は，周辺最尤推定法の場合の導出と同様に導出でき，

θjh =

∑I
i=1

∑L
l=1 I(α∗

jh = αl)γilxij + a0
jh − 1∑I

i=1

∑L
l=1 I(α∗

jh = αl)γil + a0
jh + b0jh − 2

,(4.5)

πl =

∑I
i=1 γil + δ0l − 1

I +
∑L

l=1 δ
0
l − L

(4.6)

となる．ただし，この更新式は周辺最尤推定法のための EMアルゴリズムと同様にパラメタ
の単調性制約を課していない点に注意が必要である．最尤推定の場合と同様に，MAP推定の
M-stepにおいても，単調性制約を課した推定を行うこともできる．

4.2 マルコフ連鎖モンテカルロ法
MAP推定法は最尤推定法と同様に点推定値を得る方法であった．一方，マルコフ連鎖モンテ
カルロ（Markov chain Monte Carlo [MCMC]）法を用いて，パラメタの事後分布を近似すること
で，点推定値だけではなく推定の不確かさを事後標準偏差などの統計量によって評価すること
ができる．MCMC法はMAP推定や後述の変分ベイズ推定法よりも計算負荷が高いものの，単
調性制約などモデルの制約も柔軟に取り込んだ推定が比較的容易に実行できるという利点があ
る．本節では単調性を満足するギブスサンプリング法（Liu and Johnson, 2019; Yamaguchi and
Templin, 2022b）を示す．事前分布は，MAP推定の際に用いたものと同様の分布を仮定する．
まず，上付き添字 (t), (t = 1, . . . , T ) は MCMC サンプリングのイテレーション番号を表す
とする．xi,Θ

(t−1),π(t−1) が得られているもとでのテスト解答者のアトリビュート習得パタン
α

(t)
i は，完全条件付き確率が

P (αi = αl|xi,Θ
(t−1),π(t−1))(4.7)

=
π

(t−1)
l

∏J
j=1

∏Hj

h=1[(θ
(t−1)
jh )xij (1 − θ

(t−1)
jh )1−xij ]I(α∗

jh=αl)

∑L
l′=1{π(t−1)

l′
∏J

j=1

∏Hj

h=1[
ˆ

[(θ
(t−1)
jh )xij (1 − θ

(t−1)
jh )1−xij ]I(α∗

jh=αl′ )}
であるカテゴリカル分布からのサンプリングにより生成する．
次に，混合比率パラメタ π(t) の完全条件付き事後分布はパラメタが

δ
∗,(t)
l =

I∑
i=1

I(a
(t)
i = al)(1 − xij) + δ0l(4.8)

であるディリクレ分布であり，この分布からサンプリングを行う．
最後に，項目パラメタ θ

(t)
jh の完全条件付き事後分布は，パラメタが⎧⎨

⎩
a
∗,(t)
jh =

∑I
i=1

∑L
l=1 I(a∗

jh = al)I(a
(t)
i = al)xij + a0

jh

b
∗,(t)
jh =

∑I
i=1

∑L
l=1 I(a∗

jh = al)I(a
(t)
i = al)(1 − xij) + b0jh

(4.9)

であるベータ分布である．ただし，項目パラメタのサンプリングの際には，単調性制約を満足
するために，切断ベータ分布を用いた逆関数法を利用したアルゴリズム用いる（e.g., Hoĳtink,
1998; Laudy et al., 2004）．上限と下限が Uppと Lowである切断ベータ分布から乱数をサンプリ
ングする逆関数法は以下の 2つの手続きを踏む．まず，下限 0から上限 1の一様分布に従う変
数 uをサンプリングし，次にパラメタが a, bのベータ分布の分位点 Low + u× (1 − Upp− Low)

を計算する．この分位点が，目標とする切断ベータ分布からのランダムサンプリングになって
おり，この手続きを項目パラメタの単調性制約を満足するために利用する．
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項目パラメタ θjhをサンプリングする際には，以下の手続きを踏む．まず，{h|∑k α
∗
hjk = 0}

に対して，下限 0, 上限 min{θ(t−1)
jh′ |α∗

h′j 	 α∗
hj} で，パラメタが a

∗,(t)
jh , b

∗,(t)
jh の切断ベータ分

布から MCMC サンプルをサンプリングする．次に，{h|∑k qjk >
∑

k α
∗
hjk > 0} に対して，∑

k α
∗
hjk = 1, 2, . . . ,

∑
k qjk −1の順に，下限max{θ(t)jh |α∗

hj 	 α∗
h′j},上限min{θ(t−1)

jh′ |α∗
h′j 	 α∗

hj}
で，パラメタが a

∗,(t)
jh , b

∗,(t)
jh の切断ベータ分布からMCMCサンプルをサンプリングする．最後

に，{h|α∗
hjk =

∑
k qjk}に対して，下限max{θ(t)jh |α∗

hj 	 α∗
h′j},上限 1で，パラメタが a

∗,(t)
jh , b

∗,(t)
jh

の切断ベータ分布からMCMCサンプルをサンプリングする．以上の手続きを，項目パラメタ
および混合比率パラメタの初期値Θ(0),π(0) を定めたもとで，予め決めた回数 T だけ反復する
ことで，MCMCサンプルを得る．
この他，後述のノンパラメトリック推定と関連して，モデルのパラメタを周辺化し，アト

リビュート習得パタンを直接サンプリングする崩壊型ギブスサンプリング（collapsed Gibbs
sampling）も提案されている（Yamaguchi and Templin, 2022a）．さらに，スライスサンプリン
グを用いた方法（Xu et al., 2020）や，DINAモデルのパラメタ推定に Pólya-gamma分布を用い
た方法（Zhang et al., 2020）や，Pólya-gamma分布を用いてモデルパラメタと Q行列の推定も
同時に実行する方法も提案されている（Balamuta and Culpepper, 2022; Jimenez et al., 2023）．

4.3 変分ベイズ推定法
MCMC法は乱数を生成することにより，パラメタと潜在変数の事後分布を近似する方法で
あった．MCMC法の欠点とそれを補う変分ベイズ推定法の利点については以下のようにまと
められる（Bishop, 2006）． まず，MCMC法はサンプリングの回数を増やせば事後分布の近似
精度を高めることができるが，計算量が多くなり推定に時間がかかってしまうことがある．ま
た，MCMCサンプリングが定常分布からのサンプリングになっているかどうかを判断するた
めの手続きが必要であるが，その判断は必ずしも容易ではない．一方，変分ベイズ推定法はあ
るクラスの確率分布の中から事後分布を最もよく近似する分布を見つける方法であり，計算量
を押さえつつアルゴリズムの収束判定も行いやすく，ベイズ的な推定量を得ることができる．
また，変分ベイズ推定法は，対数尤度の下界を最適化する方法として定式化されることもある
（e.g., Jeon et al., 2017）．上記のように，変分ベイズ推定法は最適化問題を解くことで，MCMC
よりも高速な推定を可能にしている．ただし，事後分布を近似する分布（変分事後分布）はデー
タを得た元での真の事後分布ではないため，変分事後分布における分散が真の事後分布におけ
る分散よりも小さくなるなどの問題も有している．
変分ベイズ推定法は，項目反応理論モデルを含む潜在変数モデルにおいても近年適用例が増

加してきている方法である．例えば，Jeon et al.（2017）は一般化線形混合モデルに対しての変
分ベイズアルゴリズムを提案した．その後，多次元項目反応理論モデルへの適用例（Cho et al.,
2021, 2024）もあり，ますますの発展が見られる．変分ベイズ推定法についての理論的な解説
は Nakajima et al.（2019）においてなされている．また，入門的レビューについては Blei et al.
（2017）や Grimmer（2011）が参考になる．

DCMにおいては，Yamaguchi and Okada（2020c）において変分ベイズ推定法に基づく DINA
モデルの推定アルゴリズムが提案されている．さらに，Yamaguchi（2020）は多枝選択式の
データに対する DINAモデル（multiple choice DINA model）について，Yamaguchi and Okada
（2020b）は前述の MCMC法で用いたモデルと事前分布を仮定した変分ベイズ推定法を提案し
た．この他，Yamaguchi and Martinez（2024）は隠れマルコフモデルにもとづく縦断的 DCMに
対して変分ベイズ推定法を提案し，Yamaguchi（2023a）は外部情報を含めた DCMのうちの一
つである二段階 DCMに対する変分ベイズ推定法を提案している．本節では，Yamaguchi and
Okada（2020b）にもとづいた DCMにおける変分ベイズ推定法のアルゴリズムを示す．アルゴ
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リズムの具体的な導出方法については，Yamaguchi and Okada（2020b）に詳細な記載がある．
変分ベイズ推定法では，DCM における潜在変数とパラメタの事後分布 P (A,Θ,π|X) を

適当な分布 q(A,Θ,π) によって近似することを考える．q(A,Θ,π) と P (A,Θ,π|X) の間の
Kullback-Leibler divergenceを

KL(q(A,Θ,π)||P (A,Θ,π|X)) =

∫ ∑
A
q(A,Θ,π) log

q(A,Θ,π)

P (A,Θ,π|X)
dΘdπ(4.10)

とする．DCMの変分ベイズ推定法においては，KL(q(A,Θ,π)||P (A,Θ,π|X))を潜在変数と
パラメタの間の独立性の仮定

q(A,Θ,π) = q(A)q(Θ,π) =

(
I∏

i=1

q(αi)

)(
J∏

j=1

Hj∏
h=1

q(θjh)

)
q(π)(4.11)

のもと最小化する分布 q∗ を変分事後分布とよび，変分事後分布を事後分布の近似分布とす
る．ここでは，表記の簡略化のため，引数に対応して異なった分布を仮定している．上式の
q(A)q(Θ,π)が最小限の独立性の仮定であり，2つ目の等号はモデルの仮定から導かれる独立
性である．これを用いて，変分ベイズ推定法における最適化問題は

(4.12) q∗ = argmin
q

KL(q(A,Θ,π)||P (A,Θ,π|X)), s.t. q(A)q(Θ,π)

となる．近似する分布に独立性を仮定し，変分分布のクラスを限定して事後分布を近似する方
法は平均場近似と呼ばれる．変分ベイズ推定法では，真の事後分布を近似するための変分分布
の独立性を仮定した最適化問題を解くため，MCMC法よりも高速な推定が可能となる．
また，等価な定式化として，周辺対数尤度の下界 l(q)を同様の制約条件のもと最適化する分

布を変分布とすることもある．すなわち，

q∗ = argmax
q

∫ ∑
A
q(A,Θ,π) log

P (X,A,Θ,π)

q(A,Θ,π)
, s.t. q(A)q(Θ,π)dΘdπ(4.13)

= argmax
q

{l(q)}, s.t. q(A)q(Θ,π)

により変分事後分布を求める問題を定式することもある．ただし，P (X,A,Θ,π)はデータと
パラメタの同時確率であり，式（3.1）とパラメタの事前分布から，

(4.14) P (X,A,Θ,π) = P (X,A|Θ,π)P (Θ)P (π)

と表される．対数周辺尤度の下界 l(q)は ELBO（evidence lower bound）とも呼ばれ，本論文の
DCMの設定においては解析的な表現が与えられている（Yamaguchi, 2020, Equation 32）．
上記の設定のもと，

q(A) ∝ exp{Eq(Θ,π)[logP (X,A,Θ,π)]},(4.15)

q(Θ,π) ∝ exp{Eq(A)[logP (X,A,Θ,π)]}(4.16)

により，最適な変分事後分布を計算できる．しかし，変分事後分布は相互に関係しているので，
最適な変分事後分布を得るために反復計算を行う必要がある．期待値の計算 Eq(Θ,π)[·],Eq(A)[·]
はそれぞれ変分事後分布 q(Θ,π)と q(A)について取ることを意味している．前述の事前分布
の設定のもと，この変分事後分布はよく知られた分布になることが示されている．まず，αiの
変分事後分布は
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q∗(αi) ∝
L∏

l=1

r
I(αi=αl)
il(4.17)

であり，変分パラメタが ril = ρil∑L
l′=1

ρil′
であるカテゴリカル分布である．ここで ρil は

log ρil = Eq(π)[log πl](4.18)

+
J∑

j=1

Hj∑
h=1

I(α∗
jh = αl)(xijEq(θjh)[log θjh] + (1 − xij)Eq(θjh)[log(1 − θjh)])

である．上式中に現れる期待値の具体的な値は後述する．つぎに，混合比率パラメタの変分事
後分布は，

q∗(π) ∝
L∏

l=1

π
δ∗l
l(4.19)

と表されることからディリクレ分布であることがわかり，変分パラメタ δ∗l は

δ∗l =
I∑

i=1

Eq(αi)[I(αi = αl)] + δ0l(4.20)

である．最後に，項目パラメタ θjh の変分事後分布は

q∗(θjh) ∝ θ
a∗

jh−1

jh (1 − θjh)b∗jh−1(4.21)

となるベータ分布であり，変分パラメタ a∗jh, b
∗
jh は，

(4.22)

⎧⎨
⎩
a∗jh =

∑I
i=1

∑L
l=1 I(a∗

jh = al)Eq(αi)[I(αi = αl)]xij + a0
jh

b∗jh =
∑I

i=1

∑L
l=1 I(a∗

jh = al)Eq(αi)[I(αi = αl)](1 − xij) + b0jh

と計算される．上記の変分パラメタの更新に現れる期待値は

Eq(αi)[I(αi = αl)] = ril,(4.23)

Eq(θjh)[log θjh] = ψ(a∗jh) − ψ(a∗jh + b∗jh),(4.24)

Eq(θjh)[log(1 − θjh)] = ψ(b∗jh) − ψ(a∗jh + b∗jh),(4.25)

Eq(π)[log πl] = ψ(δ∗l ) − ψ

(
L∑

l=1

δ∗l

)
(4.26)

と計算される．ここで，ψ(·)はディガンマ関数であり d
dx

log Γ(x) =
∫∞
0
y(x−1) exp(−y)dyと定

義される．
DCM に対する変分ベイズアルゴリズムは以下のようになる．まず，変分パラメタ

A∗ = {a∗jh}J,Hj

j,h , B∗ = {B∗
jh}J,Hj

j,h , δ∗ = (δ∗1 , . . . , δ
∗
L)� を初期化し，q(αi), ∀i, の変分パラメタ

を式（4.18）により更新する（変分 E-step）．混合比率パラメタと項目パラメタの変分事後分布
q(π) と q(θjh), ∀j, h, の変分パラメタを式（4.20）と（4.22）により更新する（変分 M-step）．変分
E-stepおよび変分M-stepを収束基準（例えば，l(q)の変化量が 1 > ε > 0以下になる，など）を
満足するまで，変分 E-stepと変分M-stepを反復する．上記の更新式により l(q)が単調に増加
することが保証されている．最後に，得られた変分事後分布をもとにその期待値・中央値や分
散などの要約統計量をパラメタの点推定値や事後分散の推定値とすればよい．
ここで示した変分ベイズアルゴリズムは，単調性を完全に満足した事後分布の構成はできて
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いない点に注意が必要である．Yamaguchi and Okada（2020c）では，事前分布の平均値が単調
性を満たすようにハイパーパラメタを調整しておく方法を提案し，シミュレーションや実デー
タ分析ではフルベイズ推定の場合と類似したの推定値を得ることができることを報告してい
る．しかし，当該の方法の理論的な性質は検討されていない．

5. （一般化）ノンパラメトリック推定法

最尤推定法とベイズ推定法はいずれもパラメトリックな DCMの推定法である．すなわち，
これらの方法では DCMの最終的なアウトプットであるアトリビュート習得パタンとモデル
のパラメタの両方を仮定していた．これらの方法はサンプルサイズが小さい場合にはアトリ
ビュート習得パタンの推定が安定しないといった問題を持つとされている．これらの推定法に
対して，正答確率パラメタや混合比率パラメタといったモデルパラメタを仮定せずにアトリ
ビュート習得パタンを推定する方法として，（一般化）ノンパラメトリック推定法（generalized
non-parametric method）も提案されている（Chiu and Douglas, 2013; Chiu et al., 2018）．加え
て，Ma et al.（2023a）はノンパラメトリック推定法とパラメトリック法の関連を議論し，これ
らを統一的に表現できる損失関数に基づく推定法を提案した．本章では，基本的なノンパラメ
トリック推定法を示し，さらに一般化ノンパラメトリック推定法についても示す．
後述するように，（一般化）ノンパラメトリック推定法で用いられる損失関数では DINAモデ

ルや DINO（deterministic input noisy “OR”-gate）モデル（Templin and Henson, 2006）といった
具体的なデータ生成モデルを仮定しているように見える．しかし，（一般化）ノンパラメトリッ
ク推定法によるアトリビュート習得パタンの推定値は，データ生成モデルが DINAモデルや
DINOモデルでなくとも一致性があることが示されている．
まず，Wang and Douglas（2015）はノンパラメトリック推定法によるアトリビュート習得パ

タンの推定値の一致性を証明した．より具体的には，DINAモデルを含む結合的（非補償的）な
DCMをデータ生成モデルし，既知の Q行列のもとで，ノンパラメトリック推定法によるアト
リビュート習得パタンが一致的であるための項目反応関数について必要な条件は以下の 2つ
であることが示されている（Wang and Douglas, 2015, p. 99）．第 1の条件は，それぞれの項目
に対して項目の正答に必要なアトリビュートを習得している場合の正答確率が 0.5以上である
ことで，第 2の条件は項目の正答に必要なアトリビュートを習得していない場合の正答確率が
0.5未満であることである．データ生成モデルがこれらの条件を満足している場合，ノンパラ
メトリック推定法によるアトリビュート習得パタンの推定値は，個人ごとに，項目数の増加に
伴って一致的であることが示されている．
さらに，Chiu and Köhn（2019）は一般化ノンパラメトリック推定法によるアトリビュート習
得パタンの推定値の一致性を証明した．この一致性は，データ生成モデルが LCDMと同等の
一般的な DCMである generalized DINAモデル（de la Torre, 2011）で表現できるモデルに対し
て，一定の仮定のもと成り立つものである（Chiu and Köhn, 2019, p. 841, Theorem 2）．これは
すなわち，データ生成モデルがよく利用される DCMの範囲では，一般化ノンパラメトリック
推定法のよるアトリビュート習得パタンの推定値が統計的に望ましい性質を有しており，この
推定法を用いる根拠があることを意味している．この意味で，一般化ノンパラメトリック推定
法は，パラメトリックなモデルを仮定した推定法と同様に一般に利用できる方法であるとい
える．

5.1 ノンパラメトリック推定法
ここから，具体的なノンパラメトリック推定法について説明する．ノンパラメトリック推定
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法で用いる距離関数を定義するために理想反応（ideal response）を定義する．DINAモデルにお
ける理想反応は

ηDINA
j (αl) =

K∏
k=1

α
qjk

lk(5.1)

で定義される．ここで，00 は 1と定義する．理想反応 ηj(αl)は，l番目のアトリビュート習得
パタンが項目 j で測定されているアトリビュートをすべて習得しているものであれば 1，そう
でなければ 0を取る変数であり，誤差がない場合の l 番目のアトリビュート習得パタンの項
目 j への正答・誤答を表している．さて，この理想反応と実際の項目反応とのハミング距離
（Hamming distance）dh(·)を

dh(xi,η
DINA(αl)) =

J∑
j=1

|xij − ηDINA
j (αl)| =

J∑
j=1

∣∣∣∣∣xij −
K∏

k=1

α
qjk

lk

∣∣∣∣∣(5.2)

とする．ただし，ηDINA(αl) = (ηDINA
1 (αl), . . . , η

DINA
J (αl))

� である．ノンパラメトリック推
定法は，xi,ηi 間の距離を適当に定め，

α̂i = argmin
αl

{dh(xi,η
DINA(αl))}(5.3)

と距離関数を最小化するアトリビュート習得パタンを推定値とする方法である．距離関数の定
義として，重み付きハミング距離（weighted Hamming distance）を用いることもでき，その場合
の距離関数 dwh(·)は

dwh(xi,η
DINA(αl)) =

J∑
j=1

1

p̄j(1 − p̄j)
|xij − ηj(αl)| =

J∑
j=1

1

p̄j(1 − p̄j)

∣∣∣∣∣xij −
K∏

k=1

α
qjk

ik

∣∣∣∣∣(5.4)

と定義される．ここで p̄j = 1
I

∑I
i=1 xij で定義される項目 j の正答確率である．なお，距離関

数を最小化するアトリビュート習得パタンが複数ある場合には，それらのなかから一様にラン
ダムで一つのパタンを選択するという操作が必要になる．この手続きは一般化ノンパラメト
リック推定法においても必要である．

5.2 一般化ノンパラメトリック推定法
一般化ノンパラメトリック推定法では DINAモデルの理想反応に加えて，DINOモデルの理
想反応

ηDINO
j (αl) = 1 −

K∏
k=1

(1 − αlk)qjk(5.5)

を用いる．ηDINO
j (αl)は項目 j で必要なアトリビュートのうち少なくとも 1つ習得している

パタンであれば 1，そうでなければ 0となる．すなわち，ηDINO
j (αl) = 0となるのは項目 j で

必要なアトリビュートを全く習得していない場合とも考えられる．さらに，重み wlj（ただし，
0 ≤ wlj ≤ 1）を導入し，重み付き理想反応（weighted ideal response）η(w)

j (αl)を

η
(w)
j (αl) = wljη

DINA
j (αl) + (1 − wlj)η

DINO
j (αl)(5.6)

と定義する．重み wlj は項目 j の反応が DINA的か DINO的かどうかをあらわしている．
この重み付き理想反応と項目反応の距離関数を
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dg(xj , η
(w)
j (αl)) =

I∑
i=1

I(αi = αl)(xij − η
(w)
j (αl))

2(5.7)

とする．このとき，上記の距離関数を最小化する重みは

ŵlj =

∑I
i=1 I(αi = αl)(xij − ηDINO

j (αl))
2

(
∑I

i=1 I(αi = αl))(ηDINA
j (αl) − ηDINO

j (αl))
(5.8)

となる．この推定された重みを用いた重み付き理想反応を η̂
(w)
j (αl)とし，アトリビュート習得

パタンを推定するための損失関数を

dg(xi, η̂
(w)(αl)) =

J∑
j=1

(xij − η̂
(w)
j (αl))

2(5.9)

とする．ただし，η̂(w)(αl) = (η̂
(w)
1 (αl), . . . , η̂

(w)
J (αl))

�である．上記の重みを用いて，一般化ノ
ンパラメトリック推定法によるアトリビュート習得パタンは

α̂i = argmin
αl

{dg(xi, η̂
(w)(αl))}(5.10)

と推定される．
以上で見たように，一般化ノンパラメトリック推定法においては，まずアトリビュート習得

パタンの初期値を決め，次に重みパラメタを式（5.8）により更新する．この更新された重みを用
いて式（5.10）によりアトリビュート習得パタンを更新し，再度重み wlj の更新を行う．このよ
うに，重みとアトリビュート習得パタンの更新を，アトリビュート習得パタンの変化が十分に
小さくなるまで反復するのが一般化ノンパラメトリック推定法の手続きである．アトリビュー
ト習得パタンの初期値としては通常のノンパラメトリック推定法による推定値を用いる．
このように一般化ノンパラメトリック推定法においては，補償的な（あるいは disjunctive）

DCMの理想反応と非補償的な（あるいは conjunctiveな）ものを組み合わせる方法を用いてい
る．パラメトリック法においても，Yamaguchi and Okada（2020a）は DINAモデルと DINOモ
デルの項目反応関数の混合モデルとしての Hybrid DCMを提案しており，一般化ノンパラメト
リック推定法とも類似した考え方をしている．

6. 推定法の選択

ここまで，最尤推定法，ベイズ推定法，ノンパラメトリック推定法の観点から DCMのパラ
メタ推定についてレビューを行った．本節では，これらのパラメタ推定法について，どのよう
な場合にどのような方法を選択するのが望ましいのか，パラメタ推定法の特徴を踏まえて議論
を行う．特に，サンプルサイズの大小とテスト項目数（多い・少ない）の組み合わせの観点から
整理を行う．
まず，小サンプル・小項目数の状況は，例えばクラスルームの簡単な確認テストのような状

況とみなすことができる．DCMが学習改善のための情報をテストから引き出すための統計モ
デルであることに鑑みると，小サンプル・小項目数の状況における DCMのパラメタ推定を考
察することに意義はあるだろう．ただし，この状況はデータが多くないため，そもそも複雑な
統計モデルの推定が容易ではない状況であるという点に留意する必要がある．この状況では，
サンプルサイズが小さく，また項目数も多くないため最尤推定ベースの推定法の適用は難しい
だろう．この場合には，計算量が多くなったとしても，事前情報を含めたフルベイズ推定を行
うのが望ましい可能性がある．ただし，ベイズ推定法の利用のためにはパラメトリックモデル
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の特定が必要である点に注意が必要である．また，データが少ないため，事前情報が強すぎる
とデータからアトリビュート推定を行う意味も薄くなってしまう点にも注意しなければならな
い．ノンパラメトリック推定法は，データが少ない場合でもアトリビュート習得パタンの推定
がある程度正確であることが数値実験で示されているが，Q行列の特定が正しい必要がある．
項目数が少ない場合には，ノンパラメトリック推定法であっても，アトリビュート習得パタン
の推定が安定しにくい可能性もあるので，やはり注意が必要だろう．小サンプル・小項目数の
状況でパラメトリックモデルを用いたい場合には，事前に項目パラメタを推定済の項目プール
を用意しおくことなど，工夫が必要になると思われる．
次に，小サンプル・大項目数の状況は，例えばクラスルームの定期テストや 1年の学習成果

を振り返るようなまとめテストや定期テストなどの状況が考えられる．多くの項目数が利用で
きるという点では，先のノンパラメトリック推定法の利用が第 1の選択肢に挙がるだろう．特
に，制約がより少ない一般化ノンパラメトリック推定法が利用しやすいと考えられる．また，
小サンプル・小項目数の状況と同様に，ベイズ推定法も候補に挙がる．一つ一つの項目パラ
メタの推定には不確実性がありながらも，ベイズ推測においてはそれらを考慮して，アトリ
ビュート習得パタンの推定ができると考えられるからである．ただし，MAP推定は，アトリ
ビュート習得パタンの推定の際に，最尤推定のように項目パラメタの点推定値を使うため，項
目パラメタの推定の不確実性は考慮しにくいと考えられる．もし，アトリビュートの数が多い
場合や推定時間を短縮したい場合には，変分ベイズ推定法も利用できるだろう．最尤推定法
は，やはり項目パラメタの推定の際にサンプルサイズが小さいことが影響し，正確な項目パラ
メタの推定が難しい可能性がある．また，アトリビュート習得パタンの推定には，項目パラメ
タ推定値を固定する必要があるが，項目パラメタの不確実性を考慮できないため，最尤推定法
の利用には慎重になる必要がある．
さらに，大サンプル・小項目数の状況は，やや想定しにくいが，行政が行う標本調査の一部

に，簡単な学力調査が含まれているような状況などが考えられる．この場合，個々人のアトリ
ビュート習得パタンの推定を行うよりも，出題した項目の項目パラメタの特性や混合比率パラ
メタの推定に興味があると思われる．こうした状況であれば，最尤推定ベースの方法は，項目
パラメタの点推定値だけではなく，漸近論に依拠した標準誤差も利用できると考えられるた
め，周辺最尤推定法を用いた方法が良い可能性もある．また，やや探索的にデータ分析を行い
たい場合には，正則化推定法を用いてもよいだろう．MCMCを用いたベイズ的な方法は，サ
ンプルサイズが大きい状況では計算時間が長くなる傾向があるものの，最尤推定法とあまりか
わらない推定値が得られる可能性もあるので，積極的に用いる必要はないかもしれない．ただ
し，事前情報を積極的に活用した場合はその限りではない．この場合には，変分ベイズ推定法
やMAP推定法は，計算速度がMCMCより早いため，利用してもよいだろう．ノンパラメト
リック推定法は，その目的に鑑みて，大サンプル・小項目数の推定には適さないのではないか
と考えられる．ただし，他の推定法の初期値に用いるアトリビュート習得パタンをノンパラメ
トリック推定法により推定するという方略は，他の推定法の収束を早めることに繋がると期待
できる．
最後に，大サンプル・大項目数の状況は，PISA（Programme for International Student As-

sessment）調査や国際数学・理科教育動向調査（Trends in International Mathematics and Science
Study [TIMSS]）といった国際調査のような状況が思いつく．この場合，先の大サンプル・小項
目数の状況と類似して，個々人のアトリビュート習得パタンの推定は必ずしも最終的な目的で
はないと考えられる．また，この場合アトリビュート数が多くなるなど，モデルの規模も大き
くなると考えられる．こうした場合には，まず許容できる待ち時間で推定が実行できることが
望ましいので，変分ベイズ推定法や同時最尤推定法が候補に挙がる．ただし，同時最尤推定法
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は点推定値しか与えない方法であるので，標準誤差の算出は別途行う必要がある．周辺最尤推
定法やMCMC法による推定法は，計算コストが高くなりやすいで，大サンプル・大項目数か
つモデルが複雑な状況は使いにくいかもしれない．ノンパラメトリック推定法は大サンプル・
小項目数の状況と同様に初期値を推定する方法としての活用が考えられる．
以上のように，テストの分析状況や目的によって使いやすい推定法が変わることがわかる．

上記の議論から，大雑把に言って，サンプルサイズが小さい場合には，ノンパラメトリック推
定法や事前情報を加味できるベイズ推定法が使いやすく，サンプルサイズが大きい場合には計
算効率も考慮して，変分ベイズ推定法や同時・周辺最尤推定法が使いやすいと考えられる．

7. 総合考察

本稿では DCMのモデルパラメタ推定法について，現在提案されている方法を概観した．推
定法としては，主として最尤推定法，ベイズ推定法，およびノンパラメトリック推定法の 3つ
の方法を軸に発展がなされていた．最尤推定法においては，正則化推定法の活用がみられ，ベ
イズ推定法においては変分ベイズ推定法などの発展がみられた．正則化推定法や変分ベイズ推
定法など機械学習でも用いられている方法も積極的に利用されており，活発に研究が進んでい
ることがうかがえる．本研究でレビューを行った方法により，DCMにおいては基本的なパラ
メタ推定についての研究は概ねしつくされていると考えられる．
以下では，推定法についての残された課題について議論を行う．特に，発展的なモデルのパ

ラメタ推定，効率的な推定アルゴリズムの開発，より現実的な状況に即した推定法の開発の必
要性といった観点から議論する．
本研究でレビューした方法は，多値反応や多値アトリビュート習得を想定した場合に拡張さ

れている場合や，アトリビュート階層構造を含めた推定法につながる方法も多い．特に，診断
情報をより精緻にするために，反応時間やアンケート調査の状況などのテストへの解答パタン
以外の外部情報を取り入れたモデルの推定法も必要となる．こうしたモデルは一般にパラメタ
の数が増え，複雑化されていくと考えられる．そうした場合にも対応できるような効率的な推
定法の開発は今後重要な観点である．特に，ある時点までの診断情報を捉えつつ，その後の診
断を行ううえでは，最尤推定法よりもベイズ推定によるパラメタ更新を行えるような枠組みが
望ましいだろう．特にベイズ推定の中でも，計算量の少ない変分ベイズ推定法などは今後より
活用が期待できる推定法と考えられる．
こうした点に関連して，効率的な推定アルゴリズムの開発も必要となる．教育現場への情報

機器の普及に伴い，タブレット端末などを用いた学習も一般的になりつつある．こうした現状
においては，学習者のテストの反応パタン以外の普段の学習状況などのログデータも大量に取
得できると考えられる．また，学習の進展に伴い，アトリビュートの数も次第に増加すること
が想定できる．こうした複雑なモデルかつ大量のデータを用いて診断情報を即時的に提供する
ためには，効率的な推定アルゴリズムの開発が不可欠になると考えられる．この意味で，ノン
パラメトリック推定法などは高速に機能する方法として，有用であると考えられる．また，パ
ラメトリックな方法においても，変分ベイズ推定法のように，比較的計算量が少ない方法など
も提案されているものの，大規模なデータ状況下でも効率的に機能する方法を追求する意義は
大きいだろう．
さらに，DCMはその目的から，教室場面など比較的サンプルサイズが小さい状況での利用
も未だに一般的である．先の大量のデータにも対応できる推定法に加えて，こうした小サンプ
ルでも，アトリビュート習得パタンを安定して推定できる方法の開発も必要であろう．ノンパ
ラメトリック推定法は，こうした状況でも機能することがシミュレーションにより示されてい
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るが，パラメトリックな方法においてもこうした方法が望まれる．
本研究の限界として，Q行列の推定法についてはレビューを行わなかった点が挙げられる．

Q行列を含めたモデルの推定法も近年活発に研究がなされており，Q行列推定は DCMの理
論・応用の両側面から重要な観点と考えられる．Q行列推定はモデルパラメタの識別性とも関
係し，理論的にも高度な話題であり，DCMの応用研究者がそれらの原典を参照することは必
ずしも容易ではない．また，DCM研究者にとっても，先端的な課題として Q行列推定の現状
を日本語で参照できる包括的なレビューの価値は高いと考えられる．今後は，Q行列推定の方
法の展開の包括的なレビューが望まれる．
加えて，DCM は制約付き潜在クラスモデルとして，識別性など理論的な研究もなされて
いる．後述の Q行列の推定の話題とも関連して，DCMを現実的な場面で利用するためにも，
DCMの理論的な性質の検討は重要である．こうした理論的な発展の現状の解説も必要となる
だろう．
さらに，関連して，アトリビュート階層構造の推定法についても重要な研究関心である．

本研究では，構造化されていないアトリビュート習得パタンを想定したが，実際にはアトリ
ビュートには習得の順序関係などが想定される．こうしたアトリビュートの習得の順序関係に
ついて，理論的な想定のみならずデータから推定を行う方法も，DCMの応用を促す上で必要
な観点である．こうしたアトリビュート階層構造の推定法や関連する話題についても包括的な
レビューが必要と考えられる．
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Recent Development of Parameter Estimation Methods in Diagnostic
Classification Models

Kazuhiro Yamaguchi

Division of Psychology, Institute of Human Sciences, University of Tsukuba

Diagnostic classification models (DCMs) or cognitive diagnostic models (CDMs) are
a family of models that consider elements of cognitive abilities to solve test items named
“attributes” and classify test takers into attribute mastery patterns. DCMs are a useful
tool to analyze educational tests and have been applied to various tests. However, esti-
mation methods of DCMs have not been assessed in Japan. This study aimed to review
the current state of development of estimation methods of DCMs and to contribute to
improving the application and theoretical development of DCMs. As a result, estimation
methods were developed according to the maximum likelihood estimation, Bayesian es-
timation, and non-parametric estimation methods. In particular, regularization methods
in the maximum likelihood estimation and variational Bayes, which are relatively new
methods, were employed. Finally, the remaining estimation problems and future research
topics in this area were discussed.

Key words: Diagnostic classification models, cognitive diagnostic models, parameter estimation methods.
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要 旨

認知診断モデル（cognitive diagnostic models; CDM）では，測定対象となる学習要素はアトリ
ビュートと呼ばれ，学習者ごとに各アトリビュートの習得・未習得の状態が推定される．CDM
による推定結果は，学校現場での形成的評価に有用であると示唆されてきた一方，未だ実践で
は十分に活用されていないという実態がある．その原因の一つとして，学校現場で想定される
小サンプルサイズ下での CDMの推定精度および，CDMのモデル選択で利用される情報量規
準の選択傾向に関する検討の不足が挙げられる．本研究では，このような小サンプルサイズの
状況を想定したシミュレーションデザインのもと，CDMにおける一般化モデルに基づきデー
タを発生させ，その下位モデルにあたる様々なモデルの推定精度および情報量規準の選択傾向
を検討した．主な結果として，（1）アトリビュート習得パタンおよび項目パラメタの推定精度
の観点からは，最尤推定法およびベイズ推定法いずれの場合においても，各アトリビュート
の習得が個別に正答確率に寄与する CRUMが，真のモデルと同程度もしくはそれに次ぐ水準
の精度を全体として有していた．（2）サンプルサイズを増やすよりも，項目数を増やしアトリ
ビュート数を減らすことが高い推定精度につながることが示唆された．（3）最尤推定法におい
て AIC は CRUM を支持する割合が高く，BIC は最も倹約的なモデルを支持する割合が高かっ
た．ベイズ推定法においてWAICは，真のデータ生成モデルもしくは，母数の数の意味でそれ
と同程度に複雑なモデルを支持する傾向が見られた．

キーワード：認知診断モデル，小サンプルサイズ，ベイズ推定法，情報量規準，形成
的評価．

1. 問題と目的

1.1 診断的・形成的評価と認知診断モデル
学校現場において，テストにより学習者の学習上のつまずきを診断し，その結果を学習者の
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2 Department of Statistics, London School of Economics and Political Science, Columbia House, Houghton

Street, London, WC2A 2AE, UK.

Supplementary Information: 本論文の Supplement は https://www.ism.ac.jp/editsec/toukei/pdf/72-1-

Supplement.pdf でもご覧いただけます．



122 統計数理 第 72 巻 第 1 号 2024

表 1．1桁の整数の計算に関する Q行列の例．

表 2．可能な全てのアトリビュート習得パタン．

学習改善および教師の指導改善に活かす，診断的・形成的評価の必要性は論を俟たない（e.g.,
文部科学省, 2019）．当該単元で習得すべき学習要素のうち，どの要素が習得できており，どの
要素が未習得であるのかといった学習者の習得状況を把握できれば，個別最適化された学習・
指導改善に有用な診断情報となるだろう．学校現場では，実施したテストの結果として，合計
点（総合得点）を用いてフィードバックすることが多い．しかし，合計点は学習者の順位づけや
選抜に有用であるものの，どの学習要素につまずきを抱えているかについての診断的情報を直
接与えるものではない（e.g., 池田, 2013）．
テスト理論の研究では，学習者の各学習要素の習得・未習得を推定できる統計モデルとして，

認知診断モデル（cognitive diagnostic models, CDM; Rupp et al., 2010）が近年注目を浴びてい
る．CDMでは，測定の対象となる学習要素をアトリビュートと呼び，各項目の正答にどのア
トリビュートが必要かを，行を項目，列をアトリビュートとした {0, 1}の 2値変数を要素にも
つ行列である Q行列（Q-matrix; Tatsuoka, 1983）によって表現する．単純な例として，1桁の
整数の足し算・引き算・掛け算の遂行をアトリビュートとして，それらの習得状況の診断を目
的とした表 1の Q行列を考える．アトリビュートには，「A1：足し算」・「A2：引き算」・「A3：
掛け算」が設定されている．たとえば，項目「9− 4 + 5」の正答には，「A1：足し算」・「A2：引き
算」のアトリビュートが必要であるため，1が割り振られており，一方で「A3：掛け算」のアト
リビュートは不要であるため，0が割り振られる．この Q行列と解答データ行列をもとに各学
習者は，表 2に示した 23 = 8通りの可能な全てのアトリビュート習得パタンのうち，いずれか
に分類される．たとえば，ある学習者が表 2におけるクラス 5のアトリビュート習得パタンに
分類された場合，足し算と引き算は習得しているが，掛け算は未習得であるとわかる．CDM
では，全ての学習者のアトリビュート習得パタンをまとめた，行が学習者，列がアトリビュー
トの習得の有無を表す行列である，アトリビュート習得パタン行列が得られる（山口・岡田,
2017）．このような分類により，各学習者のつまずきをより詳細に診断できるため，学校や学
級での学習・指導改善へとつながると考えられており，実践場面での CDMの活用が期待され
ている（Sessoms and Henson, 2018）．
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1.2 教育現場での CDM活用の現状
CDMは実践に活きる高い活用可能性を秘めているにもかかわらず，従来の研究では大規模

なサンプルサイズ下での応用が中心であり，学校現場で想定される学級単位のような比較的サ
ンプルサイズの小さい場面での応用が不十分であることが指摘されている（e.g., Henson, 2009;
Sessoms and Henson, 2018）．たとえば，36本の CDMの応用研究をレビューした Sessoms and
Henson（2018）は，そのうち 61%の研究において，サンプルサイズが 1000よりも大きかったこ
とを報告している．
学校現場における数少ない実践的な活用事例として Uesaka et al.（2021）は，公立高校の 3年

生 1学級 40名を対象に実施された数学の定期テストに CDMを適用し，数学的問題解決過程
において図表を活用する力である「図表活用力（diagrammatic competency）」を含む 5つのアト
リビュートの習得状況を推定した．その結果，「図表活用力」を習得している学習者の割合は半
数程度であり，合計点の情報からは直接的に明らかにできなかった学習者のつまずきの傾向を
明らかにした．Saso et al.（2023）は，公立中学校の 1年生 3学級 87名を対象として，数学の
理解度を診断するテストを開発・実施し，CDMの推定結果としてアトリビュート習得状況を
学習者にフィードバックした．学習者への自由記述型の質問紙の結果，自身の学習上の強みと
弱みを知ることができ，今後の学習改善に活きるという肯定的な反応を得たことを示している
（佐宗 他, 2022）．Jang（2005）は，大学生・大学院生 27名を対象に実施した英文読解テストに
CDMを適用し，英文読解力に関するアトリビュートの習得状況を診断し，学習者へフィード
バックした．そのフィードバックは，英文読解力における学習者自身の強みと弱みを把握でき
る点で，学習者に肯定的に受け止められたことを示している．このような実践的な活用事例
は，小サンプルサイズの状況下も含め，教育現場での CDMの活用が学習者の学習改善および
教師の指導改善に資する可能性を示唆するものであろう．

1.3 小サンプルサイズ下での推定精度の検討の必要性
CDMの実践的な活用事例の蓄積が，その学校現場での更なる活用事例を促すと考えられる

一方で，小サンプルサイズでの活用事例が限られている理由の一つとして，学級単位のような
比較的小さいサンプルサイズ下での CDMにおけるアトリビュート習得パタンや後述する項目
パラメタに関する推定精度の検討が限定的であることが考えられる．

CDMには，アトリビュート習得パタンと項目正答確率の関係をどのように表現するかに応
じて，DINA（deterministic inputs, noisy “and” gate; Junker and Sĳtsma, 2001）モデル，DINO
（deterministic inputs, noisy “or” gate; Templin and Henson, 2006）モデル，RRUM（reduced repa-
rameterized unified model; Hartz and Roussos, 2008），CRUM（compensatory reparameterized
unified model; Hartz, 2002），LCDM（log-linear cognitive diagnostic model; Henson et al., 2009）
といった様々なモデルが存在しており，これらのモデルの小サンプルサイズ下での推定精度
に関するシミュレーション研究がこれまで部分的に行われてきた（Paulsen and Valdivia, 2021;
Sen and Cohen, 2021; Oka and Okada, 2021; Hueying and Yang, 2019; Bașokçu, 2014）．たとえ
ば，アトリビュート習得パタンと項目パラメタの推定精度に関して Sen and Cohen（2021）は，
サンプルサイズ N = 50, 100, 200, 300, 400, 500, 1000, 5000 の下で，DINA モデル，DINO モデ
ル，CRUM，LCDMの 4つの CDMを対象に，最尤推定法を用いて検討を行った．その結果，
サンプルサイズが増えるほどアトリビュート習得パタンの推定精度が向上し，アトリビュート
数が増えるほど同様の推定精度が低下することを示した．さらに，小サンプルサイズ下では，
DINAモデルがそのほかのモデルと比べて，アトリビュート習得パタンと項目パラメタの推定
精度が高いことを示した．
従来の小サンプルサイズを想定したシミュレーション研究では，最尤推定法が中心に検討さ
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れてきた．しかし，ある項目に対して，全ての学習者が正答もしくは誤答してしまう完全解答
パタン（perfect response pattern; Levy and Mislevy, 2016）が生じるリスクが他の条件が一定の
下で小サンプルサイズの場合には高くなり，これが生じた場合，その項目における尤度が発散
するため最尤推定法では推定が困難になる．この点を問題意識として Oka and Okada（2021）
は，ベイズ推定法も考慮した小サンプルサイズ下での CDMの推定精度の検討を行った．具体
的には，Oka and Okada（2021）は N = 20, 40, 160の条件において，最尤推定法，パラメタの
事前分布に無情報事前分布もしくは弱情報事前分布を設定したベイズ推定法，およびノンパラ
メトリック推定法に基づいて，DINAモデル，DINOモデル，RRUM，CRUM，LCDMの 5つ
の CDMを用いて検討を行った．その結果，アトリビュート習得パタンの推定精度について，
DINAモデル，DINOモデルについては，最尤推定法と比べてベイズ推定法が比較的優れた傾
向にあるが，RRUM，CRUM，LCDMでは，ベイズ推定法に比べて最尤推定法の方が優れた傾
向にあることを示した．
しかし，Sen and Cohen（2021）や Oka and Okada（2021）をはじめとした従来の小サンプル
サイズ下を想定したシミュレーション研究では，分析モデルとデータ生成モデルが同じ状況の
もとで行われているという強い制約がある．一方，たとえば，CDMのうち倹約的なモデルの
一つである DINAモデルの仮定に沿った解答プロセスを想定した診断テストおよび Q行列を
事前に設定したとしても，現実では，学習者が想定した解答プロセスに沿って項目に解答する
とは限らず，むしろより複雑な解答プロセスも十分に想定される．そのため，たとえば CDM
のクラスの中でも一般性の高いモデル（i.e., LCDM）に基づきデータを発生させ，その下位モデ
ルにあたる様々な CDMを分析モデルとすることを通してモデルの誤設定の影響を考慮し，そ
の上で推定精度を調べる方がより現実に即した検討となることが期待され，また上述の先行研
究とは異なる選択結果が得られる可能性が大いに考えられる．
例外として，モデルの誤設定を考慮し，かつ小サンプルサイズ下を想定したシミュレーション

研究として，Hueying and Yang（2019）がある．Hueying and Yang（2019）は，N = 50, 75, 100, 200

の条件下で，データ生成モデルを，LCDMと同様に CDMのクラスの中で一般性が高いモデル
である G-DINA（generalized DINA; de la Torre, 2011）モデルとし，G-DINAモデルおよびその
下位モデルである DINAモデルと DINOモデルを分析モデルとして，情報量規準である AIC
（Akaike information criterion; Akaike, 1974）と BIC（Bayesian information criterion; Schwarz,
1978）のモデル選択の傾向を検討した．その結果，小サンプルサイズ下において AICが真のモ
デルである G-DINAモデルをより高い割合で選択する傾向にあったことを示している．CDM
ではこれまで様々な種類のモデルが提案され利用されているため，情報量規準を用いたモデル
選択の作業は応用上重要である．一方で，Hueying and Yang（2019）は，情報量規準の選択傾向
の検討に留まっており，モデルの誤設定の状況下でのアトリビュート習得パタンや項目パラメ
タの推定精度については検討していない．加えて，小サンプルサイズ下を想定してはいるもの
の，その設定値の最小は N = 50であり，実際の学級サイズの分布からすれば依然高い設定値
である．また，比較対象となった DINAモデルと DINOモデルはいずれも CDMのうち最も倹
約的なモデルであり，検討されたモデルが限定的であったことも問題点として挙げられる．さ
らに，推定方法も最尤推定法に留まっており，ベイズ推定法において活用されてきた情報量規
準であるWAIC（widely applicable information criterion; Watanabe, 2010）の CDMの文脈にお
ける選択精度については未検討である．

1.4 本稿の目的と構成
以上を踏まえ，本研究の第一の目的は，学級場面を想定した小サンプルサイズ下における

CDMのアトリビュート習得パタンおよび項目パラメタの推定精度を，より現実的と考えられ
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るデータ生成モデルと分析モデルの誤設定の影響を踏まえながら，最尤推定法およびベイズ推
定法に基づいて検討することである．参考として，アトリビュート習得パタンの推定精度につ
いては，小サンプルサイズ下での活用を意図して開発されているノンパラメトリック推定法も
含めて検討を行う．第二の目的は，各情報量規準（AIC・BIC・WAIC）の，特に小サンプルサイ
ズ下における CDMのモデル選択傾向や選択精度について明らかにすることである．
本論文の構成は次のとおりである．2章では本研究で用いる CDMと情報量規準の概要をそ

れぞれ説明する．3章ではシミュレーションの手続きならびに結果と考察を示す．最後に 4章
では本研究で得られた知見をまとめ，限界点と今後の展望について述べる．

2. 本研究で対象とする CDMと情報量規準の概要

2.1 CDMの概要
本節では本研究で扱う，DINAモデル，DINOモデル，RRUM，CRUM，LCDMの 5つの

CDMを説明する．これらのモデルは，従来の CDMの応用事例の中で実際に活用されており
（e.g., Sessoms and Henson, 2018），後述するようにいずれも LCDMの下位モデルとして表現可
能である．
添字 i (1, 2, . . . , N)は学習者，j (1, 2, . . . , J)は項目（テスト問題），k (1, 2, . . . ,K)はアトリ
ビュート，l (1, 2, . . . , L = 2K)はアトリビュート習得パタンのクラスをそれぞれ表す記号であ
る．解答データ行列X は，学習者 iの項目 jへの解答 xij ∈ {0, 1}（0：誤答，1：正答）を要素とし
てもつ N × J 行列である．学習者 iについての要素をまとめた xi = (xi1, . . . , xij , . . . , xiJ)� を
用いると，X = (x1, . . . ,xi, . . . ,xN )�となる．Q行列Qは項目 jの正答にアトリビュート kが
必要かどうかを示す qjk ∈ {0, 1}（0：不要，1：必要）を要素としてもつ J×K行列である．項目 j

についての要素をまとめた qj = (qj1, . . . , qjk, . . . , qjK)� を用いると，Q = (q1, . . . , qj , . . . , qJ)�

となる．アトリビュート習得パタン行列Aは，学習者 iのアトリビュート習得パタンにおける
k番目のアトリビュートの習得の有無を表す αik ∈ {0, 1}（0：未習得，1：習得）を要素としても
つ N ×K 行列である．学習者 iのアトリビュート習得パタン αi = (αi1, . . . , αik, . . . , αiK)� を
用いると，A = (α1, . . . ,αi, . . . ,αN )� となる．

CDMでは，学習者 iの項目 j への正答確率 pij = P (xij = 1|αi,βj ; qj)を，それぞれのモデ
ル上の仮定に応じて表現し，

(2.1) L = L(X |π,B; Q) =
N∏

i=1

L∑
l=1

πl

J∏
j=1

p
xij

ij (1 − pij)
1−xij

の周辺尤度関数をもとに，モデルパラメタである項目パラメタおよび混合比率パラメタの
推定を行う．なお，各学習者が属するアトリビュート習得パタンの算出は，項目反応理論
におけるスコアリングと同様の手続きを踏んで行われる（Kim and Nicewander, 1993）. ここ
で，βj は項目 j に関する各モデルで推定される項目パラメタをまとめたベクトルであり，
B = (β1, . . . ,βj , . . . ,βJ)� である．π は L個のクラスそれぞれのアトリビュート習得パタンへ
の混合（所属）比率をまとめたベクトルで π = (π1, . . . , πl, . . . , πL)� であり，

∑L
l=1 πl = 1を満た

す．また，セミコロン以降に表記した Qはそれが事前に設定された既知の値であることを意
味する．

2.1.1 DINAモデル
DINAモデルは，CDMのうち最も倹約的なモデルの一つであり，項目の正答に必要なアト

リビュートを全て習得している場合に限って，正答確率が高くなるような項目反応を仮定す
る．具体的には，学習者 iが項目 j の正答に必要なアトリビュートを全て習得している場合に
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1（i.e., 正答），そうでない場合は 0（i.e., 誤答）となる理想反応と呼ばれる指標，

(2.2) ηij =
K∏

k=1

α
qjk

ik

を導入する．ここで，00 = 1と定義する．
実際の解答では，必要なアトリビュートを全て習得しているにもかかわらず誤答するケース

や，必要なアトリビュートが全て揃っていないにもかかわらず正答するケースが想定される．
これらを表現するための項目パラメタとして，前者のケースでは slipパラメタと呼ばれる sj，
後者については guessingパラメタと呼ばれる gj を導入する．つまり，

sj = P (xij = 0|ηij = 1)(2.3)

gj = P (xij = 1|ηij = 0)(2.4)

という条件付き確率を表す項目パラメタである．これら ηij，sj，gj の関数として，

(2.5) pij = P (xij = 1|αi, sj , gj ; qj) = (1 − sj − gj)ηij + gj

と表現するのが DINAモデルである．

2.1.2 DINOモデル
DINOモデルは，DINAモデルと理想反応の仮定のみが異なる．項目の正答に必要なアトリ

ビュートを少なくとも 1つ習得している場合に正答確率が高くなり，それ以上のアトリビュー
トを習得している場合でも正答確率は変わらないことを仮定する．具体的には，学習者 iが項
目 j の正答に必要なアトリビュートを少なくとも 1つ習得している場合に 1（i.e., 正答），そう
でない場合は 0（i.e., 誤答）となる理想反応，

(2.6) ωij = 1 −
K∏

k=1

(1 − αik)qjk

を導入する．
DINAモデルと同様に，

sj = P (xij = 0|ωij = 1)(2.7)

gj = P (xij = 1|ωij = 0)(2.8)

という条件付き確率を表す項目パラメタ sj，gj を有する．これら ωij，sj，gj の関数として，
pij を

(2.9) pij = P (xij = 1|αi, sj , gj ; qj) = (1 − sj − gj)ωij + gj

と表現するのが DINOモデルである．

2.1.3 RRUM
DINAモデルでは，項目の正答に必要なアトリビュートを全て習得している場合とそうで

ない場合で正答確率が異なることを仮定していた．また，DINOモデルでは，必要なアトリ
ビュートのうち少なくとも 1つ習得している場合と，全て未習得の場合で正答確率が異なるこ
とを仮定していた．これに対して，正答に必要なアトリビュートがそれぞれ個別に正答確率に
寄与すると仮定する方が現実的にはより自然と考えられるケースは多いだろう．このような仮
定を表現するモデルの一つが RRUMである．RRUMでは，項目パラメタとして，項目 j の正
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答に必要な全てのアトリビュートを習得している場合の正答確率 τj および，アトリビュート k

を習得していない場合に正答確率を低下させる罰則パラメタ rjk（0 < rjk < 1）を用いて，

(2.10) pij = P (xij = 1|αi, τj , rj1, . . . , rjK ; qj) = τj

K∏
k=1

r
qjk(1−αik)

jk

と表現する．ここで項目パラメタについて，項目の正答に必要なアトリビュートを全て習得し
ている場合に誤答する確率 sj は RRUMでは 1 − τj に，また項目の正答に必要なアトリビュー
トを全て習得していないにも関わらず正答する確率 gj は RRUMでは τj

∏K
k=1 rjk にそれぞれ

対応している．

2.1.4 CRUM
RRUMと同様に，項目の正答に必要なアトリビュートが個別に正答確率に寄与することを仮

定するのが CRUMである．具体的には，当て推量パラメタに相当する切片パラメタ λj0 およ
び，項目 j の正答に必要とされる各アトリビュートを習得している場合に正答確率を変化させ
る主効果パラメタ λj1, . . . , λjK を用いて項目正答確率は，

(2.11) pij = P (xij = 1|αi, λj0, λj1, . . . , λjK ; qj) =
1

1 + exp(−(λj0 +
∑K

k=1 λjkαikqjk))

と表現される．ここで項目パラメタについて，項目の正答に必要なアトリビュートを全て習得
している場合に誤答する確率 sj は CRUMでは 1− logit−1(λj0 +

∑K
k=1 λjkαikqjk)に，また項目

の正答に必要なアトリビュートを全て習得していないにも関わらず正答する確率 gj は CRUM
では logit−1(λj0)にそれぞれ対応している．

2.1.5 LCDM
ここまでの DINAモデル，DINOモデル，RRUM，CRUMを包含する一般化モデルが LCDM
である．LCDMでは，CRUMで仮定されている切片パラメタと主効果パラメタに加えて，全て
のアトリビュートの組み合わせに関する交互作用効果パラメタを考える．たとえば，項目 j に
おけるアトリビュート kと k′（k �= k′）の 1次の交互作用効果を表すパラメタを λjkk′ と表現す
る．項目 jの切片パラメタ・主効果パラメタ・交互作用効果パラメタを用いて項目正答確率を，

pij = P (xij = 1|αi, λj0, λj1, . . . , λjK , λj11, . . . ; qj)(2.12)

=
1

1 + exp(−(λj0 +
∑K

k=1 λjkαikqjk +
∑K−1

k=1

∑
k′>k λjkk′αikαik′qjkqjk′ + · · · ))

と表現する．このとき，項目の正答に必要なアトリビュートを全て習得している場合に誤答する
確率 sj は LCDMでは 1− logit−1(λj0+

∑K
k=1 λjkαikqjk +

∑K−1
k=1

∑
k′>k λjkk′αikαik′qjkqjk′ + · · · )

に，また項目の正答に必要なアトリビュートを全て習得していないにも関わらず正答する確率
gj は LCDMでは logit−1(λj0)にそれぞれ対応している．

LCDM は，パラメタに特定の制約を課すことで，DINA モデル，DINO モデル，RRUM，
CRUMを下位モデルとして表現することが可能である．たとえば，交互作用効果パラメタを全
て 0と制約を置くことで CRUMを表現することができる．そのほかのモデルに関する制約の
置き方の詳細は，Henson et al.（2009）を参照されたい．なお，LCDMは G-DINAモデルにロ
ジットリンク関数を用いたモデルと等価であることが知られている（de la Torre, 2011）．
なお，CDM の分析では，あるアトリビュートを習得している場合，そのアトリビュート
を習得していない場合と比べて，正答確率が同等以上になるという単調性制約（monotonic
constraints; Henson et al., 2009）を置くことが多い．たとえば，DINAモデルと DINOモデルに
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おいては，0 ≤ gj ≤ 1 − sj ≤ 1という不等式制約で表現される．これは理想反応が 1（i.e., 正
答）であるときの正答確率（i.e., 1 − sj）が，理想反応が 0（i.e., 誤答）であるときの正答確率（i.e.,
gj）を下回らないことを意味する．本研究においても，全ての CDMについて，この制約を置く
ことのできる推定法である最尤推定法とベイズ推定法において，この制約を置いてシミュレー
ションを行った．

2.2 情報量規準
本研究では最尤推定法における情報量規準として，従来の CDMの応用研究で多く利用され

ている AICと BIC（e.g., Sessoms and Henson, 2018），ベイズ推定法における情報量規準とし
て，CDMの実践的な活用事例である佐宗 他（2023）で使用されたWAICを利用する．これら
の定義式はそれぞれ，

AIC = −2 lnLmax + 2d(2.13)

BIC = −2 lnLmax + d lnn(2.14)

WAIC = −2
N∑

i=1

J∑
j=1

lnEα,β|x [Lc(xij |αi,βj ; qj)](2.15)

+2

N∑
i=1

J∑
j=1

V arα,β|x [Lc(xij |αi,βj ; qj)]

のようになる（Akaike, 1974; Schwarz, 1978; Merkle et al., 2019）．ただし，lnLmaxは式（2.1）で
表される尤度関数の最大値に自然対数をとった最大対数尤度，dはモデルの自由パラメタ数を
表し，Eα,β|x [Lc(xij |αi,βj ; qj)]と V arα,β|x [Lc(xij |αi,βj ; qj)]はそれぞれ α,βの事後分布に関
する，条件付き尤度関数 Lc(xij |αi,βj ; qj)の期待値と分散を表す．dは具体的には，DINAモ
デルと DINOモデルでは 2J + 2K − 1であり，項目 j の正答に必要とされるアトリビュートの
総数をK∗

j =
∑K

k=1 qjk とすると，RRUMと CRUMでは
∑J

j=1K
∗
j + J + 2K − 1，LCDMでは，∑J

j=1 2K∗
j + 2K − 1である．AICとWAICは汎化損失，BICは自由エネルギーの観点に基づい

て，分析モデルの観測データへのあてはまりを示す相対的指標であり，その値が最小となるモ
デルが選択される（e.g., Vrieze, 2012; Watanabe, 2010; 浜田 他, 2019）．
なお正則性を満たし，かつサンプルサイズが大きい場合の AICと BICのモデル選択傾向の

性質はよく知られている．具体的には，BICは，（1）分析モデルの中に真のデータ生成モデル
が含まれており，（2）真のデータ生成モデルのパラメタの数が一定で，かつ（3）パラメタの数が
有限である場合において，サンプルサイズが大きくなるにつれて真のデータ生成モデルを選択
する確率が 1に収束する一致性を有する（Vrieze, 2012）．これに対して，AICは自由パラメタ
の数を固定したままサンプルサイズが限りなく大きくなったとしてもこのような一致性は満た
されない．漸近理論が適用できない小サンプルサイズ下では，たとえば BICが真のモデルより
も自由パラメタ数の少ない単純なモデルを選択する傾向などが知られているものの，実際の学
級サイズの下での種々の CDMのモデル選択の文脈におけるこれら情報量規準の選択傾向や選
択精度については明らかになっていない．

3. シミュレーションの方法と結果・考察

まず，真のQ行列とパラメタの真値をもとに，一般化モデルである LCDMを通して解答デー
タ行列を生成した．生成された解答データと，真の Q行列を用いて DINAモデル，DINOモデ
ル，RRUM，CRUM, LCDMのそれぞれを当てはめ，アトリビュート習得パタンおよび項目パ
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表 3．シミュレーションデザインの概要．

ラメタを推定した．この手順を各条件で 100回繰り返し，得られたアトリビュート習得パタン
αi および項目パラメタ sj，gj の推定値が真値をどれほど復元できているかを評価する．ただ
し，DINAモデルと DINOモデル以外の CDMである RRUM，CRUM，LCDMに関しては，項
目パラメタ sj，gj をパラメタとして直接的には有さないが，第 2.1.3～2.1.5節で示したように，
それぞれに対応する確率がモデル内の項目パラメタを用いて評価できるため，RRUM，CRUM
についてはこの性質を利用して評価を行った．LCDMについては，後述するように単調性制
約を置くために Yamaguchi and Templin（2022）の定式化を利用したため，この定式化における
sj，gj に対応するパラメタを評価した．本研究のシミュレーションデザインは，関連する先行
研究を参考にしながら，学校現場における実際の活用場面を想定し，表 3のように設定した．

3.1 シミュレーションデザインの設定
3.1.1 サンプルサイズ・項目数・アトリビュート数の設定
サンプルサイズ N は，実際の学校現場で CDMを活用した事例において Jang（2005）では 27
名，Uesaka et al.（2021）では 40名，Saso et al.（2023）では 87名を対象としていたことに加え
て，「公立義務教育諸学校の学級編制及び教職員定数の標準に関する法律」において，学級編成
基準として，1学級当たりの標準とする生徒数は中学校では 40人とされていることも考慮し
て，N = 20, 40, 80の 3条件とした．
項目数 J は，学校現場での CDMの活用事例の一つである佐宗 他（2023）が対象とした，定
期テストの項目数が 36であったことから，J = 40を上限とし，確認テストなど授業時間内の一
部の時間を用いて実施される定期テストよりも項目数が少ない場面を想定するために，J = 20

も条件に含めた．アトリビュート数 K は，CDMの応用場面において K = 4が最頻値であっ
たこと（Sessoms and Henson, 2018）に加えて，学校現場で CDMを活用した事例である Uesaka
et al.（2021）および Saso et al.（2023）ではK = 5であったことから，K = 4, 5の 2条件とした．

3.1.2 Q行列の設定
シミュレーションデザインに従い，(K, J) = (4, 20), (5, 20), (4, 40), (5, 40)の 4つの Q行列を

設定した．Q行列の設定においては，CDMのパラメタ推定における識別性（identifiability）の条
件を満たすために，各アトリビュートが 1つのみ寄与する項目を少なくとも 2つ含むようにした
（Xu, 2017）．まず，(K,J) = (4, 20)のQ行列Q(4,20)は，各アトリビュートが 1つのみ寄与する
4項目（i.e., 4次の単位行列 I4）2セット分に加えて，残りの 12項目は 2個もしくは 3個のアト
リビュートが寄与する全 4C2 + 4C3 = 10通りと，さらに 4つ全てのアトリビュートそれぞれが
20項目を通して同じ回数ずつ測定されるように，2個のアトリビュートが寄与する全 4C2 = 6

通りのうち 2通りをランダムに選択してQ∗
(4,20)を設定し，合わせてQ(4,20) = (I4, I4,Q

∗
(4,20))

�

とした．同様に，(K,J) = (5, 20)の Q行列 Q(5,20) は，各アトリビュートが 1つのみ寄与す
る 5項目（i.e., I5）2セット分に加えて，残りの 10項目は 2個のアトリビュートが寄与する全
5C2 = 10通りのうち 5通り，3個のアトリビュートが寄与する全 5C3 = 10通りのうち 5通り
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を 5つ全てのアトリビュートそれぞれが 20項目を通して同じ回数ずつ測定されるようにラン
ダムに選択してQ∗

(5,20)を設定し，合わせてQ(5,20) = (I5, I5,Q
∗
(5,20))

�とした．これらQ(4,20)，
Q(5,20) を用いて，(K,J) = (4, 40)の Q行列 Q(4,40)，(K,J) = (5, 40)の Q行列 Q(5,40) をそれ
ぞれQ(4,40) = (I4, I4,Q

∗
(4,20), I4, I4,Q

∗
(4,20))

�，Q(5,40) = (I5, I5,Q
∗
(5,20), I5, I5,Q

∗
(5,20))

�と設定
した．以上の設定に基づいたこれらの Q行列は，Xu（2017）の定理 1から，項目パラメタおよ
び混合比率パラメタの一致性を満たしている．具体的な Q行列は Supplementary Information
A1を参照されたい．

3.1.3 項目パラメタの設定
CDMにおいて，項目の識別力は 1 − sj − gj という指標で定義され，項目パラメタ sj，gj の

値をもとに項目の質を捉えることができる（e.g., de la Torre, 2008）．つまり，sj，gj それぞれ
が小さくなるほど，その項目の識別力は高くなる．本研究では，学校現場で実施される定期テ
ストや確認テストにおいてしばしば見られるように，ハイステークスかつ大規模な学力テスト
と比べて必ずしも項目作成に十分なコストがかけられず，その結果として項目の識別力が十分
高い水準に至らない状況を想定する．具体的には，全てのアトリビュートが未習得である場合
の正答確率が.20（i.e., gj = .80），全て習得している場合の正答確率が.80（i.e., sj = .20）となる
ように項目パラメタの真値を設定した．また，各項目における主効果パラメタおよび交互作用
効果パラメタの真値は，sj = gj = .20の条件を満たすように，Rの GDINAパッケージに含ま
れる simGDINA関数の引数 gs.parmを設定することで，各生成データセットでランダムに設
定された．

3.1.4 アトリビュート習得パタンの生成
各学習者の真のアトリビュート習得パタンは，Chiu and Douglas（2013）の多変量正規閾
値モデルを用いて次のように生成した．まず，学習者 i の連続的な潜在特性値ベクトル
θi = (θi1, θi2, . . . , θiK)� を，平均が 0ベクトル，分散共分散行列が Σである多変量正規分布か
ら発生させる．ここで Σは，対角成分が 1，非対角成分が .50のK 次正方行列である．
得られた θi1, . . . , θiK を用いて，

(3.1) αik =

⎧⎪⎨
⎪⎩

1 if θik ≥ Φ−1

(
k

K + 1

)

0 (otherwise)

の規則に基づいて，学習者 iのアトリビュート習得パタン αi = (αi1, αi2, . . . , αiK)� を生成す
る．ここで，Φ−1 は標準正規分布の累積密度関数の逆関数であり，その引数を k/(K + 1)とす
ることで各アトリビュートの習得難易度が異なるという一般的な状況を仮定している．つま
り，kが大きいほどそのアトリビュートの習得難易度が高くなり，たとえば，K = 4の状況で
は A1から A4の順に習得難易度が高くなっていくことを仮定している．なお，この生成方法
では，すべての混合比率パラメタの真値が πl ∈ (0, 1)となり，いずれのアトリビュート習得パ
タン lについても πl = 0となる lは存在しないことも仮定している．
以上をもとに，解答データ行列を，Rの GDINAパッケージに含まれる simGDINA関数を用
いて，各条件で 100セットずつ生成した．

3.1.5 推定の実施と設定
ベイズ推定法では，Rの R2jagsパッケージ（Su and Yajima, 2021）と統計ソフトウェア JAGS

（ just another Gibbs sampler; Plummer et al., 2003）を用いて，MCMC法（Marchov chain Monte
Carlo method）により実行した．MCMCの設定は，チェーン数が 4，イタレーション数が 10000,
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バーンイン区間が 4000として，各学習者のアトリビュート習得状況と項目パラメタの EAP
（expected a posteriori）推定値を得た．なお，アトリビュート習得状況については，EAP推定
値を四捨五入した整数値を推定値として，以下では扱った．事前分布は，DINAモデル，DINO
モデル，RRUM，CRUMについては Zhan et al.（2019）および Oka and Okada（2021）の設定
を参考に，単調性制約を満たすように設定した．LCDMについては Yamaguchi and Templin
（2022）の定式化を用いた上で，それぞれのパラメタに対して無情報事前分布を設定したのち，
Yamaguchi and Templin（2022）で提案された単調性制約を満たすようなギブスサンプリングア
ルゴリズムを利用して推定を行った．事前分布の詳細は，Supplementary Information A2を参
照されたい．なお，マルコフ連鎖の収束について，実際のシミュレーションにおいて，全ての
条件で，5つのモデル（i.e., DINAモデル，DINOモデル，RRUM，CRUM，LCDM）のそれぞれ
全ての量的パラメタについてGelman-Rubin統計量 R̂（Gelman et al., 2013）が 1.05，1.1もしく
は 1.2未満であるかどうかを確認した．その結果，ほとんど全ての量的パラメタについて 1.05
もしくは 1.1未満であり，全ての量的パラメタについて 1.2未満であったことが確認されたた
め，マルコフ連鎖が収束したと判断した．具体的には，1.05を上回るパラメタの回数が最大の
パラメタにおいても，100個の生成データセットに対する推定全体において R̂ > 1.05を示した
のは 18個のみであった．各条件における，より詳細な収束状況は Supplementary Information
A3に掲載している．
最尤推定法では，Rの GDINAパッケージ（Ma and de la Torre, 2020）の GDINA関数を用い

て，単調性制約を置いた上で EM（expectation-maximization）アルゴリズムを用いた周辺最尤推
定法によりパラメタ推定を行った．EMアルゴリズムは，イタレーション数が 2000に到達す
るもしくは，t回目と t− 1回目（t = 2, . . . , 2000）の更新時のパラメタの値の差の絶対値が 10−4

を下回るまで反復計算を行った．なお，各学習者が属するアトリビュート習得パタンは，項目
反応理論におけるスコアリング（Kim and Nicewander, 1993）と同様の手続きを踏んで，モデル
パラメタである項目パラメタと混合比率パラメタの周辺最尤推定値を所与としたときのアトリ
ビュート習得パタンの最尤推定値によって算出した（Huebner and Wang, 2011, 式（5））．
ノンパラメトリック推定法は，Rの NPCDパッケージ（Zheng et al., 2019）の AlphaNP関

数を用い，この関数で実行可能な DINA モデルおよび DINO モデルに限定して推定を行っ
た．ノンパラメトリック推定法では，学習者 iの解答ベクトル xi と，DINAモデルもしくは
DINOモデルで定義される，クラス lのアトリビュート習得パタンに対する理想反応ベクトル
η(l) = (η

(l)
1 , η

(l)
2 , . . . , η

(l)
J )� の距離 d(xi,η

(l))が最小となるアトリビュート習得パタンを推定値
とする．本研究では，Chiu and Douglas（2013）でアトリビュート習得パタンの推定精度が高い
とされた，

(3.2) d(xi,η
(l)) =

J∑
j=1

1

p̄j(1 − p̄j)
|xj − η

(l)
j |

と表される，項目 j の正答率 p̄j の分散の逆数を重みとした重み付きハミング距離を距離の指
標とした．なお，ノンパラメトリック推定法ではこのように，最尤推定法およびベイズ推定法
とは異なり，単調性制約を置く対象となる項目パラメタを有さない．この点を踏まえて，本推
定法による結果の解釈は，以降，参考程度に留めることとする．

3.2 推定精度の指標
3.2.1 アトリビュート習得パタンの推定精度の指標
アトリビュート習得パタンの推定精度を評価する指標として，EACR（element-wise attribute

classification rate）と PACR（pair-wise attribute classification rate）を用いた．EACRは，アトリ
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ビュート習得パタンの要素ごとの一致率を表す指標で，m (1, 2, . . . ,M)個目の生成データセッ
トにおける i番目の学習者のアトリビュート kの習得状況 αmik の推定値 α̂mik と真値 αtrue

mik の
一致率を生成データセット数 M とアトリビュート数 K について平均した値である．PACR
は，アトリビュート習得パタンの一致率を表す指標で，m個目の生成データセットにおける整
数値 α̂mik を要素にもつ学習者 iのアトリビュートの習得パタン αmi と真値 αtrue

mi の一致率を
生成データセット数M について平均した値である．これらの求めた一致率の生成データセッ
トごとの変動を評価するためにそれぞれの標準偏差も算出した．

3.2.2 項目パラメタの推定精度の指標
項目パラメタの推定の正確性を評価するために，sj と gj の RMSE（root mean square error）
と Biasを算出した．例として，slipパラメタ sj の RMSEと Biasは，

Biassj =
1

M

M∑
m=1

(ŝmj − strue
j )(3.3)

RMSEsj =

√√√√ 1

M

M∑
m=1

(ŝmj − strue
j )2(3.4)

で求められる．ここで，ŝmj は，m個目の生成データセットにおける項目 j の slipパラメタの
推定値，strue

j は項目 j の slipパラメタの真値をそれぞれ表す．
なお，本研究で用いた Rコードおよび JAGSコードは，https://osf.io/ajkrv/?view_only=

124bd089ac3e4622923343eee6189658 で公開している．紙幅の都合上載せられなかった図表，お
よび本章で示す図のカラー版についても，Supplementary Informationとして上記 URLに掲載
した．

3.3 結果と考察
本節では，EACRと PACRの観点からアトリビュート習得パタンの推定精度の結果を示し，

Biasと RMSEの観点から項目パラメタ，特に sj，gj の推定精度の結果を示す．さらに，各推
定法で用いた情報量規準が選択したモデルの割合を示す．
なお，第 1章で述べた通り，最尤推定法において完全解答パタンが生じた場合，推定が困難
となる．各条件において推定法の間で同じ生成データセットが分析対象となるように，完全解
答パタンが生じた生成データセットについてはデータセットを再生成し，各条件で完全解答パ
タンが生じていない 100個の生成データセットを分析対象とした．

3.3.1 アトリビュート習得パタンの推定精度
図 1は，推定法ごとの各条件における EACRおよびその標準偏差，図 2には，PACRおよび
その標準偏差を示した．横軸はシミュレーション条件を表しており，たとえば，N20J40K4は
サンプルサイズが 20，項目数が 40，アトリビュート数が 4の条件を表している．全体的な傾
向として，いずれの推定法においても，サンプルサイズが一定の条件では (J,K) = (20, 5)に
おいて EACR・PACRが最小となり，(J,K) = (40, 4)の条件で最大となった．これは，先行研
究（e.g., Oka and Okada, 2021; Paulsen and Valdivia, 2021）で示された，アトリビュート数が
少ないほど，また項目数が多いほどアトリビュート習得パタンの推定精度が向上するという結
果が，モデルの誤設定が生じている場合にも観察されたものと解釈できる．

EACRと PACRの結果から，最尤推定法では，LCDM，RRUMおよび CRUMが同等に推
定精度が高く，DINOモデルや DINAモデルのような倹約的なモデルの推定精度は相対的に
低かった．ベイズ推定法においては，真のモデルである LCDMに続いて CRUMの推定精度
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図 1．推定法ごとの各条件における EACR（棒グラフ：標準偏差，折れ線グラフ：平均値）．

が高く，DINAモデルの推定精度が低い傾向にあった．ノンパラメトリック推定法において
は，DINAモデルよりも DINOモデルの方が推定精度が高い傾向にあった．最尤推定法および
ベイズ推定法において，真のデータ生成モデルである LCDMに比べてその下位モデルである
CRUMが一貫してアトリビュート習得パタンの推定精度の水準が LCDMと同程度或いはそれ
に次いで高い傾向が見られた．その原因の一つとして，真のデータ生成モデルである LCDM
が CRUMに近い状況になっていたことが考えられる．つまり，アトリビュートの主効果がア
トリビュート間の交互作用効果よりも，相対的に大きく正答確率を変化させる，すなわち正答
確率に与える主効果の影響が交互作用効果よりも大きい傾向にあったことが考えられる．具
体的には，アトリビュートの主効果に基づく正答確率の増分の和が，交互作用効果パラメタ
の絶対値の和に比べて大きい傾向にあり，たとえば，(N, J,K) = (20, 20, 4)の条件における 1
個目の生成データセットでは，A1と A4を測定する項目 11では d0 = .20, d1 = .12, d4 = .26,
d14 = .22，A2と A4を測定する項目 13では d0 = .20, d2 = .27, d4 = .48, d24 = −.15 であった．
ここで，d0はすべてのアトリビュートを習得していない場合の正答確率，diは i番目のアトリ
ビュートを習得している場合の主効果として生じる正答確率の増分，dij(i �= j)は i番目と j番
目のアトリビュートを同時に習得している場合の 1次の交互作用効果として生じる正答確率の
増分を表している．
最尤推定法およびベイズ推定法において，DINAモデルの EACRおよび PACRの値が全体

的に最も低かった．DINAモデルは DINOモデルと同様，最も倹約的なモデルである．自由パ
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図 2．推定法ごとの各条件における PACR（棒グラフ：標準偏差，折れ線グラフ：平均値）．

ラメタ数が等しいにもかかわらず，DINAモデルの推定精度が低かった原因としては，DINA
モデルと真のデータ生成モデルである LCDMの項目正答確率に対する仮定の違いが挙げられ
る．つまり，DINAモデルでは必要とされるアトリビュートを全て習得している場合は正答確
率が高くなり，そうでない場合は正答確率が低下するという仮定をもつ一方で，LCDMでは，
習得しているアトリビュートの数に応じて，主効果パラメタおよび交互作用効果パラメタを通
じて正答確率が高くなる．このような差異が，DINAモデルにおける推定精度を低下させる原
因になったと考えられる．
このように，アトリビュートの主効果のみを考慮した CRUMの推定精度の水準が真のモデ

ルである LCDMと同程度或いはそれに次いで高く，倹約的なモデルである DINAモデルの推
定精度が相対的に低いことが明らかになった．これは，小サンプルサイズを想定したシミュ
レーション研究で示されてきた，倹約的なモデルである DINAモデルが相対的に推定精度が高
いという結果（e.g., Sen and Cohen, 2021; Oka and Okada, 2021）と相反するものであり，CDM
のクラスのうち最も一般的で，かつ現実の解答プロセスにより即していると考えられる LCDM
をデータ生成モデルとして想定したことを反映した結果である．
追加の検討として，各シミュレーション要因の EACRおよび PACRへの影響を検討するた
めに，各要因を独立変数とし，EACRと PACRをそれぞれ従属変数とした分散分析を行った．
その結果が表 4である．なお，推定法の要因については，本研究で想定した 5つのモデル全て
に適用した最尤推定法とベイズ推定法に限定した．ここで，η2は各要因の効果に関する決定係
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表 4．EACR・PACRを従属変数とした分散分析の結果．

数を示しており，「従属変数の分散が，それぞれの属性要因によってどれだけの割合説明され
るか」を示す効果量の指標である（南風原, 2014）．また，偏 η2 は，各要因の効果に関する偏決
定係数を示しており，「その要因をモデルに含めることによって，その要因を含める前に説明
できていなかった残差分散のうちの何 %を説明できたか」を示す効果量の指標である（南風原,
2014）．
表 4から，EACRおよび PACRいずれを従属変数とした場合でも相対的に η2 と偏 η2 の値

が最も大きかった要因が項目数である．項目数の η2 と偏 η2 の値は EACRの場合は η2=.443，
偏 η2=.404であり，PACRの場合は η2=.395，偏 η2=.334であった．図 1，2の結果も踏まえる
と，項目数を増やすことが，アトリビュート習得パタンの推定精度の向上に最も寄与する可能
性が示唆された．
推定法の η2 と偏 η2 の値については，EACRの場合は η2=.058，偏 η2=.031であり，PACR
の場合は η2=.057，偏 η2=.031であった．図 1，2の結果も考慮すると，全体的な傾向として，
本研究で設定した条件下では，最尤推定法はベイズ推定法よりも高い推定精度を有している
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ことが示唆された．推定法間での差異が見られた原因を検討するため，追加の解析を行った．
具体的には，最尤推定法とベイズ推定法における EACR の差の 2 乗和平均が最大となった
DINAモデルに着目し，そのうち EACRの平均値の差異がこの 2つの推定法間で最大であっ
た (N, J,K) = (40, 40, 4)の条件に焦点を当て，アトリビュートごとの真の値と要素の一致率を
比較した．その結果，最尤推定法では A1から A4まで順にそれらの値は，.92, .92, .90, .85で
あった一方で，ベイズ推定法では.93, .93, .88, .60であり，難易度が最も高いアトリビュートで
ある A4について，最尤推定法と比べて相対的に一致率が低かった．この DINAモデルの推定
結果の傾向は，そのほか全ての条件でも確認された．なお，真のモデルである LCDMのベイ
ズ推定法では，全てのアトリビュートについて最尤推定法と同程度の推定精度を有していた．
また，DINO モデルと RRUMは習得難易度が最も低いアトリビュートである A1 について，
CRUMは DINAモデルと同様に習得難易度が最も高いアトリビュートである A4について，最
尤推定法と比べて相対的に一致率が低かった．これらの各アトリビュートの真値と要素の一致
率をまとめた結果は Supplementary Information A4に掲載している．
このような結果が得られた原因の一つとして，アトリビュート習得パタンの推定に直接

関与するパラメタである，混合比率パラメタの推定精度の違いが挙げられる．たとえば，
(N, J,K) = (40, 40, 4) の条件における DINA モデルの解析で最尤推定法とベイズ推定法に
よる差異が，最大であった生成データセットと最小となった生成データセットで比較した．
その結果，A4 を習得しているアトリビュート習得パタンの混合比率パラメタの総和（i.e.,∑

l∈{l;αl4=1} πl）は，差異が最大となった生成データセットでは，最尤推定法の場合.05であった
のに対してベイズ推定法では.68であり，最尤推定法よりも，A4の習得の有無について，チャ
ンスレベルである.50に近かった．一方で差異が最小となった生成データセットでは，同様の
混合比率は最尤推定法では.73，ベイズ推定法では.69であり推定法間で同程度の値を示してい
た．このような違いの原因として，生成データセット内での真のアトリビュート習得パタンに
おける，A4を習得しているアトリビュート習得パタンに属する学習者数の違いが考えられる．
具体的には，たとえば，差異が最大となった生成データセットにおいては，A4を習得してい
るアトリビュート習得パタンに属する学習者数が 40名中 2名であったのに対し，差異が最小
となった生成データセットでは，40名中 12名であり，より半数に近い学習者が習得している
状況であった．以下，A4を習得しているアトリビュート習得パタンに属する学習者数を「当該
アトリビュートの習得者数」とする．
当該アトリビュートの習得者数が少ない状況下で混合比率パラメタの推定精度がベイズ推定

法において低下した原因として，各生成データセットにおけるアトリビュート習得パタンの事
後分布の推定法間での違いに由来する，混合比率パラメタの値の更新方法の違いが挙げられ
る．つまり，最尤推定法では，EMアルゴリズムにおけるMステップにおいて，その時点にお
ける Q関数を最大化する混合比率パラメタの値へと更新されるという意味において決定的で
あるのに対し，ベイズ推定法では，事前分布の情報を考慮した上で一つ前のMCMC反復にお
いてサンプルされたアトリビュート習得パタンの値に基づいて，確率分布からサンプリングさ
れたパラメタへ更新されるという意味において確率的であるという違いである．
具体的には，最尤推定法の場合，混合比率パラメタは πl =

∑N
i=1 P (αi=αl|xi,B)

N
で計算さ

れ，一つ前の反復におけるクラス l のアトリビュート習得パタンの混合比率パラメタを πold
l

とすれば，アトリビュート習得パタンの事後分布 P (αi = αl|xi,B) は P (αi = αl|xi,B) =
πold

l P (xi|B,αi=αl)∑L
l=1 πold

l P (xi|B,αi=αl)
となる．ただし，P (xi|B,αi = αl)はクラス lのアトリビュート習得パ

タンを所与とした場合の学習者 iの項目反応ベクトル xi における尤度である．これに対し，
ベイズ推定法では Ñ + δ0 をパラメタとするディリクレ分布 Dirichlet(Ñ + δ0)からサンプリ
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ングされる．ここで，Ñ = (
∑N

i=1 I(αi = α1), . . . ,
∑N

i=1 I(αi = αl), . . . ,
∑N

i=1 I(αi = αL))�，
δ0 は混合比率パラメタの事前分布のパラメタであり，Ñ を構成する αi はカテゴリカル分布
P (αi = αl|xi ,B) =

∏L
l=1 P (αi = αl|xi ,B)I(αi=αl) からサンプリングされる．この時，アトリ

ビュート習得パタンの事後分布 P (αi = αl|xi,B)は，一つ前の MCMC反復における混合比

率パラメタを π(t) とすれば，P (αi = αl|xi,B) =
π
(t)
l P (xi|B,αi=αl)∑L

l=1 π
(t)
l P (xi|B,αi=αl)

となる．なお，π(t) は

Dirichlet(Ñ (t−1) + δ0)からサンプリングされた値である．ここで本研究では，混合比率パラ
メタの事前分布に対して無情報事前分布，つまり δ0 として長さが Lで要素が全て 1のベクト
ルをパラメタとしたディリクレ分布を設定している．また通常，特に小サンプルサイズの下で
当該アトリビュートの習得者数が 0に近い場合，学習者全体における真のアトリビュート習得
パタンの種類が，可能な全てのアトリビュート習得パタン数に比べて少なくなる．その結果と
して Dirichlet(Ñ + δ0)において，当該アトリビュートを習得しているアトリビュート習得パ
タンに対応する Ñ の要素が 0もしくはそれに近い値となるため，事後分布であるディリクレ
分布において，それらのアトリビュート習得パタンに対応するパラメタの要素が，無情報事前
分布におけるパラメタの要素とほぼ変化がなくなり，A4を習得しているアトリビュート習得
パタンの混合比率パラメタの総和（i.e.,

∑
l∈{l;αl4=1} πl）の推定値が，無情報事前分布上での A4

を習得しているアトリビュート習得パタンの混合比率パラメタの総和，つまりチャンスレベル
である.50に近い値になったと考えられる．
アトリビュート数の要因における η2 と偏 η2 は，PACRを従属変数とした場合に EACRを

従属変数とした場合と比べて高い値を示した．図 1，2 における解釈も踏まえれば，アトリ
ビュート数を減らすことが，PACRの推定精度を高めることを示唆する．これは，EACRがア
トリビュート習得パタンの要素ごとの一致率を表す指標であったのに対して，PACRはアトリ
ビュート習得パタンの一致率を表す指標であり，アトリビュート数が増えるにつれて可能なア
トリビュート習得パタンの総数が指数関数的に増えることに起因すると考えられる．
そのほかの要因については，PACRを従属変数とした場合の，サンプルサイズと推定法の 1
次の交互作用効果における η2=.018，偏 η2=.017が最大であり，項目数，アトリビュート数，
推定法それぞれの主効果の要因と比べて相対的に小さかった．ここで，特にサンプルサイズの
要因の η2 と偏 η2 の値が EACRでは η2=.017，偏 η2=.009，PACRでは η2=.015，偏 η2=.008
であったことは特筆すべき点である．つまり，学級の人数を想定した 20名，40名，80名のい
ずれにおいても，アトリビュート習得パタンの推定精度に対して，必ずしも大きな影響を与え
ないということが示唆された．
以上をまとめると，まず表 1，2から，EACRは.78から.96程度，PACRは.28から.85程度

の範囲をもちシミュレーション条件間での差異が見られた．また最尤推定法およびベイズ推定
法で EACRおよび PACRが最大の値を示した条件は，いずれも (N, J,K) = (80, 40, 4)におい
て CRUMが分析モデルの場合であった．さらに表 4の結果から，推定精度の向上にはアトリ
ビュート数を減らし，項目数を増やすことが有用であるとわかった．したがって，実践的な活
用においてアトリビュートの設定を検討する際には，連関が高い 2つ以上のアトリビュートは
1つに統合することでアトリビュート数を不必要に増やすことを避けるといった工夫が特に効
果的と考えられる．また，定期テストのように短期間に複数のテストが実施される場合に，い
くつかの教科間で共通した教科横断的なアトリビュートが設定されている場合には，それらの
テストを統合して CDMによる分析を行うことで項目数を増やすといった工夫も考えられるで
あろう．
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3.3.2 項目パラメタの推定精度
図 3に，最尤推定法およびベイズ推定法における slipパラメタと guessingパラメタの Bias
および RMSEの値を示した．全体的な傾向として，いずれの推定法においても，サンプルサイ
ズが大きくなるほど，またアトリビュート数が少ないほど Biasと RMSEの値が小さくなる傾
向が見られた．サンプルサイズが項目パラメタの推定精度に影響するという結果は，従来の結
果（e.g., Oka and Okada, 2021; Paulsen and Valdivia, 2021）とも合致するものである．特に，最
尤推定法において相対的に顕著にこの傾向が見られた原因の一つとして，境界問題（boundary
problem; Maris, 1999, Yamaguchi, 2023）が考えられる．境界問題は，最尤推定法に特有の問題
であり，項目パラメタの推定値が，真値と異なり，その項目パラメタの定義域の両極端の値を
示す状況を指す．たとえば，DINAモデルおよび DINOモデルの項目パラメタ sj，gj の推定値
がそれらの定義域の両極端の値に近い値を示す状況である．境界問題は，一部のアトリビュー
ト習得パタンに属する学習者が（ほとんど）いない場合に生じやすいとされる（DeCarlo, 2011）．
そのため，サンプルサイズが可能なアトリビュート習得パタンの総数を下回るような状況にお
いては特に，境界問題が起こりやすいと考えられる．以上から，サンプルサイズが大きくなる，
もしくはアトリビュート数が少なくなるにつれてアトリビュート習得パタンの総数（i.e., K = 4

では 24 = 16通り，K = 5では 25 = 32通り）がサンプルサイズより下回るため，Biasと RMSE
の値が相対的に小さくなったと考えられる．

図 3．slipパラメタと guessingパラメタの Biasと RMSE（棒グラフ：Bias，折れ線グラフ：
RMSE）．



小サンプルサイズ下での認知診断モデルの推定精度の検討 139

slipパラメタについては，真のデータ生成モデルである LCDMを除けば，全体的な傾向とし
て DINOモデルにおいて最も Biasの絶対値および RMSEが大きく，RRUMもしくは CRUM
において最も小さかった．DINOモデルでは，項目の正答に必要とされるアトリビュートを少
なくとも一つ習得していれば理想反応が 1（i.e, 正答）となる一方で，真のデータ生成モデルで
ある LCDMでは，各アトリビュートの主効果および交互作用効果が項目正答確率に寄与する．
この点を反映して，DINOモデルにおいて slipパラメタの Biasが正の方向に大きくなった，つ
まり slipパラメタが過大推定されたと考えられる．

guessing パラメタに関して，DINA モデルが最も Bias の絶対値および RMSE が大きく，
RRUMでそれらの値が最も小さかった．DINOモデルの場合と異なり，DINAモデルでは，項
目の正答に必要とされるアトリビュートを全て習得している場合のみ理想反応が 1（i.e., 正答）
となる．一方 LCDMでは，仮に一つのアトリビュートのみを習得している場合でも，その主
効果によって正答確率が高くなる．このような項目正答確率とアトリビュートの関係に関する
仮定の違いを反映して，DINAモデルにおいて guessingパラメタの Biasが正の方向に大きく
なった，つまり guessingパラメタが過大推定されたと考えられる．
さらに，推定法どうしを比較すると，ベイズ推定法において，特に slipパラメタの Biasが大

きくなっていることが読み取れる．この点について，Oka and Okada（2021）では小サンプルサ
イズ下において CRUMと LCDMにおける項目パラメタの事後分布の分散が大きかったことを
報告しており，本研究においてもこれに由来して，CRUMにおいて slipパラメタの値に非線形
変換する際に（i.e., sj = 1 − logit−1(λj0 +

∑K
k=1 λjkαikqjk)），その値が 0もしくは 1に近い値に

偏ったことが原因と考えられる．一方で，guessingパラメタへの変換においては，切片パラメタ
のみが影響するため（i.e., gj = logit−1(λj0)），このような傾向は見られなかったと考えられる．
以上をまとめると，まず，小サンプルサイズ下で項目パラメタの推定精度が高いのは DINA
モデルまたは DINOモデルといった倹約的なモデルと従来されてきたが，より現実に即して
いると考えられるデータ生成モデルの下では，いずれの推定法においても DINAモデルでは
guessingパラメタ，DINOモデルでは slipパラメタがそれぞれ過大推定される傾向にあること
が明らかとなった．slipパラメタおよび，guessingパラメタは項目の質を事後的に捉える上で重
要な値となるが，このような結果は実践上，DINAモデルや DINOモデルに基づいた項目パラ
メタの解釈を行う際の留意点となりうる新たな知見であろう．また表 3から，slipパラメタお
よび guessingパラメタについて最尤推定法では.09から.24程度，ベイズ推定法では.07から.18
の RMSEが観察された．このうち最小の RMSEの値を示したのが，(N, J,K) = (80, 40, 4)の
条件において分析モデルが CRUM や LCDM の場合であった．とりわけ CRUM は，アトリ
ビュート習得パタンの観点からもほかのモデルと比べて LCDMと同等もしくはそれに匹敵す
る程度の高い推定精度を示していた．LCDMは項目で測定されるアトリビュートごとの主効果
に加えて，アトリビュート間の可能な全ての交互作用効果をパラメタとして導入している．一
方で，この交互作用効果パラメタの推定値は，たとえば，最尤推定法において N = 1000, 10000

の状況であっても，十分に安定しないことが指摘されている（Kunina-Habenicht et al., 2012）．
この点も踏まえれば，本シミュレーションで採用したようなより現実に即していると考えられ
るデータ生成モデルの下での CRUMの有用性が示唆されたといえよう．

3.3.3 情報量規準の選択傾向
最尤推定法において AIC と BIC がそれぞれ選択したモデルの割合を示したのが図 4 であ

る．全体的な傾向として，AICでは，真のモデルに近い CRUMが選択される割合が最も高く，
サンプルサイズが大きくなるほどその傾向はより顕著に見られた．一方で，BICにおいては，
本研究で検討した 5つの CDMのうち自由パラメタ数 dが最小である DINAモデルもしくは，
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図 4．AIC・BICが最小となったモデルの割合．

図 5．WAICが最小となったモデルの割合．

DINOモデルが選択される傾向にあった．本シミュレーションで採用したようなより現実に即
していると考えられるデータ生成モデルの下で，真のモデルに近い CRUMを選択した AICの
小サンプルサイズ下での有用性が示唆された．BICは N ≥ 8において，AICよりも一般に厳
しい罰則を置くことになる．そのため，相対的に，サンプルサイズが N = 20，40，80のいずれ
の条件においても BICは AICよりも倹約的なモデルを選択する傾向が見られたと考えられる．
次に，ベイズ推定法における情報量規準としてWAICが選択したモデルの割合を示したのが
図 5である．真のデータ生成モデルである LCDMおよび，RRUMと CRUMが選択される傾
向にあった．図 4において，WAICと同じく汎化損失を最小とするモデルを選択する AICよ
りも，LCDMを選択する傾向が見られた理由として，一般にベイズ推定法を階層構造をもつモ
デルに適用した場合に，仮により複雑な分析モデルを用いても汎化誤差が大きくなりにくいと
いった性質を反映していると考えられる（e.g., 渡辺, 2012）．
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4. まとめ

4.1 本研究で得られた知見
本研究では，実際の教室場面での適用を想定した，CDMのアトリビュート習得パタンと項
目パラメタの推定精度および，情報量規準のモデル選択傾向について検討した．特に，従来の
小サンプルサイズを想定したシミュレーション研究において十分に検討されてこなかった，実
際のデータ発生プロセスにより即していると考えられる一般性の高いモデルをデータ生成モデ
ルとして設定し，下位モデルの推定精度と情報量規準のモデル選択傾向について，最尤推定
法・ベイズ推定法・ノンパラメトリック推定法のそれぞれの推定法ごとに検討した．
結果として，最尤推定法およびベイズ推定法のいずれにおいても，真のデータ生成モデルで

ある LCDMに比べて，その下位モデルである CRUMではアトリビュート習得パタンの推定精
度の水準が LCDMと同程度或いはそれに次いで高い傾向が見られた．さらに，情報量規準が
選択するモデルについては，最尤推定法では AICは CRUMを選択する割合が高く，BICは最
も倹約的なモデルである DINAモデルもしくは DINOモデルを選択する割合が高かった．ベ
イズ推定法におけるWAICでは，真のデータ生成モデルもしくは，CRUMもしくは RRUMと
いった真のデータ生成モデルに対して交互作用効果パラメタを 0と制約したモデルが選択され
る割合が高かった．

CRUMの推定精度が真のデータ生成モデルである LCDMと同程度或いはそれに次いで高い
傾向が見られたこと，および情報量規準 AICにおいて選択される傾向が見られたことから，今
後の実践的活用では，一般的なデータ生成モデルが想定される状況において，従来のシミュ
レーション研究（e.g., Oka and Okada, 2021; Paulsen and Valdivia, 2021; Sen and Cohen, 2021）
で推奨されてきた倹約的なモデルである DINAモデルではなく，より一般性の高いモデルであ
る CRUMをむしろ基本的に利用していくべきであろう．
とりわけ，LCDMはアトリビュート間の全ての交互作用効果を項目パラメタに含んでおり，

その数はアトリビュート数が増加に伴い組み合わせ論的爆発で増加することから，その設定
および解釈が容易ではなくなっていく．一方で CRUMは項目パラメタとして，全てのアトリ
ビュートを習得している場合の正答確率に対応する切片パラメタ（i.e., λj0）と項目の正答に必
要とされるアトリビュートをそれぞれ習得している場合の正答確率の増分に対応する傾きパラ
メタ（i.e., λjk）のみをもつ．このようなパラメタは，実践的にも簡便に解釈が可能であるという
特徴がある．たとえば，DINAモデルや DINOモデルでは，アトリビュートごとの正答確率へ
の寄与の程度は項目パラメタから捉えることができなかったが，CRUMの推定結果をもとにす
れば，各項目について，設定したアトリビュートのそれぞれがどの程度，正答確率に寄与して
いるかを捉えることができる．このような結果は，学校教師，より一般にテストの開発者がテ
ストに含まれる項目の性質をより深く理解することができるようになり，今後のテスト改善に
もより一層活きる可能性もあるだろう．
さらに，本研究で示した，モデルの誤設定の影響も踏まえた小サンプルサイズ下での情報量

規準の選択傾向に関する知見は，今後，様々な選択肢がありうる CDMのモデル選択を行う際
の参考になるだろう．たとえば，学校現場での CDMの活用時に，AICは CRUMを選択して
いる一方で，BICは DINAモデルを選択しているといったケースが考えられる．実際のデータ
発生プロセスとして DINAモデルや DINOモデルなどよりも一般性の高いモデルが想定され
る通常の状況では，小サンプルサイズ下では BICは真のモデルよりもかなり倹約的な CDMを
選択しやすい一方で，AICは真のモデルやそれに近いモデルを選択する傾向にあるため，AIC
の結果を踏まえたモデル選択が推奨されるだろう．
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4.2 本研究の限界と今後の展望
4.2.1 その他の CDMの推定精度の検討の必要性
本研究で取り上げた CDMは，従来の応用研究で中心的に扱われてきた DINAモデル，DINO
モデル，RRUM，CRUM，LCDMといった項目反応が 2値で潜在変数が離散であるモデルで
あった．一方で，近年の CDM研究の隆盛に伴い，CDMに属する様々な拡張モデルの提案がな
されている（レビューとして，山口・岡田, 2017）．たとえば，複数時点における学習者のアトリ
ビュート習得パタンの変化を捉えるための縦断的なモデル（レビューとして，Zhan, 2020），多
枝選択式解答に適したモデル（e.g., de la Torre, 2009; Ozaki et al., 2020），複数のアトリビュー
トの情報を縮約する高次の連続的な潜在変数を仮定したモデル（e.g., de la Torre and Douglas,
2004），アトリビュートを連続的な潜在特性値として表現するモデル（Zhan et al., 2018; 丹・岡
田, 2020）が挙げられる．このようなモデルの実践的な活用可能性が示唆されてはいるものの，
学校現場を想定した小サンプルサイズ下における推定精度は必ずしも明らかにされていない．
今後は，このようなモデルを含めた検討が必要だろう．

4.2.2 その他の推定方法との比較の必要性
本研究では，従来のシミュレーション研究の多くで用いられてきた最尤推定法だけでなく，

ベイズ推定法および，小サンプルサイズ下での活用を意図したノンパラメトリック推定法の 3
つを取り上げた．ただし，ノンパラメトリック推定法によって推定を行ったモデルは，NPCD
パッケージで実行可能な DINAモデルおよび DINOモデルに留まっていた．近年，ノンパラメ
トリック推定法に基づく新たな CDMの開発（e.g., Chiu et al., 2018, Wang et al., 2023）も行わ
れており，たとえば，Chiu et al.（2018）は一般ノンパラメトリック推定法を提案している．今
後は，このような推定法も含めた検討が必要だろう．
また本研究では，ベイズ推定法における事前分布として無情報事前分布，あるいは弱情報事

前分布を設定した．一方で，ベイズ推定法の特徴として，事前の情報や分析者の知識・信念を
事前分布の形で推定に組み込める点が挙げられる（Gelman et al., 2013）．つまり，学校の教師
が普段の教育実践を通して経験的に有している情報を事前分布として設定することで，アトリ
ビュート習得パタンおよび項目パラメタの推定精度を高めることができる可能性がある．たと
えば，各アトリビュートの習得状況について，事前にどの程度の割合の学習者が習得している
という教師のみとりに基づいて，その情報を混合比率パラメタに対する事前分布として設定す
ることが考えられる．また，学校の定期テストでは，前年度に当該単元を対象として実施され
たテスト項目の一部を再び使用することもあり得る．その場合，前年度の推定結果を項目パラ
メタの事前分布を通して活用することも考えられる．

4.2.3 CDMの実践的活用に向けて
本研究で示した結果は，今後の学校現場での実践の参考になり得る一方で，そのほかの課題

も考えられる．たとえば，山口・岡田（2017）が「Q行列の設定は，文献調査や項目分析，複数
の専門家の合議などを経て行われる時間と労力のかかるプロセスである」と述べているように，
Q行列の設定自体にコストを伴うことが考えられる．また，学校教師は必ずしも統計ソフト
ウェアに精通しているわけではないことを踏まえれば，CDMによる分析を簡便に実施できな
い点も実践上の問題点として考えられる．
このような問題点を克服して CDMが活用されていくためには，心理統計学者を含む研究者
が学校教師による実践的活用を支えていく必要がある．たとえば，Q行列設定の方法を学校
教師とともに協議していくことや，CDMによる分析を学校教師がより簡便に実行できるWeb
ツールや GUIの開発が，実践的活用に向けた足場かけとして重要である．
心理統計学の分野では，CDMをはじめとして学校現場での活用を意識した学習・指導改善
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に資する統計モデルの開発やその周辺の方法論的な研究が盛んに行われている．しかし，学校
現場での活用事例はまだ限られたものであり，実際の方法論的研究の隆盛に比して少なからず
ギャップが生じている．このようなギャップを埋めるために今後，心理統計学者と学校教師の
協働がますます重要となるであろう．
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Examining Estimation Accuracy of Cognitive Diagnostic Models in
Classroom Contexts

—Focusing on the Impact of Model Misspecification and Different
Estimation Methods—
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1Faculty of Education, University of Tokyo
2Department of Statistics, London School of Economics and Political Science

Cognitive diagnostic models (CDMs) are promising psychometric models that can
estimate students’ mastery of specific learning elements referred to as attributes. Despite
their potential to provide diagnostic information that aids students’ learning and teachers’
instruction, practical applications of CDMs in educational settings for classroom assess-
ment have been severely limited. This limitation is partly due to an insufficient explo-
ration of the estimation accuracy of CDMs and the behavior of model selection based on
information criteria in classroom applications. In the present study, we investigated the
accuracy of different estimation methods and evaluated the corresponding information
criteria under a simulation design that resembles classroom contexts. Whereas previous
works involved simulation studies in which a model fitted to data and the true model
behind data generation were the same, the present study examines the effect of model
misspecification. In particular, this study considers the log-linear cognitive diagnostic
model (LCDM), which is one of the generalized CDM versions, as a model used to gen-
erate data for evaluating the performance of not only the LCDM but also its submodels,
including the DINA (deterministic inputs, noisy “and” gate) model, DINO (determinis-
tic inputs, noisy “or” gate) model, RRUM (reduced reparameterized unified model), and
CRUM (compensatory reparameterized unified model). The key findings are summarized
as follows: (1) The CRUM, which assumes that each attribute mastery independently
affects item-correct probabilities, exhibited the highest estimation accuracy for attribute
mastery patterns; its accuracy was comparable to or slightly less than that of the true-
data-generating model in both the maximum likelihood estimation (MLE) method and
the Bayesian estimation method. (2) An increase in the number of items and a decrease
in the number of attributes improved the estimation accuracy of the attribute mastery
patterns, whereas an increase in the sample size did not result in such an improvement.
(3) In the MLE method, the Akaike information criterion (AIC) most frequently preferred
the CRUM, whereas the Bayesian information criterion (BIC) showed a preference for the
most parsimonious CDMs, implying the recommendation of model selection based on the
AIC results. In Bayesian estimation, the widely applicable information criterion (WAIC)
most frequently preferred CDMs that best approximated the true data-generating model.

Key words: Cognitive diagnostic models, small sample size, Bayesian estimation method, information criteria,
formative assessment.
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a. 原著論文 (Paper)

統計科学の発展に貢献すると考えられる研究結果．
b. 総合報告 (Review Article)

特定の主題に関する一連の研究およびその周辺領域の発展を著者の見解に従って総括的，かつ体系的に報
告したもの．

c. 研究ノート (Letter)

研究速報，新しい発想，提言，問題提起，事例報告など研究上，記録にとどめておく価値があると認められ
るものや，既発表の論文等に対するコメントで，研究上，記録にとどめておく価値があると認められるもの．

d. 研究詳解 (Research Review)

特定の研究領域における理論的あるいは応用的成果を，最近の結果や知見を加えてわかりやすく説明した
もの．

e. 統計ソフトウェア (Statistical Software)

有用な計算法や解析法に関する短いプログラムおよびサブルーチンのリスト，利用手引き，実行例など．
f. 研究資料 (Research Archives)

歴史的なデータ，入手困難なデータや統計的手法の比較検討のために有用なデータ，あるいは，歴史的文
献の翻訳や解説など．

いずれも原則として，未発表のものに限る．
3. 投稿された原稿は，編集委員会が選定・依頼した査読者の審査を経て，掲載の可否を決定する．
4. 投稿原稿は電子投稿査読システム https://www.editorialmanager.com/toukei/ より投稿するものとする．
原稿は pdf ファイルとし，必要なフォントはすべて埋め込み，原稿全体を一つのファイルにまとめることと
する．論文が採択になった場合，著者は最終稿のソースファイルとハードコピーを提出するものとする．

5. 著作権
(1) 掲載される論文等の著作権はその採択をもって統計数理研究所に帰属するものとする．統計数理研究所

は，紙媒体の「統計数理」のほか電子媒体などを通じて論文等を公表することができる．特別な事情があ
る場合は，著者と本編集委員会との間で協議の上措置する．

(2) 投稿原稿の中で引用する文章や図表の著作権に関する問題は，著者の責任において処理する．
(3) 著者が自分の論文等を複製，転載，翻訳，翻案等の形で利用するのは自由である．この場合，著者は掲載

先に出典を明記する．
6. 原稿は次の執筆要項に従って作成する．

「統計数理」執筆要項

1. 原稿は A4 用紙に 1 行 36 字から 40 字で 1 行おき，1 頁あたり 22 行程度とする．原稿の長さは原則として
表・図を含めて 30 頁相当以内とし，各ページにページ番号を付す．図表は別紙にまとめ，本文中には挿入箇
所のみを指定する．LATEX で原稿を作成する場合は，「統計数理」スタイルファイルの使用を推奨する．
https://www.ism.ac.jp/editsec/toukei/

3. 原稿は以下の順に書くものとする．
［第 1 頁］　標題，著者名，所属名，和文要旨 (500 字程度，文献の引用および数式は原則として避ける)，和文

キーワード (6 語以内)．
［第 2頁］　英語による標題，著者名，所属名，Abstract (450ワード程度)，Key words (6 words and phrases

以内)．Abstract は，問題の所在と得られた結果等がそれだけで理解できるようなものとする．

2.　文体は「である体」とし，句読点は「，」「．」を用いる．
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［第 3 頁以降］　
1 本文：章，節の番号は，第 1 章にあたるものは，“1.”, 第 1 章 第 1 節にあたるものは，“1.1” というよう
につける．また，式の番号は，章ごとに (2.1), (2.2) のようにし，式の左側に配置する．

2 数式：数式は簡明さを心がけ，添字にさらに添字をつけるのはなるべく避ける．
3 参考文献：書き方は本要項 第 4 項を参照．
4 表：一枚の用紙に一つの表を書く．表の番号は論文中に現れる順に従って，表 1，表 2, . . . または，Table

1, Table 2, . . . のようにする．
5

6

図：一枚の用紙に一つの図を描く．図はそのまま写真製版できる鮮明なものを用意する．大きさは印刷出
来上がりの 1～2 倍とし，トレースが必要な場合は原則として著者が行うものとする．図の番号は論文中
に現れる順に従って，図 1，図 2, . . . または，Fig. 1, Fig. 2, . . . のようにする．図は原則としてモノクロ
印刷とするが，カラー印刷を必要とする場合は編集委員会に相談すること．
注：本文中の注釈は極力避ける．やむを得ず注釈をつける場合は脚注とせず，論文末尾に後注とする．
後注は，順番に “1, 2, . . .”の番号を付け，本文中では上付きで示す．

4. 本文中での参考文献の引用は，著者名 (出版年) とする．たとえば，Efron (1982), 清水・湯浅 (1984), Cox

and Snell (1981), 坂元 他 (2004), Nakano et al. (2000).

なお，同じ著者によるものが同一年に複数個現れる場合には，(1980a), (1980b) などとして区別する．文献
は，日本人も含め，著者名のアルファべット順に並べる.

6. 著者校正は原則として一回とする．その際，印刷上の誤り以外の字句や図版の訂正，挿入，削除等は原則と
して認めない．

Lien, G. Y., Kalnay, E. and Miyoshi, T. (2013). Effective assimilation of global precipitation:

［雑誌の場合］ いずれの場合も雑誌名は省略しないものとする．
1 ページ番号がある文献

著者名 (出版年)．標題，雑誌名, 巻，ページ〔始–終〕.
【例】Chernoff, H. (1973). The use of faces to represent points in k-dimensional space graphically, 

Journal of the American Statistical Association, 68, 361–368.

【例】

ページ番号がない文献

【例】
Simulation experiments, Tellus A, 65, https://doi.org/10.1175/WAF-D-13-00032.1.

【例】

2

［叢書の中の一巻の場合］

［単行本等の場合］

［編集書の中の一部の場合］

Kiraly, F. J. and Oberhauser, H. (2019). Kernels for sequentially ordered data, Journal of

著者名 (出版年)．書名 (編集者名)，叢書名，発行所名，発行地名．
【例】Sakamoto, Y., Ishiguro, M. and Kitagawa, G. (1983). Akaike Information Criterion Statistics,

Mathematics and Its Applications, Reidel, Dordrecht.

著者名 (出版年)．書名，発行所名，発行地名．
【例】Cressie, Noel (1993). Statistics for Spatial Data, Wiley, New York.

著者名 (出版年)．標題，編集書名 (編集者名)，巻，ページ，発行所名，発行地名．
【例】Akaike, H. (1980). Likelihood and the Bayes procedure, Bayesian Statistics (eds. J. M.

Bernardo, M. H. DeGroot, D. V. Lindley and A. F. M. Smith), 143–166, University

Press, Valencia, Spain.

5. 参考文献の書き方

セス日 2023年 10月 1日）．

Bligh, E. G. and Dyer, W. J. (1959). A rapid method of total lipid extraction and purifica-

tion, Canadian Journal of Biochemistry and Physiology, 37, 911–917, https://doi.org/

10.1139/o59-099.

著者名 (出版年)．標題，雑誌名，巻 に続けて，DOIがあるものはDOIを入れ，DOIがない場合は
URLと最終アクセス日を記載する．

Machine Learning Research, 20(31), http://jmlr.org/papers/v20/16-314.html（最終アク 
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