
Supplementary Information:
小サンプルサイズ下での認知診断モデルの推定精度の検討
—モデルの誤設定の影響と推定法の違いに着目して—

A1：設定したQ行列
　 (K,J) = (4, 20), (5, 20), (4, 40), (5, 40)の条件で設定したQ行列を表 1, 2, 3, 4にそれぞれ示す．た
だし，空欄の要素は 0を表す．

表 1: (K,J) = (4, 20)における Q行列

項目番号 A1 A2 A3 A4

1 1

2 1

3 1

4 1

5 1

6 1

7 1

8 1

9 1 1

10 1 1

11 1 1

12 1 1

13 1 1

14 1 1

15 1 1 1

16 1 1 1

17 1 1 1

18 1 1 1

19 1 1

20 1 1

表 2: (K,J) = (5, 20)における Q行列

項目番号 A1 A2 A3 A4 A5

1 1

2 1

3 1

4 1

5 1

6 1

7 1

8 1

9 1

1 1

11 1 1

12 1 1

13 1 1

14 1 1

15 1 1

16 1 1 1

17 1 1 1

18 1 1 1

19 1 1 1

20 1 1 1
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表 3: (K,J) = (4, 40)における Q行列

項目番号 A1 A2 A3 A4 項目番号 A1 A2 A3 A4

1 1 21 1

2 1 22 1

3 1 23 1

4 1 24 1

5 1 25 1

6 1 26 1

7 1 27 1

8 1 28 1

9 1 1 29 1 1

10 1 1 30 1 1

11 1 1 31 1 1

12 1 1 32 1 1

13 1 1 33 1 1

14 1 1 34 1 1

15 1 1 1 35 1 1 1

16 1 1 1 36 1 1 1

17 1 1 1 37 1 1 1

18 1 1 1 38 1 1 1

19 1 1 39 1 1

20 1 1 40 1 1
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表 4: (K,J) = (5, 40)における Q行列

項目番号 A1 A2 A3 A4 A5 項目番号 A1 A2 A3 A4 A5

1 1 21 1

2 1 22 1

3 1 23 1

4 1 24 1

5 1 25 1

6 1 26 1

7 1 27 1

8 1 28 1

9 1 29 1

10 1 30 1

11 1 1 31 1 1

12 1 1 32 1 1

13 1 1 33 1 1

14 1 1 34 1 1

15 1 1 35 1 1

16 1 1 1 36 1 1 1

17 1 1 1 37 1 1 1

18 1 1 1 38 1 1 1

19 1 1 1 39 1 1 1

20 1 1 1 40 1 1 1
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A2：ベイズ推定法における事前分布の詳細
　本節では，本研究のシミュレーションで設定した事前分布を掲載する．本研究では，DINA モデル，
DINOモデル，RRUM，CRUMのパラメタに関する事前分布は Zhan et al. (2019)および Oka and

Okada (2021)を参考とし，LCDMのパラメタに関する事前分布は Yamaguchi and Templin (2022)

を参考に設定した．DINAモデル，DINOモデルについては，

ci ∼ Categorical(π) (1)

π ∼ Dirichlet(1L) (2)

sj ∼ Beta(1, 1) (3)

gj ∼ Beta(1, 1)T (0,1−sj) (4)

のように設定した．ここで，ciは，学習者 iのアトリビュート習得パタンのクラスであり，混合比率 πの
事前分布には，無情報事前分布としてパラメタが 1L（長さがLで要素が全て 1のベクトル）のディリクレ
分布を設定している．また，sj の事前分布には無情報事前分布としてBeta(1, 1)を設定し，gj の事前分
布には単調性制約を踏まえて [0, 1−sj]の範囲で値域が切断されたBeta(1, 1)であるBeta(1, 1)T (0,1−sj)

を設定している．
　 RRUMについては，

ci ∼ Categorical(π) (5)

π ∼ Dirichlet(1L) (6)

τj ∼ Beta(1, 1) (7)

rjk ∼ Beta(1, 1) (8)

と設定した．なお，ここで RRUMのパラメタである罰則パラメタ rjk は定義上，[0, 1]の範囲を取りう
るため，無情報事前分布として Beta(1, 1)と設定しており，それゆえ，単調性制約を満たしている．
　 CRUMについては．

ci ∼ Categorical(π) (9)

π ∼ Dirichlet(1L) (10)

λj0 ∼ Normal(0, 10) (11)

λjk ∼ Normal(0, 10)T (0,) (12)

と設定した．ここで主効果パラメタ λjk に対して，[0,∞]の範囲で値域が切断された平均 0・分散 10の
正規分布であるNormal(0, 10)T (0, ) を設定することで，単調性制約を置いている．
　 LCDMについては，Yamaguchi and Templin (2022)の定式化をもとに，

ci ∼ Categorical(π) (13)

π ∼ Dirichlet(1L) (14)
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θjh ∼ Beta(1, 1) (15)

という無情報事前分布を設定した．ここで，θjh は，項目 j の正答に関わるアトリビュートに関係するア
トリビュート習得パタン h(= 1, 2, . . . , 2

∑K
k=1 qjk)に属する学習者が項目 j に正答する確率を表している．

具体的な定式化および推定方法の詳細については，Yamaguchi and Templin (2022)を参照されたい．
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A3：マルコフ連鎖の収束状況とシミュレーション条件ごとのパラメタ数
　本節では，マルコフ連鎖の収束状況を確認するために利用した Gelman-Rubin統計量 R̂の値につい
て，基準として 1.05，1.1および 1.2の 3つを用い，これらの値より大きい値を示したパラメタの数をそ
れぞれ掲載する．具体的には，表 5，表 6および表 7はそれぞれ，シミュレーション全体（i.e., 100個の
生成データセット）において R̂が 1.05, 1.1, もしくは 1.2より大きい値を示したパラメタの総数である．
また，表 8はシミュレーション条件ごとに，各モデルにおいて推定対象となるパラメタ数を表している．
たとえば，表 5の「DINO sj」行・「N80J40K4」列の要素である 3は，(N, J,K) = (80, 40, 4)の条件
において DINOモデルを分析モデルとした場合に，生成データセットごとに推定される 40個の sj（表
8参照）について，100個の生成データセット全体の個数 40× 100 = 4000個のうち 3個が R̂ > 1.05で
あったことを表す．
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A4：結果に関する図表のカラー版
　本節では，本文中の図 1∼5のカラー版を掲載する．以下の図の番号は，本文の図の番号とそれぞれ対
応している．
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図 1: 推定法ごとの各条件における EACR（棒グラフ：標準偏差，折れ線グラフ：平均値）
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図 2: 推定法ごとの各条件における PACR（棒グラフ：標準偏差，折れ線グラフ：平均値）

12



−0.1

0.0

0.1

0.2

0.3

N
20

J2
0K

4

N
20

J2
0K

5

N
20

J4
0K

4

N
20

J4
0K

5

N
40

J2
0K

4

N
40

J2
0K

5

N
40

J4
0K

4

N
40

J4
0K

5

N
80

J2
0K

4

N
80

J2
0K

5

N
80

J4
0K

4

N
80

J4
0K

5

Condition

R
M

S
E

 a
nd

 B
ia

s Model

DINA

DINO

RRUM

CRUM

LCDM

(a) 最尤推定法における slipパラメタ

−0.1

0.0

0.1

0.2

0.3

N
20

J2
0K

4

N
20

J2
0K

5

N
20

J4
0K

4

N
20

J4
0K

5

N
40

J2
0K

4

N
40

J2
0K

5

N
40

J4
0K

4

N
40

J4
0K

5

N
80

J2
0K

4

N
80

J2
0K

5

N
80

J4
0K

4

N
80

J4
0K

5

Condition

R
M

S
E

 a
nd

 B
ia

s Model

DINA

DINO

RRUM

CRUM

LCDM

(b) 最尤推定法における guessingパラメタ

−0.1

0.0

0.1

0.2

0.3

N
20

J2
0K

4

N
20

J2
0K

5

N
20

J4
0K

4

N
20

J4
0K

5

N
40

J2
0K

4

N
40

J2
0K

5

N
40

J4
0K

4

N
40

J4
0K

5

N
80

J2
0K

4

N
80

J2
0K

5

N
80

J4
0K

4

N
80

J4
0K

5

Condition

R
M

S
E

 a
nd

 B
ia

s Model

DINA

DINO

RRUM

CRUM

LCDM

(c) ベイズ推定法における slipパラメタ
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(d) ベイズ推定法における guessingパラメタ

図 3: slipパラメタと guessingパラメタの Biasと RMSE（棒グラフ：Bias，折れ線グラフ：RMSE）
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図 4: AIC・BICが最小となったモデルの割合
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図 5: WAICが最小となったモデルの割合
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A5：アトリビュートごとの EACRについて
　本節では，アトリビュートごとの EACRを掲載する．
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(d) A4に関する EACR

図 6: 最尤推定法におけるK = 4の条件下での各アトリビュートの EACR（棒グラフ：標準偏差，折れ線グラフ：平均値）
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(e) A5に関する EACR

図 7: 最尤推定法におけるK = 5の条件下での各アトリビュートの EACR（棒グラフ：標準偏差，折れ線グラフ：平均値）
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(d) A4に関する EACR

図 8: ベイズ推定法におけるK = 4の条件下での各アトリビュートの EACR（棒グラフ：標準偏差，折れ線グラフ：平均
値）
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(e) A5に関する EACR

図 9: ベイズ推定法におけるK = 5の条件下での各アトリビュートの EACR（棒グラフ：標準偏差，折れ線グラフ：平均
値）
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図 10: ノンパラメトリック推定法における K = 4の条件下での各アトリビュートの EACR（棒グラフ：標準偏差，折れ
線グラフ：平均値）
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図 11: ノンパラメトリック推定法における K = 5の条件下での各アトリビュートの EACR（棒グラフ：標準偏差，折れ
線グラフ：平均値）
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