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要 旨

診断分類モデルあるいは認知診断モデルは学力テストの解答に必要な一連の認知能力（アト
リビュート）を想定し，テスト受験者をアトリビュート習得の有無のパタンに分類する統計モ
デルである．診断分類モデルは，教育テスト分析において有用なツールであり，応用も広がり
つつあるものの，パラメタ推定についての包括的な日本語のレビューは未だ存在しない．そこ
で本稿では診断分類モデルのパラメタ推定法についての展開を展望し，診断分類モデルの応用
の促進と理論的発展に資することを目指した．レビューの結果，最尤推定法，ベイズ推定法，
ノンパラメトリック推定法の 3種類の方法での発展がみられた．最尤推定法では正則化法の利
用，ベイズ推定法では変分ベイズといった比較的新しい方法も用いられていた．レビューの結
果を踏まえて，診断分類モデルの推定法について残された問題と今後の展望について議論した．

キーワード：診断分類モデル，認知診断モデル，パラメタ推定法．

1. はじめに

学力テストからテスト解答者の強みや弱み推定することができる統計分析モデルとして，
診断分類モデル（diagnostic classification models [DCMs]）あるいは認知診断モデル（cognitive
diagnostic models [CDMs]）と呼ばれるモデル（Rupp et al., 2010; von Davier and Lee, 2019）へ
の注目が集まっている．DCMでは，例えば中学生における「数学能力」という包括的な構成概
念を分解し，「計算力」，「概念理解」，「図形操作力」，「論理力」などといったテストの正答に必
要なより細かい認知要素（アトリビュート；attribute）を想定することで，個々のテスト解答者
がどのアトリビュートを習得しているのかを推定することができる（応用例として，鈴木 他,
2015などが参考になる）．このように，DCMはテスト解答者がどのような認知的なつまづき
を抱えているのかを，学力テストへの項目反応パタンから推定し，個別のテスト解答者への学
習の診断情報の提供を可能にするモデルである．

DCMは，統計モデルとしては制約付き潜在クラスモデル（restricted latent class models; Rupp
and Templin, 2008b）として考えることができる．DCMでは，アトリビュートの習得の有無の
組み合わせによって定義されるアトリビュート習得パタンが潜在クラスに対応する．和文で参
照できる DCMのレビューとして，山口・岡田（2017）があり，DCMの主要なモデルについて
は網羅的に解説されている．
しかし，山口・岡田（2017）では，DCM の推定法の詳細は記載されていない．この他，
山口（2019）は DCM の中でも最も基本的な DINA モデル（deterministic input noisy “AND”-
gate model; e.g., Junker and Sĳtsma, 2001）の推定法を示しているが，特定の DCMの特定の推
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定法について述べているにすぎず，記述が限定的であると言わざるを得ない．DCMについて
の成書（e.g., Rupp et al., 2010; von Davier and Lee, 2019）においても，DCMのパラメタ推定に
ついて包括的にレビューされていない．DCMを含めた潜在変数モデルにおいては，一般にモ
デルの特定のみならずパラメタ推定法の選択も重要であるものの，包括的に DCMのパラメタ
推定法をレビューした日本語で参照できる文献がないという現状がある．

DCMのパラメタ推定法をレビューした論文がない理由として，DCM定式化の複雑さがあ
ると考えられる．DCMは，アトリビュートを多次元のカテゴリカル変数とみなすか，アトリ
ビュート習得パタンを潜在クラスとみなすかという定式化の任意性があり，結果の解釈をしや
すい定式化と推定を行いやすい定式化に隔たりがある．すなわち，推定法を統合的に理解する
際にわかりやすい定式化とモデルを応用していく際に解釈しやすい定式化が一致していないと
いうことである．このような DCMの定式化の複雑さから，DCMの推定方法のレビューが行
われてこなかった可能性がある．この結果として，DCMの専門家以外にはパラメタの推定法
を統合的に理解することが難しい現状があると考えられる．本稿の意義は，DCMの 2種類の
定式化とその関係を示し，現在提案されている DCMの推定法を概観し，それぞれの推定法の
特色について整理することにある．
上記を踏まえて，本稿ではパラメタ推定法を定式化しやすい定式化として潜在クラスモデル

ベースのものを採用し，一般性の高い DCMがどのように制約つき潜在クラスモデルとして定
式化できるのかを示す．その上で，多数の推定法の異同や，DCMに特有のノンパラメトリッ
ク推定法や単調性制約を満足するような推定法についても合わせてレビューする．これによ
り，DCMの特徴を，推定法の観点からも理解できると期待できる．DCMの推定法をレビュー
することにより，DCMの応用のみならず DCMの理論的研究の発展に寄与することを本稿の
目的とする．なお，本研究では Q行列と呼ばれる要素が既知である確証的な DCMのパラメ
タ推定について扱い，近年盛んに研究がなされている Q行列もデータから推定を行う探索的
DCM（e.g., Culpepper, 2019）についての詳細は扱わないこととした．
以下に本論文の構成を示す．第 2章では，潜在クラスモデルベースの診断分類モデルの定式
化および単調性制約（monotonicity constraints）について説明する．本稿では，最も一般性の高
い DCMの一つである対数線形認知診断モデル（log linear cognitive diagnostic model [LCDM];
Henson et al., 2009)から，潜在クラスモデルベースの診断分類モデルの定式化を行う．LCDM
のモデルパラメタは DCMの応用に際して理解しやすいパラメタであり，DCMというモデル
族の特徴を把握しやすいと考えられる．なお，本稿では von Davier and Lee（2019）などの最
新の成書に準じて，CDMではなく DCMという用語を用いるが，LCDMはすでに定着したモ
デルの名称であるため本稿でもその名称を変更せずに用いる． 第 3章では，最尤推定法に関
係する推定法を概観する．特に，Expectation-Maximization（EM）アルゴリズムによる推定ア
ルゴリズムおよび単調性制約を満足するための方法について概観する．更に，正則化推定法
（regularized estimation method）についても示す．第 4章ではベイズ推定法について概観する．
古典的なMAP（maximum a posteriori）推定のみならず，MCMCによる事後分布の近似法と変
分ベイズによる事後分布の近似法についても述べる．第 5章ではノンパラメトリック推定法に
ついて示す．第 6章では，本稿の推定法のレビューにもとづき，DCMの推定法の選択につい
て議論する．最後の第 7章では，レビューした推定法から DCMのパラメタ推定について残さ
れた問題と今後の研究について議論を行う．
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2. 診断分類モデルの定式化

2.1 記号の準備と測定モデル
本節では項目反応が 2 値である DCM の基礎的な定式化を行う．まず，あるテスト解答
者 i = 1, 2, . . . , I ∈ N の項目 j = 1, 2, . . . , J ∈ N への反応を Xij ∈ {0, 1} とする．ここで，
Xij = 1 は正答反応，Xij = 0 を誤答反応とする．DCM においては，テスト全体で K ∈ N

個のアトリビュート，すなわち問題の正答に必要な認知要素を想定する．アトリビュートは
αk ∈ {0, 1}(k = 1, 2, . . . ,K)であり，αk = 1は k 番目のアトリビュートを習得している状態，
αk = 0は未習得の状態を意味する．項目反応およびアトリビュートは多値を想定することもあ
る．K 個のアトリビュート習得の有無を並べたベクトル α = (α1, α2, . . . , αK)� ∈ {0, 1}K をア
トリビュート習得パタンと呼ぶ．アトリビュート数がKであることから，ありうるアトリビュー
トの習得パタンの数は 2K であり，アトリビュート習得パタンを添え字 l = 1, 2, . . . , L = 2K に
よって区別して αlと書き，その要素を αlk とする．また，テスト解答者 iのアトリビュート習
得パタンを αi とする．

DCM においては，項目 j の正答に関係するアトリビュートを示す長さ K のベクトル
qj = (qj1, qj2, . . . , qjK)� ∈ {0, 1}K\0K（ただし，0K は 0を K 個並べたベクトル）を q ベクトル
と呼び，その k番目の要素 qjk ∈ {0, 1}は qjk = 1ならば項目 jの正答にアトリビュート kが必
要，qjk = 0であれば不要であることを示す．また，q�

j を第 j 行に持ち，サイズが J ×K であ
る行列 Q = (q�

1 , q
�
2 , . . . , q

�
J )� を Q行列（Tatsuoka, 1985）と呼ぶ．

この q ベクトル，アトリビュート習得パタンに加え，項目パラメタベクトル λj =

(λj0, λj1, . . . , λj1...K)� を用いて，LCDMの項目反応関数は，

(2.1) P (Xij = 1|λj , qj ,αi = αl) =
exp(f(λj , qj ,αi))

1 + exp(f(λj , qj ,αi))

と表される．ここで，f(λj , qj ,αi)は

f(λj , qj ,αi) = log
P (Xij = 1|λj , qj ,αi = αl)

1 − P (Xij = 1|λj , qj ,αi = αl)
(2.2)

= λj0 +
K∑

k=1

λjkqjkαik +
K∑

k=1

∑
k′<k

λjkk′qjkqjk′αikαik′ + · · · + λj1...K

K∏
k=1

qjkαik

と表される関数である．LCDMの項目パラメタベクトル λj は以下のパラメタを含んでいる．
まず，λj0 は切片パラメタであり，切片パラメタは当該の項目に必要なアトリビュートを全く
習得していない場合のベースラインの正答確率を規定している．次に，λjk はアトリビュート
kの主効果を表し，あるアトリビュートの正答確率への単独の効果を規定するパラメタである．
さらに，λjkk′ はアトリビュート kと k′(�= k)の間の 1次の交互作用パラメタおよび λj1...K は
K 個のアトリビュートの間のK − 1次の交互作用パラメタであり，複数のアトリビュートを同
時に習得している場合の効果を表している．実際には，すべての項目について 2K 個のパラメ
タが想定されるわけではなく，qjk = 0を含む項の λパラメタは推定できないため，項目 j の
パラメタの個数は 2

∑K
k=1 qjk ≤ 2K である．

例として，qj = (1, 1, 0)�,K = 3という項目に対する，LCDMの項目反応関数を具体的に書
くことにする．まず，式（2.2）から，LCDMの f(λj , qj ,αi)関数は

(2.3) f(λj , qj ,αi) = λj0 +
3∑

k=1

λjkqjkαik +
3∑

k=1

∑
k′<k

λjkk′qjkqjk′αikαik′ + λj123

3∏
k=1

qjkαik

である．ここに，qj1 = qj2 = 1および qj3 = 0を代入すると，項目反応関数は
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(2.4) P (Xij = 1|λj , qj = (1, 1, 0)�,αi = αl) =
exp(λj0 + λj1αi1 + λj2αi2 + λj12αi1αi2)

1 + exp(λj0 + λj1αi1 + λj2αi2 + λj12αi1αi2)

と縮約した形式で記述できる．この項目 j の項目パラメタの個数は 22 = 4となる．
さらに，ここで LCDMのモデルパラメタの数値例を示す．Templin and Hoffman（2013）は

The Examination for the Certificate of Proficiency in English（ECPE）という英語力を測定する
テストに LDCMを適用した例を示している．ECPEデータには 28の多枝選択項目が含まれて
おり，アトリビュート数はK = 3で，1. 形態的統語的規則（morphosyntactic rules），2. 一貫性
規則（cohesive rules），3. 語彙規則（lexical rules）が想定されていた．また，分析のためのサン
プルサイズは 2,922であった．ECPEデータの 1番目の項目には，形態的統語的規則および一
貫性規則が必要とされているため，q1 = (1, 1, 0)� であった．Templin and Hoffman（2013）の
Table 1から，項目 1の項目パラメタの推定値は，λ10 = 0.835，λ11 = 0.000，λ12 = 0.600およ
び λ112 = 1.222であった．これらの結果から，例えば，λ11 = 0.000であるため，形態的統語的
規則の単独の習得は項目の正答に寄与しないこと，λ112 = 1.222であることから形態的統語的
規則と一貫性規則のどちらも習得していることによる交互作用効果が項目の正答に寄与してい
るといったことがわかる．

LCDMは項目パラメタに制約をかけることによって，さまざまな DCMのサブモデルを表現
できる．例えば，最も基本的な DCMである DINAモデルは切片と当該項目で測定しているア
トリビュートの添字集合 K = {k; qjk = 1, k = 1, 2, . . . ,K}についての最高次の交互作用パラメ
タのみを含めて，

(2.5) f(λj , qj ,αi) = λj0 + λjK
∏
k∈K

αik

と表される．DINAモデルでは，2つの項目パラメタを

gj =
exp(λj0)

1 + exp(λj0)
,(2.6)

1 − sj =
exp(λj0 + λjK

∏
k∈K αik)

1 + exp(λj0 + λjK
∏

k∈K αik)
(2.7)

と表す．ここで，gj は当て推量（guessing）パラメタ，sj はスリップ（slipping）パラメタと呼ば
れる．すなわち，gj は項目 j の正答に必要なアトリビュートのうち，少なくとも一つが未習
得であるアトリビュート習得パタンのテスト解答者が当該項目に正答する確率であり，sj は
項目 j の正答に必要なアトリビュートをすべて習得しているアトリビュート習得パタンのテ
スト解答者が当該項目に誤答する確率である． また，切片と主効果項のみを含めたモデルは
compensatory reduced unified model（C-RUM; Rupp et al., 2010）と呼ばれ，

(2.8) f(λj , qj ,αi) = λj0 +
K∑

k=1

λjkqjkαik

と表される．
さて，LCDMにおいては，λ がモデルパラメタ，α がカテゴリカルで多次元の潜在変数と

みなすことができる．この意味では，LDCMはで連続的な多次元の潜在変数を持つ多次元項
目反応理論モデル（multidimensional item response theory models)と関係があるモデルとして
も考えることができる．しかし，λ ではなく，アトリビュート習得パタンごとの項目反応確
率をモデルのパラメタとみなすことで，本稿の主眼であるパラメタ推定法を表現しやすくな
る．さきほどの qj = (1, 1, 0)� という項目について，4つの（条件付き）正答反応確率パラメタ
を 0 ≤ θjh ≤ 1(h = 1, 2, 3, 4)と書くとすると，
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θj1 =
exp(λj0)

1 + exp(λj0)
,(2.9)

θj2 =
exp(λj0 + λj1)

1 + exp(λj0 + λj1)
,(2.10)

θj3 =
exp(λj0 + λj2)

1 + exp(λj0 + λj2)
,(2.11)

θj4 =
exp(λj0 + λj1 + λj2 + λj12)

1 + exp(λj0 + λj1 + λj2 + λj12)
(2.12)

となる．ここで，θj1 はアトリビュート習得パタン (0, 0, 0)� と (0, 0, 1)� の正答確率に対応す
るパラメタと考えることができる．同様に，θj2, θj3, θj4 はそれぞれ，(1, 0, 0)� と (1, 0, 1)�，
(0, 1, 0)� と (0, 1, 1)�，(1, 1, 0)� と (1, 1, 1)� に対応する正答確率パラメタを表している．この
ことから，DCMはアトリビュート習得パタンを潜在クラスとみなした制約付き潜在クラスモ
デルと考えることができる．
上記の例からわかるように，一般的な DCM において，qjk = 0 は項目 j においてアトリ

ビュート kの習得の有無の情報を区別することができないことを意味している．この意味で，
q ベクトルはアトリビュート習得パタンを項目特有のアトリビュート習得パタンに縮約する
役割を持っていると考えることができる．ここで，q ベクトルが区別できるアトリビュート習
得パタンを α∗

jh と書くことにする．qj = (1, 1, 0)� という q ベクトルから，α∗
j1 = (0, 0, ∗)�，

α∗
j2 = (0, 1, ∗)�，α∗

j3 = (1, 0, ∗)�，α∗
j4 = (1, 1, ∗)� という 4種類のアトリビュート習得パタン

が区別できることがわかる．“∗”は，そのアトリビュートの習得の有無を無視することを意味
する．ここから，ある項目 j において同じ正答確率を持つパタンを示す

(2.13) I(α∗
jh = αl) =

⎧⎨
⎩1 α∗

jhk = αlk, ∀k ∈ {k; qjk = 1, k = 1, . . . ,K}
0 Otherwise

という指示関数 I(·)を導入する．この記号と条件付き正答確率パラメタ θj = {θjh}Hj

h=1, Hj =

2
∑K

k=1 qjk をもちいることで，DCMの条件付き尤度関数は

P (Xij = xij |θj ,αi = αl) =

Hj∏
h=1

L∏
l=1

[θ
xij

jh (1 − θjh)1−xij ]I(α∗
jh=αl)I(αi=αl)(2.14)

と書くことができる．ただし，I(αi = αl) は αi と αl の要素がすべて等しい場合に 1，そ
うでなければ 0 をとる関数として，先に導入した指示関数とは引数の違いで区別する．式
（2.14）から，テスト解答者 i の項目反応パタンベクトル Xi = (Xi1, Xi2, . . . , XiJ)� の実現値
xi = (xi1, xi2, . . . , xiJ)� を観測したときのパラメタの尤度は

(2.15) P (Xi = xi|Θ,αi = αl) =
J∏

j=1

Hj∏
h=1

L∏
l=1

[θ
xij

jh (1 − θjh)1−xij ]I(α∗
jh=αl)I(αi=αl)

となる．ただし，Θ = {θj}J
j=1は項目パラメタの集合である．さらに，αiが混合比率パラメタ

π = (π1, π2, . . . , πL)�（ただし，0 ≤ πl ≤ 1,
∑

l πl = 1）であるカテゴリカル分布

(2.16) P (αi = αl|π) =

L∏
l=1

π
I(αi=αl)
l

に従うとする．式（2.15）および（2.16）から，テスト解答者 iの項目反応パタンベクトルを得た
ときの周辺尤度は
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P (Xi = xi|Θ,π) =

L∑
l=1

P (Xi = xi|Θ,αi = αl)P (αi = αl|π)(2.17)

=
L∑

l=1

{
πl

J∏
j=1

Hj∏
h=1

[θ
xij

jh (1 − θjh)1−xij ]I(α∗
jh=αl)

}

と書くことができる．さらに，すべてのテスト解答者が独立にサンプリングされているとし，
項目反応行列を X = (x�

1 ,x
�
2 , . . . ,x

�
I )� とすると，周辺尤度関数は

L(Θ,π) = P (X|Θ,π) =

I∏
i=1

P (Xi = xi|Θ,π)(2.18)

=
I∏

i=1

L∑
l=1

{
πl

J∏
j=1

Hj∏
h=1

[θ
xij

jh (1 − θjh)1−xij ]I(α∗
jh=αl)

}

となる．DCMのモデルパラメタの推定は上記の周辺尤度関数を用いる方法が基本となる．
具体的な推定法について記述を行う前に，DCMを利用する際の一般的な注意点を述べる．
まず，Q行列はテストで測定したいアトリビュートについての専門知識と項目の分析から設
定される．ただし，Q行列の誤特定は，アトリビュート習得パタンの推定にバイアスを生じ
させることが知られているため（e.g., Rupp and Templin, 2008a），慎重に設定する必要があ
る．そのため，項目反応データから当該のテストの Q行列をデータから推定する方法も近年
活発に開発されている（e.g., Chen et al., 2018）．さらに，Q行列の設定はパラメタの識別性
（identification; Xu and Shang, 2018）を規定するため重要である．また，アトリビュートの間
の習得の順序関係を表すアトリビュート階層構造（attribute hierarchy structure; e.g., Leighton
et al., 2004）を想定する場合には，アトリビュート習得パタンの数は 2K よりも少なくなる．本
稿のモデルの定式化はアトリビュートの間の関係を特段仮定しないものであった．これをもと
に，モデルのパラメタ {Θ,π}の推定法を示す．

2.2 単調性制約
単調性制約は，あるアトリビュート習得パタンにおける項目の正答確率よりも，そのアトリ

ビュート習得パタンで未習得のアトリビュートを習得している別の習得パタンの正答確率のほ
うが高いか少なくとも等しい，という制約である．前述の qj = (1, 1, 0)� という項目のパラメ
タの具体的な単調性制約は以下のようになる．式（2.9）から（2.12）で表される正答確率は，それ
ぞれ α∗

j1 = (0, 0, ∗)�，α∗
j2 = (1, 0, ∗)�，α∗

j3 = (0, 1, ∗)� および α∗
j4 = (1, 1, ∗)� という習得パタ

ンに対する正答確率であるため

0 ≤ θj1 ≤ θj2 ≤ θj4 ≤ 1,

0 ≤ θj1 ≤ θj3 ≤ θj4 ≤ 1

という順序関係を満足する必要があり，このパラメタの順序関係が単調性制約である．単調性
制約から，当該の項目の正答に関連するアトリビュートを一つも習得していないパタン（ここ
では α∗

j1 = (0, 0, ∗)�）は最も低い正答確率であり，すべてのアトリビュートを習得しているパ
タン（α∗

j4 = (1, 1, ∗)�）は最も高い正答確率になることがわかる．
単調性を形式的に表現するために，アトリビュート習得パタンの「順序」を以下のように定義
する．すべての k = 1, . . . ,K に対して，αlk ≥ αl′k であれば αl � αl′ とし，αl � αl′ を満足
し，かつ，いくつかの kに対して αlk > αl′k であれば αl 	 αl′ とする．α∗

jhについても同様に
順序を考えることとする．このとき，上記の qj = (1, 1, 0)� に対して
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α∗
j4 	 α∗

j2 	 α∗
j1,

α∗
j4 	 α∗

j3 	 α∗
j1

である．この表記を用いることで，単調性制約は α∗
jh 	 α∗

jh′ であれば，θjh ≥ θjh′ を満足する
ことと表現できる．
上記の単調性制約はやや強い関係であり，理論研究においては Xu（2017）や Xu and Shang

（2018）による

max
α;α�qj

θj,α = min
α;α�qj

θj,α ≥ θj,α′ ≥ θj,0K , ∀α′ � qj ,(2.19)

という単調性の定義を用いることもある．この定義においては，ある項目 j で測定されている
アトリビュートをすべて測定しているアトリビュート習得パタンの正答確率が全て同じで最も
高く，また，当該項目の正答に関係するアトリビュートを一つも習得していないパタンが最も
低い正答確率になり，それ以外のアトリビュート習得パタン（α′であらわされる）の正答確率は
それらの 2つの正答確率の間であるという関係を表している．ここで，α′に対応する複数のア
トリビュート習得パタンの間の正答確率の間には，大小関係を想定していない点に注意が必要
である．後述の単調性を満足するためのアルゴリズムは，前述のより厳しい単調性を満足する
ものであるが，こちらのややゆるい単調性を満足するように変更することも容易にできる．

3. 最尤推定法

本章では，モデルの尤度を用いた推定法として，同時最尤推定法（joint likelihood estimation
method），周辺最尤推定法（marginal likelihood estimation method），正則化推定法を示す．周
辺最尤推定法については，EMアルゴリズムを用いた方法を示し，パラメタの推定の標準誤差
の推定法および単調性制約を満足する推定値を得るための方法も示す．

3.1 同時最尤推定法
DCMにおいては，アトリビュート習得パタン αi が潜在変数であり，テスト解答者のアト

リビュート習得パタンベクトルが観測されていれば，I(αi = αl)が計算でき，完全データの
尤度を構成できる．後述の周辺最尤推定法は，尤度から潜在変数を周辺化して消去するため，
アトリビュート数が大きくなったりサンプルサイズが大きくなった場合に計算の負荷が大きく
なる傾向がある．一方，同時最尤推定法は単純である完全データの尤度を用いるため，周辺最
尤推定法と比較して推定の計算アルゴリズムが簡単になり，効率的な推定が可能である．しか
し，同時最尤推定法は一般にパラメタ推定値に一致性がないことから，潜在変数モデルにおい
てはあまり用いられてきていない方法である．Chiu et al.（2016）は，外部で推定された一致性
のあるアトリビュート習得パタンを初期値として用いることにより，同時最尤推定でも一致性
のある項目パラメタを得ることができることを証明し，この問題を解決した．これにより，効
率的な計算アルゴリズムを活用して統計的に望ましい性質をもった推定値を得ることができる
ため，大規模データやアトリビュート数が多い状況で DCMを利用しやすくなったと考えら
れる．
同時最尤推定法の具体的な方法を以下に示す．式（2.16），（2.15）から，完全データの尤度は

(3.1) L(A,Θ,π) = P (X,A|Θ,π) =
I∏

i=1

L∏
l=1

{
πl

J∏
j=1

Hj∏
h=1

[θ
xij

jh (1 − θjh)1−xij ]I(α∗
jh=αl)

}I(αi=αl)

である．ただし，I 人分のアトリビュート習得パタンの集合をA = {αi}I
i=1 とした．同時最尤
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推定法は

(3.2) {Â, Θ̂, π̂} = argmax
A,Θ,π

{logL(A,Θ,π)}

と式（3.1）の完全データの尤度あるいはその対数尤度を最大化する潜在変数 Âおよびモデルパ
ラメタ {Θ̂, π̂}を推定値とする方法である．
同時最尤推定法においては，モデルパラメタとテスト解答者パラメタの更新を反復する方法

で完全データの尤度を最大化することで，パラメタの推定値を得ることができる．より具体的
には，まず後述のノンパラメトリック推定法で得られたアトリビュート習得パタンの一致推定
値を初期値とし，アトリビュート習得パタンを既知としたもとで，項目ごとの尤度（式（2.14）
をテスト解答者について積をとることで得られる尤度）を最大化する項目パラメタを求める．
また，混合比率パラメタは式（2.16）を用いて更新する．さらに，これらのパラメタを既知とし
て，式（2.15）を最大化するアトリビュート習得パタンを得る．これらの項目パラメタとアトリ
ビュート習得パタンの更新を適当な収束基準を満足するまで反復する，というのが同時最尤推
定法のパラメタ推定アルゴリズムである．Chiu et al.（2016）は，アトリビュート習得パタンが
既知の状況で，LCDMパラメタを切片パラメタから高次の交互作用に向けて再帰的に更新する
比較的単純なパラメタ更新規則を示した．
上記のパラメタ更新アルゴリズムにおいては，モデルパラメタの更新とテスト解答者パラメ

タの更新の際に，項目ごとあるいはテスト解答者ごとのパラメタに注目した更新が可能であ
り，更新の並列化が可能となる．このように，効率的なパラメタの更新アルゴリズムを利用す
ることができる点が同時最尤推定法の利点である．Chiu et al.（2016）は，シミュレーションに
より，同時最尤推定法のほうが周辺最尤推定法よりも高速にパラメタ推定が完了することと，
同時最尤推定法の推定値が一致的であることを確認した．ただし，Chiu et al.（2016）の推定ア
ルゴリズムはパラメタの単調性を満足するものではない．しかし，その推定アルゴリズムにお
いて，項目パラメタの更新を行う際に，後述する周辺最尤推定法で述べる EMアルゴリズムの
Mステップにおいて単調性を満足するための最適化法が利用できる．

3.2 周辺最尤推定法
周辺最尤推定法は，欠測データを含むデータ分析や潜在変数モデルのパラメタ推定法として

標準的に用いられる方法であり，DCMのパラメタ推定においても基礎的な方法として位置づ
けられる．式（2.18）の周辺尤度と式（3.1）の完全データの尤度の間には

(3.3) L(Θ,π) =
∑
A
L(A,Θ,π)

という関係が成り立つ．ここで
∑

A はAが取りうるすべてのパタンについての和を取ること
を意味する．実際には，局所独立の仮定があるため，各テスト解答者について L個のアトリ
ビュート習得パタンごとに式（2.14）を用いて式（2.15）を評価することで，周辺尤度の値を評価
する．
周辺最尤推定法は上記の周辺尤度を用いて，

(3.4) {Θ̂, π̂} = argmax
Θ,π

{logL(Θ,π)} = argmax
Θ,π

{
log
∑
A
L(A,Θ,π)

}

と周辺尤度を最大化するモデルパラメタを推定量とする方法である．周辺最尤推定法における
モデルパラメタは，最尤推定法の一般論から一致的である．周辺最尤推定法においてはアトリ
ビュート習得パタンが周辺化されているため，モデルパラメタの推定値 {Θ̂, π̂} を用いて事後
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的に推定される．
このため，アトリビュート習得パタン Â = {α̂i}I

i=1 の推定法にはいくつかの選択肢がある．
まず，式（2.15）の条件付き尤度を用いた方法として，テスト解答者 iの項目反応パタン xiから

(3.5) α̂ML
i = argmax

αi

{P (Xi = xi|Θ̂,αi = αl)}

はアトリビュート習得パタンの最尤推定値である．
アトリビュート習得パタンの事後確率を

(3.6) α̂MAP
i = argmax

αi

{P (αi = αl|xi, Θ̂, π̂)}

と最大化するアトリビュート習得パタンが事後確率最大化（MAP）推定値である．ここで，
P (αi = αl|xi, Θ̂, π̂)はテスト解答者 iのアトリビュート習得パタン αi が αi = αl である事後
確率であり，

P (αi = αl|xi, Θ̂, π̂) =
P (Xi = xi|Θ̂,αi = αl)P (αi = αl|π̂)∑L

l′=1 P (Xi = xi|Θ̂,αi = αl′)P (αi = αl′ |π̂)
(3.7)

=
π̂l

∏J
j=1

∏Hj

h=1[θ̂
xij

jh (1 − θ̂jh)1−xij ]I(α∗
jh=αl)∑L

l′=1{π̂l′
∏J

j=1

∏Hj

h=1[θ̂
xij

jh (1 − θ̂jh)1−xij ]I(α∗
jh=αl′ )}

と計算される．期待事後推定（expected-a-posteriori[EAP]）法は，各テスト解答者の各アトリ
ビュート習得の式（3.7）による事後確率を用いた事後期待値を用いる．アトリビュート習得の
事後期待値は

EP (αi|xi,Θ̂,π̂)[αik] =
L∑

l=1

αlkP (αi = αl|xi, Θ̂, π̂)(3.8)

= P (αik = αlk|xi, Θ̂, π̂)

である．ここで，EP (αi|xi,Θ̂,π̂)[·]はアトリビュート習得パタンの事後確率による期待値である．
これはアトリビュート習得確率としても解釈でき，アトリビュート習得確率を DCMの結果と
して報告することもある．ここから，テスト解答者 iの k 番目のアトリビュート習得の EAP
推定値は，

(3.9) αEAP
ik =

⎧⎨
⎩1 P (αik = αlk|xi, Θ̂, π̂) ≥ 0.5

0 P (αik = αlk|xi, Θ̂, π̂) < 0.5

であり，アトリビュート習得パタンの EAPは αEAP
i = (αEAP

i1 , . . . , αEAP
ik , . . . , αEAP

iK )� である．
EAP推定を行う場合には，閾値を設定する必要があるが，ここでは 0.5とした．

3.2.1 EMアルゴリズム
周辺尤度の最大化を実行するためのアルゴリズムとして，EM アルゴリズムが利用でき

る．EM アルゴリズムを用いた周辺尤度の最大化による最尤推定値を得る方法を MML-EM
（marginal maximum likelihood with EM algorithm）と呼ぶ．EMアルゴリズムは，まずモデル
パラメタの適当な初期値 {Θ(0),π(0)}を定め，以下の E-step（expectation step）とM-step（max-
imization step）を反復して，対数周辺尤度を最大化するパラメタ値を求める．本節では上付き
添字 (t), (t = 1, 2, . . . , T )をアルゴリズムの反復時点を表すものとする．
まず，すべてのテスト解答者 iについて，アトリビュート習得パタン αi が αl である事後分

布による期待値 γ
(t)
il = EP (αi|xi,Θ(t−1),π(t−1))[I(αi = αl)]を求める．これは，式（3.7）で計算さ
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れる事後確率に等しい．
次に式（3.1）の完全データの尤度を用いて，t回目の反復において M-stepで最適化する関数

Q({Θ,π}|{Θ(t−1),π(t−1)})は
Q({Θ,π}|{Θ(t),π(t)}) = EP (A|X,Θ(t),π(t))[logL(A,Θ,π)](3.10)

=
I∑

i=1

L∑
l=1

[
γ

(t)
il

{
log πl +

J∑
j=1

Hj∑
h=1

I(α∗
jh = αl)(xij log θjh + (1 − xij) log(1 − θjh))

}]

と計算される．ここで，EP (A|X,Θ(t−1),π(t−1))[·]はデータ X 及びパラメタΘ(t−1),π(t−1) を所
与としたときの，アトリビュート習得パタン集合Aの事後確率による期待値である．
Q({Θ,π}|{Θ(t−1),π(t−1)})を各パラメタについて偏微分し，∑l πl = 1という条件に注意し

つつ，0とおいた方程式を解くことで，M-stepにおける θ
(t)
jh と π

(t)
l の更新式

θ
(t)
jh =

∑I
i=1

∑L
l=1 I(α∗

jh = αl)γilxij∑I
i=1

∑L
l=1 I(α∗

jh = αl)γil

,(3.11)

π
(t)
l =

∑I
i=1 γil

I
(3.12)

を得る．更新されたパラメタを用いて，E-stepとして新たに γ
(t+1)
il を計算することで Q関数

を更新し，さらにモデルパラメタを更新するというステップを適当な収束基準を満足するまで
繰り返す．なお，この更新式においては，正答確率パラメタの単調性制約を満たしていない点
に注意が必要である．

3.2.2 単調性制約を満足するためのアルゴリズム
Hong et al.（2016）は単調性制約を満足するためのアルゴリズムとして，Upwardアルゴリズ

ムと Downwardアルゴリズムの 2つを提案している．これは，EMアルゴリズムなどの最適化
の過程において単調性を犯す推定値が得られてしまった場合に，それらを補正するアルゴリズ
ムである．まず，Upwardアルゴリズムは，M-stepの際に，α∗

jh 	 α∗
jh′ に対して θjh < θjh′ と

なった場合に，θjh を

θ
(t)
jh = max{θ(t)jh′ |α∗

jh 	 α∗
jh′}(3.13)

とする操作を導入することで単調性を満足するように推定を行う．Downwardアルゴリズム
は，逆に，α∗

jh 	 α∗
jh′ に対して θjh < θjh′ となった場合に，θjh′ を

θ
(t)
jh′ = min{θ(t)jh |α∗

jh 	 α∗
jh′}(3.14)

とする操作を用いる．
この他，Ma and Jiang（2021）は単調性制約を満足するために，制約を表す行列 C を導入し，

Cθj =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−1 1 0 0

−1 0 1 0

−1 0 0 1

0 −1 0 1

0 0 −1 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

×

⎛
⎜⎜⎜⎝
θj1

θj2

θj3

θj4

⎞
⎟⎟⎟⎠ ≥

⎛
⎜⎜⎜⎝

0

0

0

0

⎞
⎟⎟⎟⎠ = 0Hj(3.15)

というパラメタの差の非負値制約を課して，M-stepの項目パラメタについての最適化を実行す
る方法を提案している．項目反応確率への直接的な単調性制約は，LCDMパラメタにおけるパ
ラメタ制約に変換することができる．LCDMおよびその下位モデルについての制約の具体的
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な表現は Rupp et al.（2010）で詳細に解説されている．さらに，Rupp et al.（2010）や Templin
and Hoffman（2013）では一般的な潜在変数モデルのパラメタ推定が可能なMplusというソフト
ウェアを用いて単調性制約を満足する推定値を得るためモデルの記述方法を示している．

3.2.3 標準誤差の推定
標準誤差はフィッシャー情報行列を用いて推定される．Philipp et al.（2018）はフィッシャー
情報行列 Iϑ（ただし，ϑは ϑp ∈ {Θ,π}, p = 1, . . . , P を要素とする長さが P のベクトル）の逆行
列により，パラメタ推定値 ϑ̂の漸近分散共分散行列 Vϑ = I−1

ϑ を推定する方法を示した．パラメ
タの推定値の漸近標準誤差は，Vϑ の対角要素の平方根により推定される．さて，式（2.17）の尤度
から得られるスコア関数 ψ(ϑ; x) =

( ∂ log(P (X=x|ϑ))
ϑ1

, . . . , ∂ log(P (X=x|ϑ))
ϑp

, . . . , ∂ log(P (X=x|ϑ))
ϑP

)�
から，フィッシャー情報行列は

Iϑ = E(ψ(ϑ; x)ψ(ϑ; x)�)(3.16)

と定義される．ここで，期待値は式（2.17）の同時確率を用いて，すべての項目反応パタンにつ
いて取る．
このフィッシャー情報行列の推定法として，対数尤度の外積を用いた方法とヘシアンを用い

た方法がよく用いられる．勾配の外積推定量は

Iϑ ≈ 1

I

I∑
i=1

ψ(ϑ; xi)ψ(ϑ; xi)
�
∣∣∣∣
ϑ=ϑ̂

= Iϑ,OPG(3.17)

であり，対数尤度の負のヘシアンによる近似は

Iϑ ≈ −1

I

I∑
i=1

∂2 log(P (X = xi|ϑ))

∂ϑ∂ϑ�

∣∣∣∣
ϑ=ϑ̂

= Iϑ,Hess(3.18)

である．これらの具体的な要素の計算方法については，Philipp et al.（2018）で示されている．
また，フィッシャー情報行列として，構造パラメタ（π)を考慮しない項目レベルでの情報行列が
de la Torre（2009）と de la Torre（2011）によって提案されている．さらに，Liu et al.（2019）は
モデルを誤設定したもとでのサンドイッチ型の漸近分散共分散行列を得る方法として，フィッ
シャー情報行列を

Iϑ ≈ Iϑ,SW = I−1
ϑ,HessIϑ,OPGI−1

ϑ,Hess/I(3.19)

とし，シミュレーションによりサンドイッチ型フィッシャー情報行列を用いた標準誤差の頑健
性を示した．
また，Yamaguchi（2023b）は EMアルゴリズムの枠組みを活用した supplemental EMアルゴ
リズム（Cai, 2008; Meng and Rubin, 1991）を活用し，完全データのフィッシャー情報行列から
観測フィッシャー情報行列を得る方法を提案した．Supplemental EMアルゴリズムはパラメタ
推定後に追加の EM計算が必要であり，計算量が増えるものの，完全データの情報行列は観測
データの情報行列よりも計算がしやすく，実装が容易である．Supplemental EMアルゴリズム
には，推定されたパラメタ ϑ̂の漸近分散共分散行列が

I−1
ϑ,Obs|ϑ=ϑ̂ = I−1

ϑ,Comp[IP − Δ(ϑ)]−1|ϑ=ϑ̂(3.20)

と書くことができることを利用する．ここで，Iϑ,Obs は観測データの情報行列，Iϑ,Comp は完
全データの情報行列であり，IP は P × P の単位行列，そして Δ(ϑ)は EM写像のヤコビアン
である．Δ(ϑ)の要素 dij , i, j = 1, . . . , P は 1回の EMサイクルの出力の j番目の要素Mj(ϑ)を
用いて，
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dij =
∂Mj(ϑ)

∂ϑi
(3.21)

と表すことができ，EMアルゴリズムを用いた数値微分により求めることができる（Jamshidian
and Jennrich, 2000）．

3.3 正則化推定法
DCMのモデルパラメタは，Q行列と項目反応関数を適切に仮定することで，潜在クラスと
してのアトリビュート習得パタンやアトリビュートの項目への影響やアトリビュート間の交互
作用効果としての項目パラメタといったような解釈しやすいものになっていた．しかし，DCM
は，場合によっては制約が強すぎてデータに適合しにくいことや，数多くの DCMからどのモ
デルを選択すればよいのか明確ではないことが問題となる．その一方，制約がない探索的な潜
在クラスモデルは比較的制約が緩いためデータにモデル適合しやすいものの，解釈性が高いパ
ラメタ推定値が得られるとは限らない．また，DCMを用いるためには Q行列を適切に設定し
たり，項目反応関数を設定する必要があり，その設定はかならずしも容易ではない．実際，前
述のように Q行列に誤設定があることによって項目パラメタの推定値にバイアスがかかると
いった問題が生じる．こうしたことから，制約ができるだけ少なく，DCM的な推定結果が得
られるモデルが応用上は使いやすいと考えられる．
このような目標を達成するために，Chen et al.（2017）は部分的に併合された潜在クラス

（partially merged latent class）という考え方を提案し，DCM 的な解釈性の高いパラメタ推
定と探索的潜在クラスモデルの柔軟性をもつ正則化潜在クラス分析（regularized latent class
analysis）を提案した．DCMの項目反応関数（式（2.1））からは，アトリビュート習得パタンで条
件づけた正答確率が同じになる複数のパタンがあることがわかる．これは，言い換えると，潜
在クラスの一部が併合されていると見ることができるため，DCMは正則化潜在クラスモデル
とみなすことができる．このようなモデルのパラメタ推定には正則化推定法が利用できる．正
則化推定法はスパースモデリングなどの文脈で頻繁に利用される方法であり，（対数）周辺尤度
の後に正則化項を追加した目的関数を最適化するパラメタを推定値とする推定法である．

Chen et al.（2017）はあるクラス lの項目 j に対する正答反応確率を θjl とする通常の潜在ク
ラスモデルの周辺尤度

L(Θ,π) =
I∏

i=1

L∑
l=1

{
πl

J∏
j=1

θ
xij

jl (1 − θjl)
1−xij

}
(3.22)

に対して項目反応関数に対する正則化項 κξ(Θ)を仮定し

{Θ̂ξ, π̂ξ} = argmax
Θ,π

{logL(Θ,π) − Iκξ(Θ)}(3.23)

をパラメタ推定値とする方法を開発した．正則化項 κξ(Θ)により，同じ正答確率を示すクラス
を推定することができる．DCMは前述のように，ある項目に対して同じ正答確率を示すアト
リビュート習得パタンを想定するため，上記の正則化推定法により，通常の潜在クラスモデル
から DCMと同じような推定を得ることができる．
正則化項 κξ(Θ)は κξ(Θ) =

∑J
j=1 pξ(θj), θj = (θj1, . . . , θjL) と項目ごとの正則化項 κξ(θj)の

和で表される．さらに，スパース性を決定するハイパーパラメタ pξ と項目反応確率パラメタ
の順序統計量 θj(1) ≤ θj(2) ≤ · · · ≤ θj(L) を用いて，項目ごとの正則化項は

pξ(θj) =

L−1∑
l=1

pSCAD
ξ (θj(l+1) − θj(l))(3.24)
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と表される．ここで，pSCAD
ξ は

pSCAD
ξ (x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

ξ|x| if |x| ≤ ξ

−
(

|x|2−2aξ|x|+ξ2

2(a−1)

)
if ξ < |x| < aξ

(a+1)2ξ2

2
if |x| ≥ aξ

(3.25)

と定義される．また，スパース性を決めるパラメタの決定方法も Chen et al.（2017）で示され
ている．適当な条件のもと，この正則化項を用いた推定により，一致的なパラメタ推定とモデ
ル選択ができることが示されている（Chen et al., 2017, pp. 668–670）．
また，正則化推定法はアトリビュート階層構造の推定（Wang and Lu, 2021; Ma et al., 2023b）

や縦断的 DCM（e.g., Yamaguchi and Martinez, 2024）におけるアトリビュート習得パタンの遷
移で表される学習軌跡の推定（Wang, 2021），Q行列の推定（Chen et al., 2020, 2015; Xu and
Shang, 2018）にも活用されているように，DCMにおけるパラメタ推定・構造推定のための標準
的な方法として定着しつつある．

4. ベイズ推定法

本章では DCMにおけるパラメタのベイズ推定法を示す．本章で扱うベイズ推定法は，モデ
ルパラメタに事前分布を仮定し，事後分布やその近似分布などからパラメタの推定値や予測分
布を得る方法として広く捉える．

4.1 MAP推定
周辺尤度に加えパラメタの事前分布を考慮し，点推定を得る方法はMAP推定法として知ら

れている．MAP推定法は式（2.18）に事前分布の対数を加えた目的関数を最適化するパラメタ
を推定値とする方法であり，

(4.1) {Θ̂, π̂} = argmax
Θ,π

{logL(Θ,π) + log(p(Θ)) + log(p(π))}

とパラメタの推定値を得る方法である．ここで，log(p(Θ))と log(p(π))はそれぞれ項目パラメ
タと混合比率パラメタの対数事前確率密度である．例えば，θjh の事前分布としてパラメタが
a0

jh > 0, b0jh > 0であるベータ分布，πの事前分布としてパラメタが δ0 = (δ01 , . . . , δ
0
L), δ0l > 0, ∀l

であるディリクレ分布を仮定することができる．具体的な 2つの事前確率密度は

p(Θ) =

J∏
j=1

Hj∏
h=1

Γ(a0
jh)Γ(b0jh)

Γ(a0
jh + b0jh)

θ
a0

jh−1

jh (1 − θjh)b0jh−1,(4.2)

p(π) =
Γ(
∑L

l=1 δ
0
l )∏L

l=1 Γ(δ0l )

L∏
l=1

π
δ0

l −1

l(4.3)

である．
この事前分布の設定のもと，MAP推定のための EMアルゴリズムの Q関数は，式（3.10）に

対数事前分布の定数項を除いたものを足し，

QMAP ({Θ,π}|{Θ(t),π(t)})(4.4)

= Q({Θ,π}) +

J∑
j=1

Hj∑
h=1

{(ajh − 1) log(θjh) + (bjh − 1) log(1 − θjh)} +

L∑
l=1

(δl − 1) log(πl)
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となる．M-stepではこの QMAP ({Θ,π}|{Θ(t),π(t)})を {Θ,π}について最大化する．このと
きの更新式は，周辺最尤推定法の場合の導出と同様に導出でき，

θjh =

∑I
i=1

∑L
l=1 I(α∗

jh = αl)γilxij + a0
jh − 1∑I

i=1

∑L
l=1 I(α∗

jh = αl)γil + a0
jh + b0jh − 2

,(4.5)

πl =

∑I
i=1 γil + δ0l − 1

I +
∑L

l=1 δ
0
l − L

(4.6)

となる．ただし，この更新式は周辺最尤推定法のための EMアルゴリズムと同様にパラメタ
の単調性制約を課していない点に注意が必要である．最尤推定の場合と同様に，MAP推定の
M-stepにおいても，単調性制約を課した推定を行うこともできる．

4.2 マルコフ連鎖モンテカルロ法
MAP推定法は最尤推定法と同様に点推定値を得る方法であった．一方，マルコフ連鎖モンテ
カルロ（Markov chain Monte Carlo [MCMC]）法を用いて，パラメタの事後分布を近似すること
で，点推定値だけではなく推定の不確かさを事後標準偏差などの統計量によって評価すること
ができる．MCMC法はMAP推定や後述の変分ベイズ推定法よりも計算負荷が高いものの，単
調性制約などモデルの制約も柔軟に取り込んだ推定が比較的容易に実行できるという利点があ
る．本節では単調性を満足するギブスサンプリング法（Liu and Johnson, 2019; Yamaguchi and
Templin, 2022b）を示す．事前分布は，MAP推定の際に用いたものと同様の分布を仮定する．
まず，上付き添字 (t), (t = 1, . . . , T ) は MCMC サンプリングのイテレーション番号を表す
とする．xi,Θ

(t−1),π(t−1) が得られているもとでのテスト解答者のアトリビュート習得パタン
α

(t)
i は，完全条件付き確率が

P (αi = αl|xi,Θ
(t−1),π(t−1))(4.7)

=
π

(t−1)
l

∏J
j=1

∏Hj

h=1[(θ
(t−1)
jh )xij (1 − θ

(t−1)
jh )1−xij ]I(α∗

jh=αl)

∑L
l′=1{π(t−1)

l′
∏J

j=1

∏Hj

h=1[
ˆ

[(θ
(t−1)
jh )xij (1 − θ

(t−1)
jh )1−xij ]I(α∗

jh=αl′ )}
であるカテゴリカル分布からのサンプリングにより生成する．
次に，混合比率パラメタ π(t) の完全条件付き事後分布はパラメタが

δ
∗,(t)
l =

I∑
i=1

I(a
(t)
i = al)(1 − xij) + δ0l(4.8)

であるディリクレ分布であり，この分布からサンプリングを行う．
最後に，項目パラメタ θ

(t)
jh の完全条件付き事後分布は，パラメタが⎧⎨

⎩a
∗,(t)
jh =

∑I
i=1

∑L
l=1 I(a∗

jh = al)I(a
(t)
i = al)xij + a0

jh

b
∗,(t)
jh =

∑I
i=1

∑L
l=1 I(a∗

jh = al)I(a
(t)
i = al)(1 − xij) + b0jh

(4.9)

であるベータ分布である．ただし，項目パラメタのサンプリングの際には，単調性制約を満足
するために，切断ベータ分布を用いた逆関数法を利用したアルゴリズム用いる（e.g., Hoĳtink,
1998; Laudy et al., 2004）．上限と下限が Uppと Lowである切断ベータ分布から乱数をサンプリ
ングする逆関数法は以下の 2つの手続きを踏む．まず，下限 0から上限 1の一様分布に従う変
数 uをサンプリングし，次にパラメタが a, bのベータ分布の分位点 Low + u× (1 − Upp− Low)

を計算する．この分位点が，目標とする切断ベータ分布からのランダムサンプリングになって
おり，この手続きを項目パラメタの単調性制約を満足するために利用する．



近年の診断分類モデルの推定法の展開 107

項目パラメタ θjhをサンプリングする際には，以下の手続きを踏む．まず，{h|∑k α
∗
hjk = 0}

に対して，下限 0, 上限 min{θ(t−1)
jh′ |α∗

h′j 	 α∗
hj} で，パラメタが a

∗,(t)
jh , b

∗,(t)
jh の切断ベータ分

布から MCMC サンプルをサンプリングする．次に，{h|∑k qjk >
∑

k α
∗
hjk > 0} に対して，∑

k α
∗
hjk = 1, 2, . . . ,

∑
k qjk −1の順に，下限max{θ(t)jh |α∗

hj 	 α∗
h′j},上限min{θ(t−1)

jh′ |α∗
h′j 	 α∗

hj}
で，パラメタが a

∗,(t)
jh , b

∗,(t)
jh の切断ベータ分布からMCMCサンプルをサンプリングする．最後

に，{h|α∗
hjk =

∑
k qjk}に対して，下限max{θ(t)jh |α∗

hj 	 α∗
h′j},上限 1で，パラメタが a

∗,(t)
jh , b

∗,(t)
jh

の切断ベータ分布からMCMCサンプルをサンプリングする．以上の手続きを，項目パラメタ
および混合比率パラメタの初期値Θ(0),π(0) を定めたもとで，予め決めた回数 T だけ反復する
ことで，MCMCサンプルを得る．
この他，後述のノンパラメトリック推定と関連して，モデルのパラメタを周辺化し，アト

リビュート習得パタンを直接サンプリングする崩壊型ギブスサンプリング（collapsed Gibbs
sampling）も提案されている（Yamaguchi and Templin, 2022a）．さらに，スライスサンプリン
グを用いた方法（Xu et al., 2020）や，DINAモデルのパラメタ推定に Pólya-gamma分布を用い
た方法（Zhang et al., 2020）や，Pólya-gamma分布を用いてモデルパラメタと Q行列の推定も
同時に実行する方法も提案されている（Balamuta and Culpepper, 2022; Jimenez et al., 2023）．

4.3 変分ベイズ推定法
MCMC法は乱数を生成することにより，パラメタと潜在変数の事後分布を近似する方法で
あった．MCMC法の欠点とそれを補う変分ベイズ推定法の利点については以下のようにまと
められる（Bishop, 2006）． まず，MCMC法はサンプリングの回数を増やせば事後分布の近似
精度を高めることができるが，計算量が多くなり推定に時間がかかってしまうことがある．ま
た，MCMCサンプリングが定常分布からのサンプリングになっているかどうかを判断するた
めの手続きが必要であるが，その判断は必ずしも容易ではない．一方，変分ベイズ推定法はあ
るクラスの確率分布の中から事後分布を最もよく近似する分布を見つける方法であり，計算量
を押さえつつアルゴリズムの収束判定も行いやすく，ベイズ的な推定量を得ることができる．
また，変分ベイズ推定法は，対数尤度の下界を最適化する方法として定式化されることもある
（e.g., Jeon et al., 2017）．上記のように，変分ベイズ推定法は最適化問題を解くことで，MCMC
よりも高速な推定を可能にしている．ただし，事後分布を近似する分布（変分事後分布）はデー
タを得た元での真の事後分布ではないため，変分事後分布における分散が真の事後分布におけ
る分散よりも小さくなるなどの問題も有している．
変分ベイズ推定法は，項目反応理論モデルを含む潜在変数モデルにおいても近年適用例が増

加してきている方法である．例えば，Jeon et al.（2017）は一般化線形混合モデルに対しての変
分ベイズアルゴリズムを提案した．その後，多次元項目反応理論モデルへの適用例（Cho et al.,
2021, 2024）もあり，ますますの発展が見られる．変分ベイズ推定法についての理論的な解説
は Nakajima et al.（2019）においてなされている．また，入門的レビューについては Blei et al.
（2017）や Grimmer（2011）が参考になる．

DCMにおいては，Yamaguchi and Okada（2020c）において変分ベイズ推定法に基づく DINA
モデルの推定アルゴリズムが提案されている．さらに，Yamaguchi（2020）は多枝選択式の
データに対する DINAモデル（multiple choice DINA model）について，Yamaguchi and Okada
（2020b）は前述の MCMC法で用いたモデルと事前分布を仮定した変分ベイズ推定法を提案し
た．この他，Yamaguchi and Martinez（2024）は隠れマルコフモデルにもとづく縦断的 DCMに
対して変分ベイズ推定法を提案し，Yamaguchi（2023a）は外部情報を含めた DCMのうちの一
つである二段階 DCMに対する変分ベイズ推定法を提案している．本節では，Yamaguchi and
Okada（2020b）にもとづいた DCMにおける変分ベイズ推定法のアルゴリズムを示す．アルゴ
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リズムの具体的な導出方法については，Yamaguchi and Okada（2020b）に詳細な記載がある．
変分ベイズ推定法では，DCM における潜在変数とパラメタの事後分布 P (A,Θ,π|X) を

適当な分布 q(A,Θ,π) によって近似することを考える．q(A,Θ,π) と P (A,Θ,π|X) の間の
Kullback-Leibler divergenceを

KL(q(A,Θ,π)||P (A,Θ,π|X)) =

∫ ∑
A
q(A,Θ,π) log

q(A,Θ,π)

P (A,Θ,π|X)
dΘdπ(4.10)

とする．DCMの変分ベイズ推定法においては，KL(q(A,Θ,π)||P (A,Θ,π|X))を潜在変数と
パラメタの間の独立性の仮定

q(A,Θ,π) = q(A)q(Θ,π) =

(
I∏

i=1

q(αi)

)(
J∏

j=1

Hj∏
h=1

q(θjh)

)
q(π)(4.11)

のもと最小化する分布 q∗ を変分事後分布とよび，変分事後分布を事後分布の近似分布とす
る．ここでは，表記の簡略化のため，引数に対応して異なった分布を仮定している．上式の
q(A)q(Θ,π)が最小限の独立性の仮定であり，2つ目の等号はモデルの仮定から導かれる独立
性である．これを用いて，変分ベイズ推定法における最適化問題は

(4.12) q∗ = argmin
q

KL(q(A,Θ,π)||P (A,Θ,π|X)), s.t. q(A)q(Θ,π)

となる．近似する分布に独立性を仮定し，変分分布のクラスを限定して事後分布を近似する方
法は平均場近似と呼ばれる．変分ベイズ推定法では，真の事後分布を近似するための変分分布
の独立性を仮定した最適化問題を解くため，MCMC法よりも高速な推定が可能となる．
また，等価な定式化として，周辺対数尤度の下界 l(q)を同様の制約条件のもと最適化する分

布を変分布とすることもある．すなわち，

q∗ = argmax
q

∫ ∑
A
q(A,Θ,π) log

P (X,A,Θ,π)

q(A,Θ,π)
, s.t. q(A)q(Θ,π)dΘdπ(4.13)

= argmax
q

{l(q)}, s.t. q(A)q(Θ,π)

により変分事後分布を求める問題を定式することもある．ただし，P (X,A,Θ,π)はデータと
パラメタの同時確率であり，式（3.1）とパラメタの事前分布から，

(4.14) P (X,A,Θ,π) = P (X,A|Θ,π)P (Θ)P (π)

と表される．対数周辺尤度の下界 l(q)は ELBO（evidence lower bound）とも呼ばれ，本論文の
DCMの設定においては解析的な表現が与えられている（Yamaguchi, 2020, Equation 32）．
上記の設定のもと，

q(A) ∝ exp{Eq(Θ,π)[logP (X,A,Θ,π)]},(4.15)

q(Θ,π) ∝ exp{Eq(A)[logP (X,A,Θ,π)]}(4.16)

により，最適な変分事後分布を計算できる．しかし，変分事後分布は相互に関係しているので，
最適な変分事後分布を得るために反復計算を行う必要がある．期待値の計算 Eq(Θ,π)[·],Eq(A)[·]
はそれぞれ変分事後分布 q(Θ,π)と q(A)について取ることを意味している．前述の事前分布
の設定のもと，この変分事後分布はよく知られた分布になることが示されている．まず，αiの
変分事後分布は
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q∗(αi) ∝
L∏

l=1

r
I(αi=αl)
il(4.17)

であり，変分パラメタが ril = ρil∑L
l′=1

ρil′
であるカテゴリカル分布である．ここで ρil は

log ρil = Eq(π)[log πl](4.18)

+
J∑

j=1

Hj∑
h=1

I(α∗
jh = αl)(xijEq(θjh)[log θjh] + (1 − xij)Eq(θjh)[log(1 − θjh)])

である．上式中に現れる期待値の具体的な値は後述する．つぎに，混合比率パラメタの変分事
後分布は，

q∗(π) ∝
L∏

l=1

π
δ∗l
l(4.19)

と表されることからディリクレ分布であることがわかり，変分パラメタ δ∗l は

δ∗l =
I∑

i=1

Eq(αi)[I(αi = αl)] + δ0l(4.20)

である．最後に，項目パラメタ θjh の変分事後分布は

q∗(θjh) ∝ θ
a∗

jh−1

jh (1 − θjh)b∗jh−1(4.21)

となるベータ分布であり，変分パラメタ a∗jh, b
∗
jh は，

(4.22)

⎧⎨
⎩a

∗
jh =

∑I
i=1

∑L
l=1 I(a∗

jh = al)Eq(αi)[I(αi = αl)]xij + a0
jh

b∗jh =
∑I

i=1

∑L
l=1 I(a∗

jh = al)Eq(αi)[I(αi = αl)](1 − xij) + b0jh

と計算される．上記の変分パラメタの更新に現れる期待値は

Eq(αi)[I(αi = αl)] = ril,(4.23)

Eq(θjh)[log θjh] = ψ(a∗jh) − ψ(a∗jh + b∗jh),(4.24)

Eq(θjh)[log(1 − θjh)] = ψ(b∗jh) − ψ(a∗jh + b∗jh),(4.25)

Eq(π)[log πl] = ψ(δ∗l ) − ψ

(
L∑

l=1

δ∗l

)
(4.26)

と計算される．ここで，ψ(·)はディガンマ関数であり d
dx

log Γ(x) =
∫∞
0
y(x−1) exp(−y)dyと定

義される．
DCM に対する変分ベイズアルゴリズムは以下のようになる．まず，変分パラメタ

A∗ = {a∗jh}J,Hj

j,h , B∗ = {B∗
jh}J,Hj

j,h , δ∗ = (δ∗1 , . . . , δ
∗
L)� を初期化し，q(αi), ∀i, の変分パラメタ

を式（4.18）により更新する（変分 E-step）．混合比率パラメタと項目パラメタの変分事後分布
q(π) と q(θjh), ∀j, h, の変分パラメタを式（4.20）と（4.22）により更新する（変分 M-step）．変分
E-stepおよび変分M-stepを収束基準（例えば，l(q)の変化量が 1 > ε > 0以下になる，など）を
満足するまで，変分 E-stepと変分M-stepを反復する．上記の更新式により l(q)が単調に増加
することが保証されている．最後に，得られた変分事後分布をもとにその期待値・中央値や分
散などの要約統計量をパラメタの点推定値や事後分散の推定値とすればよい．
ここで示した変分ベイズアルゴリズムは，単調性を完全に満足した事後分布の構成はできて



110 統計数理 第 72 巻 第 1 号 2024

いない点に注意が必要である．Yamaguchi and Okada（2020c）では，事前分布の平均値が単調
性を満たすようにハイパーパラメタを調整しておく方法を提案し，シミュレーションや実デー
タ分析ではフルベイズ推定の場合と類似したの推定値を得ることができることを報告してい
る．しかし，当該の方法の理論的な性質は検討されていない．

5. （一般化）ノンパラメトリック推定法

最尤推定法とベイズ推定法はいずれもパラメトリックな DCMの推定法である．すなわち，
これらの方法では DCMの最終的なアウトプットであるアトリビュート習得パタンとモデル
のパラメタの両方を仮定していた．これらの方法はサンプルサイズが小さい場合にはアトリ
ビュート習得パタンの推定が安定しないといった問題を持つとされている．これらの推定法に
対して，正答確率パラメタや混合比率パラメタといったモデルパラメタを仮定せずにアトリ
ビュート習得パタンを推定する方法として，（一般化）ノンパラメトリック推定法（generalized
non-parametric method）も提案されている（Chiu and Douglas, 2013; Chiu et al., 2018）．加え
て，Ma et al.（2023a）はノンパラメトリック推定法とパラメトリック法の関連を議論し，これ
らを統一的に表現できる損失関数に基づく推定法を提案した．本章では，基本的なノンパラメ
トリック推定法を示し，さらに一般化ノンパラメトリック推定法についても示す．
後述するように，（一般化）ノンパラメトリック推定法で用いられる損失関数では DINAモデ

ルや DINO（deterministic input noisy “OR”-gate）モデル（Templin and Henson, 2006）といった
具体的なデータ生成モデルを仮定しているように見える．しかし，（一般化）ノンパラメトリッ
ク推定法によるアトリビュート習得パタンの推定値は，データ生成モデルが DINAモデルや
DINOモデルでなくとも一致性があることが示されている．
まず，Wang and Douglas（2015）はノンパラメトリック推定法によるアトリビュート習得パ

タンの推定値の一致性を証明した．より具体的には，DINAモデルを含む結合的（非補償的）な
DCMをデータ生成モデルし，既知の Q行列のもとで，ノンパラメトリック推定法によるアト
リビュート習得パタンが一致的であるための項目反応関数について必要な条件は以下の 2つ
であることが示されている（Wang and Douglas, 2015, p. 99）．第 1の条件は，それぞれの項目
に対して項目の正答に必要なアトリビュートを習得している場合の正答確率が 0.5以上である
ことで，第 2の条件は項目の正答に必要なアトリビュートを習得していない場合の正答確率が
0.5未満であることである．データ生成モデルがこれらの条件を満足している場合，ノンパラ
メトリック推定法によるアトリビュート習得パタンの推定値は，個人ごとに，項目数の増加に
伴って一致的であることが示されている．
さらに，Chiu and Köhn（2019）は一般化ノンパラメトリック推定法によるアトリビュート習
得パタンの推定値の一致性を証明した．この一致性は，データ生成モデルが LCDMと同等の
一般的な DCMである generalized DINAモデル（de la Torre, 2011）で表現できるモデルに対し
て，一定の仮定のもと成り立つものである（Chiu and Köhn, 2019, p. 841, Theorem 2）．これは
すなわち，データ生成モデルがよく利用される DCMの範囲では，一般化ノンパラメトリック
推定法のよるアトリビュート習得パタンの推定値が統計的に望ましい性質を有しており，この
推定法を用いる根拠があることを意味している．この意味で，一般化ノンパラメトリック推定
法は，パラメトリックなモデルを仮定した推定法と同様に一般に利用できる方法であるとい
える．

5.1 ノンパラメトリック推定法
ここから，具体的なノンパラメトリック推定法について説明する．ノンパラメトリック推定



近年の診断分類モデルの推定法の展開 111

法で用いる距離関数を定義するために理想反応（ideal response）を定義する．DINAモデルにお
ける理想反応は

ηDINA
j (αl) =

K∏
k=1

α
qjk

lk(5.1)

で定義される．ここで，00 は 1と定義する．理想反応 ηj(αl)は，l番目のアトリビュート習得
パタンが項目 j で測定されているアトリビュートをすべて習得しているものであれば 1，そう
でなければ 0を取る変数であり，誤差がない場合の l 番目のアトリビュート習得パタンの項
目 j への正答・誤答を表している．さて，この理想反応と実際の項目反応とのハミング距離
（Hamming distance）dh(·)を

dh(xi,η
DINA(αl)) =

J∑
j=1

|xij − ηDINA
j (αl)| =

J∑
j=1

∣∣∣∣∣xij −
K∏

k=1

α
qjk

lk

∣∣∣∣∣(5.2)

とする．ただし，ηDINA(αl) = (ηDINA
1 (αl), . . . , η

DINA
J (αl))

� である．ノンパラメトリック推
定法は，xi,ηi 間の距離を適当に定め，

α̂i = argmin
αl

{dh(xi,η
DINA(αl))}(5.3)

と距離関数を最小化するアトリビュート習得パタンを推定値とする方法である．距離関数の定
義として，重み付きハミング距離（weighted Hamming distance）を用いることもでき，その場合
の距離関数 dwh(·)は

dwh(xi,η
DINA(αl)) =

J∑
j=1

1

p̄j(1 − p̄j)
|xij − ηj(αl)| =

J∑
j=1

1

p̄j(1 − p̄j)

∣∣∣∣∣xij −
K∏

k=1

α
qjk

ik

∣∣∣∣∣(5.4)

と定義される．ここで p̄j = 1
I

∑I
i=1 xij で定義される項目 j の正答確率である．なお，距離関

数を最小化するアトリビュート習得パタンが複数ある場合には，それらのなかから一様にラン
ダムで一つのパタンを選択するという操作が必要になる．この手続きは一般化ノンパラメト
リック推定法においても必要である．

5.2 一般化ノンパラメトリック推定法
一般化ノンパラメトリック推定法では DINAモデルの理想反応に加えて，DINOモデルの理
想反応

ηDINO
j (αl) = 1 −

K∏
k=1

(1 − αlk)qjk(5.5)

を用いる．ηDINO
j (αl)は項目 j で必要なアトリビュートのうち少なくとも 1つ習得している

パタンであれば 1，そうでなければ 0となる．すなわち，ηDINO
j (αl) = 0となるのは項目 j で

必要なアトリビュートを全く習得していない場合とも考えられる．さらに，重み wlj（ただし，
0 ≤ wlj ≤ 1）を導入し，重み付き理想反応（weighted ideal response）η(w)

j (αl)を

η
(w)
j (αl) = wljη

DINA
j (αl) + (1 − wlj)η

DINO
j (αl)(5.6)

と定義する．重み wlj は項目 j の反応が DINA的か DINO的かどうかをあらわしている．
この重み付き理想反応と項目反応の距離関数を
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dg(xj , η
(w)
j (αl)) =

I∑
i=1

I(αi = αl)(xij − η
(w)
j (αl))

2(5.7)

とする．このとき，上記の距離関数を最小化する重みは

ŵlj =

∑I
i=1 I(αi = αl)(xij − ηDINO

j (αl))
2

(
∑I

i=1 I(αi = αl))(ηDINA
j (αl) − ηDINO

j (αl))
(5.8)

となる．この推定された重みを用いた重み付き理想反応を η̂
(w)
j (αl)とし，アトリビュート習得

パタンを推定するための損失関数を

dg(xi, η̂
(w)(αl)) =

J∑
j=1

(xij − η̂
(w)
j (αl))

2(5.9)

とする．ただし，η̂(w)(αl) = (η̂
(w)
1 (αl), . . . , η̂

(w)
J (αl))

�である．上記の重みを用いて，一般化ノ
ンパラメトリック推定法によるアトリビュート習得パタンは

α̂i = argmin
αl

{dg(xi, η̂
(w)(αl))}(5.10)

と推定される．
以上で見たように，一般化ノンパラメトリック推定法においては，まずアトリビュート習得

パタンの初期値を決め，次に重みパラメタを式（5.8）により更新する．この更新された重みを用
いて式（5.10）によりアトリビュート習得パタンを更新し，再度重み wlj の更新を行う．このよ
うに，重みとアトリビュート習得パタンの更新を，アトリビュート習得パタンの変化が十分に
小さくなるまで反復するのが一般化ノンパラメトリック推定法の手続きである．アトリビュー
ト習得パタンの初期値としては通常のノンパラメトリック推定法による推定値を用いる．
このように一般化ノンパラメトリック推定法においては，補償的な（あるいは disjunctive）

DCMの理想反応と非補償的な（あるいは conjunctiveな）ものを組み合わせる方法を用いてい
る．パラメトリック法においても，Yamaguchi and Okada（2020a）は DINAモデルと DINOモ
デルの項目反応関数の混合モデルとしての Hybrid DCMを提案しており，一般化ノンパラメト
リック推定法とも類似した考え方をしている．

6. 推定法の選択

ここまで，最尤推定法，ベイズ推定法，ノンパラメトリック推定法の観点から DCMのパラ
メタ推定についてレビューを行った．本節では，これらのパラメタ推定法について，どのよう
な場合にどのような方法を選択するのが望ましいのか，パラメタ推定法の特徴を踏まえて議論
を行う．特に，サンプルサイズの大小とテスト項目数（多い・少ない）の組み合わせの観点から
整理を行う．
まず，小サンプル・小項目数の状況は，例えばクラスルームの簡単な確認テストのような状

況とみなすことができる．DCMが学習改善のための情報をテストから引き出すための統計モ
デルであることに鑑みると，小サンプル・小項目数の状況における DCMのパラメタ推定を考
察することに意義はあるだろう．ただし，この状況はデータが多くないため，そもそも複雑な
統計モデルの推定が容易ではない状況であるという点に留意する必要がある．この状況では，
サンプルサイズが小さく，また項目数も多くないため最尤推定ベースの推定法の適用は難しい
だろう．この場合には，計算量が多くなったとしても，事前情報を含めたフルベイズ推定を行
うのが望ましい可能性がある．ただし，ベイズ推定法の利用のためにはパラメトリックモデル
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の特定が必要である点に注意が必要である．また，データが少ないため，事前情報が強すぎる
とデータからアトリビュート推定を行う意味も薄くなってしまう点にも注意しなければならな
い．ノンパラメトリック推定法は，データが少ない場合でもアトリビュート習得パタンの推定
がある程度正確であることが数値実験で示されているが，Q行列の特定が正しい必要がある．
項目数が少ない場合には，ノンパラメトリック推定法であっても，アトリビュート習得パタン
の推定が安定しにくい可能性もあるので，やはり注意が必要だろう．小サンプル・小項目数の
状況でパラメトリックモデルを用いたい場合には，事前に項目パラメタを推定済の項目プール
を用意しおくことなど，工夫が必要になると思われる．
次に，小サンプル・大項目数の状況は，例えばクラスルームの定期テストや 1年の学習成果

を振り返るようなまとめテストや定期テストなどの状況が考えられる．多くの項目数が利用で
きるという点では，先のノンパラメトリック推定法の利用が第 1の選択肢に挙がるだろう．特
に，制約がより少ない一般化ノンパラメトリック推定法が利用しやすいと考えられる．また，
小サンプル・小項目数の状況と同様に，ベイズ推定法も候補に挙がる．一つ一つの項目パラ
メタの推定には不確実性がありながらも，ベイズ推測においてはそれらを考慮して，アトリ
ビュート習得パタンの推定ができると考えられるからである．ただし，MAP推定は，アトリ
ビュート習得パタンの推定の際に，最尤推定のように項目パラメタの点推定値を使うため，項
目パラメタの推定の不確実性は考慮しにくいと考えられる．もし，アトリビュートの数が多い
場合や推定時間を短縮したい場合には，変分ベイズ推定法も利用できるだろう．最尤推定法
は，やはり項目パラメタの推定の際にサンプルサイズが小さいことが影響し，正確な項目パラ
メタの推定が難しい可能性がある．また，アトリビュート習得パタンの推定には，項目パラメ
タ推定値を固定する必要があるが，項目パラメタの不確実性を考慮できないため，最尤推定法
の利用には慎重になる必要がある．
さらに，大サンプル・小項目数の状況は，やや想定しにくいが，行政が行う標本調査の一部

に，簡単な学力調査が含まれているような状況などが考えられる．この場合，個々人のアトリ
ビュート習得パタンの推定を行うよりも，出題した項目の項目パラメタの特性や混合比率パラ
メタの推定に興味があると思われる．こうした状況であれば，最尤推定ベースの方法は，項目
パラメタの点推定値だけではなく，漸近論に依拠した標準誤差も利用できると考えられるた
め，周辺最尤推定法を用いた方法が良い可能性もある．また，やや探索的にデータ分析を行い
たい場合には，正則化推定法を用いてもよいだろう．MCMCを用いたベイズ的な方法は，サ
ンプルサイズが大きい状況では計算時間が長くなる傾向があるものの，最尤推定法とあまりか
わらない推定値が得られる可能性もあるので，積極的に用いる必要はないかもしれない．ただ
し，事前情報を積極的に活用した場合はその限りではない．この場合には，変分ベイズ推定法
やMAP推定法は，計算速度がMCMCより早いため，利用してもよいだろう．ノンパラメト
リック推定法は，その目的に鑑みて，大サンプル・小項目数の推定には適さないのではないか
と考えられる．ただし，他の推定法の初期値に用いるアトリビュート習得パタンをノンパラメ
トリック推定法により推定するという方略は，他の推定法の収束を早めることに繋がると期待
できる．
最後に，大サンプル・大項目数の状況は，PISA（Programme for International Student As-

sessment）調査や国際数学・理科教育動向調査（Trends in International Mathematics and Science
Study [TIMSS]）といった国際調査のような状況が思いつく．この場合，先の大サンプル・小項
目数の状況と類似して，個々人のアトリビュート習得パタンの推定は必ずしも最終的な目的で
はないと考えられる．また，この場合アトリビュート数が多くなるなど，モデルの規模も大き
くなると考えられる．こうした場合には，まず許容できる待ち時間で推定が実行できることが
望ましいので，変分ベイズ推定法や同時最尤推定法が候補に挙がる．ただし，同時最尤推定法
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は点推定値しか与えない方法であるので，標準誤差の算出は別途行う必要がある．周辺最尤推
定法やMCMC法による推定法は，計算コストが高くなりやすいで，大サンプル・大項目数か
つモデルが複雑な状況は使いにくいかもしれない．ノンパラメトリック推定法は大サンプル・
小項目数の状況と同様に初期値を推定する方法としての活用が考えられる．
以上のように，テストの分析状況や目的によって使いやすい推定法が変わることがわかる．

上記の議論から，大雑把に言って，サンプルサイズが小さい場合には，ノンパラメトリック推
定法や事前情報を加味できるベイズ推定法が使いやすく，サンプルサイズが大きい場合には計
算効率も考慮して，変分ベイズ推定法や同時・周辺最尤推定法が使いやすいと考えられる．

7. 総合考察

本稿では DCMのモデルパラメタ推定法について，現在提案されている方法を概観した．推
定法としては，主として最尤推定法，ベイズ推定法，およびノンパラメトリック推定法の 3つ
の方法を軸に発展がなされていた．最尤推定法においては，正則化推定法の活用がみられ，ベ
イズ推定法においては変分ベイズ推定法などの発展がみられた．正則化推定法や変分ベイズ推
定法など機械学習でも用いられている方法も積極的に利用されており，活発に研究が進んでい
ることがうかがえる．本研究でレビューを行った方法により，DCMにおいては基本的なパラ
メタ推定についての研究は概ねしつくされていると考えられる．
以下では，推定法についての残された課題について議論を行う．特に，発展的なモデルのパ

ラメタ推定，効率的な推定アルゴリズムの開発，より現実的な状況に即した推定法の開発の必
要性といった観点から議論する．
本研究でレビューした方法は，多値反応や多値アトリビュート習得を想定した場合に拡張さ

れている場合や，アトリビュート階層構造を含めた推定法につながる方法も多い．特に，診断
情報をより精緻にするために，反応時間やアンケート調査の状況などのテストへの解答パタン
以外の外部情報を取り入れたモデルの推定法も必要となる．こうしたモデルは一般にパラメタ
の数が増え，複雑化されていくと考えられる．そうした場合にも対応できるような効率的な推
定法の開発は今後重要な観点である．特に，ある時点までの診断情報を捉えつつ，その後の診
断を行ううえでは，最尤推定法よりもベイズ推定によるパラメタ更新を行えるような枠組みが
望ましいだろう．特にベイズ推定の中でも，計算量の少ない変分ベイズ推定法などは今後より
活用が期待できる推定法と考えられる．
こうした点に関連して，効率的な推定アルゴリズムの開発も必要となる．教育現場への情報

機器の普及に伴い，タブレット端末などを用いた学習も一般的になりつつある．こうした現状
においては，学習者のテストの反応パタン以外の普段の学習状況などのログデータも大量に取
得できると考えられる．また，学習の進展に伴い，アトリビュートの数も次第に増加すること
が想定できる．こうした複雑なモデルかつ大量のデータを用いて診断情報を即時的に提供する
ためには，効率的な推定アルゴリズムの開発が不可欠になると考えられる．この意味で，ノン
パラメトリック推定法などは高速に機能する方法として，有用であると考えられる．また，パ
ラメトリックな方法においても，変分ベイズ推定法のように，比較的計算量が少ない方法など
も提案されているものの，大規模なデータ状況下でも効率的に機能する方法を追求する意義は
大きいだろう．
さらに，DCMはその目的から，教室場面など比較的サンプルサイズが小さい状況での利用
も未だに一般的である．先の大量のデータにも対応できる推定法に加えて，こうした小サンプ
ルでも，アトリビュート習得パタンを安定して推定できる方法の開発も必要であろう．ノンパ
ラメトリック推定法は，こうした状況でも機能することがシミュレーションにより示されてい
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るが，パラメトリックな方法においてもこうした方法が望まれる．
本研究の限界として，Q行列の推定法についてはレビューを行わなかった点が挙げられる．

Q行列を含めたモデルの推定法も近年活発に研究がなされており，Q行列推定は DCMの理
論・応用の両側面から重要な観点と考えられる．Q行列推定はモデルパラメタの識別性とも関
係し，理論的にも高度な話題であり，DCMの応用研究者がそれらの原典を参照することは必
ずしも容易ではない．また，DCM研究者にとっても，先端的な課題として Q行列推定の現状
を日本語で参照できる包括的なレビューの価値は高いと考えられる．今後は，Q行列推定の方
法の展開の包括的なレビューが望まれる．
加えて，DCM は制約付き潜在クラスモデルとして，識別性など理論的な研究もなされて
いる．後述の Q行列の推定の話題とも関連して，DCMを現実的な場面で利用するためにも，
DCMの理論的な性質の検討は重要である．こうした理論的な発展の現状の解説も必要となる
だろう．
さらに，関連して，アトリビュート階層構造の推定法についても重要な研究関心である．

本研究では，構造化されていないアトリビュート習得パタンを想定したが，実際にはアトリ
ビュートには習得の順序関係などが想定される．こうしたアトリビュートの習得の順序関係に
ついて，理論的な想定のみならずデータから推定を行う方法も，DCMの応用を促す上で必要
な観点である．こうしたアトリビュート階層構造の推定法や関連する話題についても包括的な
レビューが必要と考えられる．
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Diagnostic classification models (DCMs) or cognitive diagnostic models (CDMs) are
a family of models that consider elements of cognitive abilities to solve test items named
“attributes” and classify test takers into attribute mastery patterns. DCMs are a useful
tool to analyze educational tests and have been applied to various tests. However, esti-
mation methods of DCMs have not been assessed in Japan. This study aimed to review
the current state of development of estimation methods of DCMs and to contribute to
improving the application and theoretical development of DCMs. As a result, estimation
methods were developed according to the maximum likelihood estimation, Bayesian es-
timation, and non-parametric estimation methods. In particular, regularization methods
in the maximum likelihood estimation and variational Bayes, which are relatively new
methods, were employed. Finally, the remaining estimation problems and future research
topics in this area were discussed.

Key words: Diagnostic classification models, cognitive diagnostic models, parameter estimation methods.


