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要 旨

全球の大気状態を高精度に推定することは，大気のカオス性によって難しい科学的問題と
なっている．データ同化は，大気に関する膨大な情報を確率密度関数間の関係式（ベイズの定
理）を用いて無矛盾に統合することで，これを可能にする枠組みである．特にモデル予測の誤差
共分散行列（背景誤差共分散行列; Background Error Covariance Matrix: BECM）は複雑な時空
間構造を持つため，これを精度良く推定することは大気解析の主要研究課題となっている．本
論文は，変分法による全球大気解析における BECMの定式化のレビューであり，特に変分法で
重要な BECMの根に焦点を当てる．近年，アンサンブル予報と局所化による高精度な BECM
の根の表現によって大気解析精度の向上が顕著であり，このような BECMの根として 4つの
行列表現がある．これらの表現には，相互関係が完全に示されていない等の課題がある．近
年，BECMの根の一般形が示され，これらの行列表現はいずれも一般形から演繹されること等
が示された．また，BECMの根の非正則性の問題についても，理論の近似精度の下での不定性
の自由度を使って正則性を維持できることや，特定の最小化アルゴリズムについて根の非正則
性が解に影響しないことが示されている．

キーワード：データ同化，変分法，大気科学，背景誤差共分散行列，アンサンブル，
局所化．

1. はじめに

全球の大気状態を（系の時間発展を予測できる程度に）高精度に推定することは，大気のカオ
ス性（Lorenz, 1963）によって大自由度系の状態推定問題となるため，大気科学，統計数理，大
規模数値計算，地球観測等の複数の科学分野を含む難しい科学的研究課題である．それはまた
大気科学や社会基盤情報となる気象や気候予測に不可欠である．データ同化は，確率密度関数
（Probability Density Function: PDF）の間に成り立つ関係式（ベイズの定理）を用いて，大気状
態に関する膨大な情報を無矛盾に統合することで，これを可能にする枠組みである．データ同
化では，各情報（観測やモデル予測）の PDFを適切に推定して状態推定に用いる必要があり，
特にモデル予測の PDFは複雑な時空間構造を持つため，これを精度良く推定することは，大
気状態推定研究の主要研究課題となっている．PDFをガウス分布で近似する場合は背景誤差
共分散行列（Background Error Covariance Matrix: BECM）の推定に帰着する．
大気解析におけるデータ同化は，数値天気予報（Numerical Weather Prediction: NWP）の初
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期値生成手法として，数値計算機や観測システムとともに発展してきた（Lewis et al., 2006;
Kalnay, 2003）．関数当てはめ法（Panofsky, 1949; Gilchrist and Cressman, 1954）や繰り返し修
正法（Bergthórsson and Döös, 1955; Cressman, 1959; Barnes, 1964）に始まり，不偏最小分散
推定を近似した最適内挿法（Eliassen, 1954; Gandin, 1963），その後も，変分法（Sasaki, 1958,
1969, 1970; Thompson, 1969; Parrish and Derber, 1992; Courtier et al., 1994; Rabier et al., 2000;
Mahfouf and Rabier, 2000; Klinker et al., 2000）やアンサンブルカルマンフィルタ（Kalman,
1960; Kalman and Bucy, 1961; Evensen, 1994; Houtekamer et al., 2005）と発展してきた．Lorenc
（1986）では，変分法とベイズ推定との関係が明瞭に示されている．大気解析の研究は，利用可
能な観測や計算資源の下で，ベイズ推定の良い近似系を構成することであるともいえる．これ
は，NWPモデルがバランス方程式系からはじまり，近似の精緻化と緩和をしながら発展して
きたのと同様である．近年の NWPでは，PDFのガウス分布近似と接線型近似が主な近似とし
て残っており（Lewis et al., 2006; Kalnay, 2003），これらの近似を精緻化及び緩和するための研
究が継続している．
本論文は，大気状態解析のための変分法を用いたデータ同化における BECMの定式化につい

て，特にアンサンブル予報と局所化（Gaspari and Cohn, 1999; Houtekamer and Mitchell, 2001,
2005）を使った流れ依存性（気象場への依存性）の導入をレビューする．全球大気解析において
は，解析場の物理的な整合性が特に重要となる．変分法は全球を分割せずに一度で解析できる
点で全球大気解析に適している．変分法の BECMは，気候学的なバランスを表現することか
らはじまったが（Courtier et al., 1994），観測の増強や計算機性能の向上により，アンサンブ
ル予報と局所化を組み合わせることで気象場に依存した時々刻々変化する誤差構造の表現が可
能になり，解析や予測精度が大きく改善している（Buehner et al., 2010a, 2010b）．変分法への
流れ依存性の導入は，変分法及びそれによる衛星輝度温度観測の直接同化の導入以降，大気解
析の精度向上に最も寄与した高度化の一つである．変分法による大気解析では，大自由度系の
最小化問題の条件数を 1に近づけて収束性を改善すると同時に逆行列計算を回避するために，
BECMの根が不可欠である．流れ依存した BECMの根の定式化としては，4つの行列表現が
知られており，Lorenc（2003），Buehner（2005），Liu et al.（2009），Bishop and Hodyss（2009）
で提示されたものである．これらは BECMの精度向上に寄与するとともに，局所化による解析
の自由度の増加を明瞭に示している．一方で，これらは比較的複雑な表現となっており，互い
の関係や，導出過程，式の操作性が低いなどの問題があった．Wang et al.（2007）では，Lorenc
（2003）と Buehner（2005）の行列表現の同一性が示されている．近年，BECMの根の一般形（統
一形）の定式化が与えられ，行列表現は一般形から導かれ，すべての表現が等価であることが
示され，一般形はまた簡便な表現となっているため操作性も向上した（Ishibashi, 2015）．

BECMの根には非正則性の問題がある．つまり，BECMの根の逆が存在しないために，解
析変数を BECMの根と制御変数の積として変数変換した場合の制御変数の共分散行列が恒等
行列であることを別途仮定しなければならない．近年この問題についても，2つの方向で進展
があり，制御変数の共分散行列を恒等行列とすることの妥当性が証明されている．一つは，物
理的考察に基づくものであり，理論の近似精度の範囲での不定性の自由度を用いて BECMの
根の正則性を維持するものであり，この方法では，BECMの根だけでなく，BECM自体の非
正則性も取り扱える（Ishibashi, 2015）．もう一方の方法は，正則な BECMで根が非正則な場合
で，かつ最小化アルゴリズムが BECMの根の転置空間で解を探索する場合に，BECMの根の
非正則性が解に影響しないことを示した（Ménétrier and Auligné, 2015）．これらにより非正則
な BECMやその根を用いたデータ同化の妥当性は保証されている．
以下では，見通しを良くするために，はじめに第 2章で，BECMの根の一般形（Ishibashi,

2015）をレビューした後，第 3 章で 4 つの行列表現（Lorenc, 2003; Buehner, 2005; Liu et al.,
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2009; Bishop and Hodyss, 2009），第 4章で一般形から 4つの行列表現の導出（Ishibashi, 2015）を
レビューする．第 5章では，非正則な BECMやその根の問題について，2つの研究（Ishibashi,
2015; Ménétrier and Auligné, 2015）をレビューする．第 6章はまとめである．

2. BECMの根の一般形

2.1 大気解析のための変分法データ同化の概要
はじめに大気解析のための変分法データ同化の概要を見ておく（Kalnay, 2003; Lewis et al.,

2006）．離散化した大気状態を N 次元実ベクトル xで表す．xの各要素は，例えば，大気を 3
次元の格子と時間で離散化した場合は，各格子点の各時刻の大気状態を表す各物理量（気温，風
速，水蒸気量等）である．xの存在するベクトル空間をモデル空間と呼ぶ．大気状態について
の観測や数値モデル予測等の情報を Z 次元実ベクトル z で表す．ベイズの定理によって次式
が成り立つ．

(2.1) P (x|z) = P (z|x)P (x)/P (z)

ここで，P (a)は事象 aが起こる確率を表す PDF，P (a|b)は bが起こっているときに aが起こ
る条件付き PDFを表す．左辺を最大にする xが，zのもとで最も確からしい大気状態である．
大気状態を知るためには（2.1）の右辺の PDFを十分な精度で構築する必要がある．PDFは気象
場に依存するため，その流れ依存性の表現精度は解析精度を決める重要な要素である．情報 z

として観測データ y（P 次元実ベクトル）とモデル予測（背景場）xb（N 次元実ベクトル）を考え，
これらが各々共分散行列 Rと B な独立なガウス分布に従うと仮定すると，最も確からしい大
気状態は，以下の評価関数を最小にする xとして得られる．

(2.2) J(x) = 1
2(x − xb)T B−1(x − xb) + 1

2(y − H(x))T R−1(y − H(x))

ここで，H(x)は観測演算子であり，xを観測量に変換する関数である．誤差共分散行列は一
般に気象場への依存性を持ち，特に背景誤差共分散行列で顕著である．NWPの全球大気解析
では，N は 108，P は 106 程度であるので，この形のままでは最小化は困難である．そこで，
B = UUT を満たす B の根 U によって，x − xb = Uξで変数変換するとともに（ξは制御変数
と呼ばれる），y − H(x) ∼= d − HUξ，H = (∂H(x)/∂x)xb，d = y − H(xb)のように接線型展
開すると，次式を得る．

(2.3) J(ξ) ∼= 1
2ξT ξ + 1

2(d − HUξ)T R−1(d − HUξ)

ここで，Bの流れ依存性からU も流れ依存性をもつが，大気状態を解析インクリメント（x−xb）
程度変化させたときの U の変化は，接線型展開の 2次の効果であり無視できるため，式（2.3）
は ξ の各要素について 2次関数になっている．式（2.3）では，ヘッセ行列の多くの要素は 1で，
B−1 の計算も含まれないため，最小化アルゴリズム（準ニュートン法や共役勾配法）での最小化
が可能である．（2.1）の右辺の PDFを十分な精度で構築するには，U を流れ依存性も含めて十
分な精度で構築することが重要である．式（2.3）の導出では，UT B−1U = I が成り立っている
必要がある．U が正則でない場合の妥当性については第 5章で見る．

2.2 BECMの根の一般形（Ishibashi, 2015）
アンサンブル予報と局所化行列によって BECMは次式で表される．

Bμ,ν = Cμ,ν

∑
m

Xμ,mXν,m(2.4)
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ここで，Bμ,ν はBの (μ, ν)成分，Cμ,ν は N×N 次元の局所化行列 C の (μ, ν)成分，Xμ,m は，
アンサンブル摂動行列X の (μ, m)成分であり，M メンバのアンサンブル予報のm番目のメン
バの μ番目の要素のアンサンブル平均からの偏差を

√
M − 1 で規格化した値である．式（2.4）

は，アンサンブル予報による流れ依存性を含む BECMの表現
∑

m
Xμ,mXν,m に，局所化行列

で時空間的に離れた要素同士の相関が小さいなどの情報を加えることで，BECMを構成してい
る．BECMの根を得るには局所化行列を固有値分解等で対称に分割する．

Cμ,ν =
∑

a

Sμ,aSν,a(2.5)

ここで，Sμ,a は，C の根である N×A実行列 S の (μ, a)成分であり，Aはモード数である．C

をガウス関数で表す場合などでは，固有値の上位 99%までで近似すれば，自由度は大幅に減ら
すことができる．BECMの根は次式で得られる．

Bμ,ν =
∑
m,a

Xμ,mSμ,aXν,mSν,a =
∑
m,a

Uμ,m,aUν,m,a

Uμ,m,a = Xμ,mSμ,a

(2.6)

BECMは，3つの添え字を持った量（テンソル）Uμ,m,a の後ろ 2つの添え字を縮約して得られ
る．つまり，Uμ,m,a は BECMの根である．このときBのランクはMAまたは N 以下である．
縮約する添え字を列，しない添え字を行として要素を並べ，Uμ,m,a を N×MA行列として扱う
と，通常の行列積で，B = UUT である．解析変数の変数変換は次式である．

δxμ =
∑
m,a

Uμ,m,aξm,a(2.7)

アンサンブルメンバ数と局所化行列の根のモード数の積が制御変数の自由度となる．
局所化行列の自由度を下げる場合は次式である．

Cμ,ν = cρ(μ),ρ(ν) =
∑

a

sρ(μ),asρ(ν),a(2.8)

例えば，格子の水平位置だけに依存させる場合は，ρ(μ)は水平格子位置を返す関数である．局
所化を複数の演算子の積で表現する場合の BECMの根も同様に次式で与えられる．

Cμ,ν = CT
μ,νCH

μ,νCZ
μ,ν =

(∑
t

Tμ,tTν,t

) (∑
h

Hμ,hHν,h

) (∑
z

Zμ,zZν,z

)
(2.9)

=
∑
t,h,z

(Tμ,tHμ,hZμ,z)(Tν,tHν,hZν,z)

(2.10) Bμ,ν =
∑

t,h,z,m

Uμ,t,h,z,mUν,t,h,z,m

(2.11) Uμ,t,h,z,m = Tμ,tHμ,hZμ,zXμ,m

ここで，CT
μ,ν , CH

μ,ν , CZ
μ,ν は各々，時間，水平，鉛直方向の局所化行列の (μ, ν) 成分である．

Tμ,t, Hμ,h, Zμ,z は，各々，時間，水平，鉛直方向の局所化行列の根の成分である．
以上のように一般形では BECMの根は BECMから直接得られ，実装で不可欠となる自由度
の抑制や複数の局所化行列の積表現を導入した場合でも表現は複雑化しない．
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3. BECMの根の 4つの行列表示

ここでは，4つの行列表現を見ていく．

3.1 Lorenc（2003）の行列表現
Lorenc（2003）の行列表現での，解析変数の変換は次式である．

(3.1) δx = (X ◦ α)1

ここでX ◦ αは行列X と αの要素積である．評価関数の背景項 Jb は次式である．

(3.2) 2Jb = T r(αT C−1α)

ここで，αは制御変数であり N×M 次元行列，1は全要素が 1のM 次元ベクトルである．変
数変換は要素積を含み，制御変数は行列となっており，元の評価関数（2.3）の背景項と比べると
ガウス分布との対応等，意味がわかりにくいが，アンサンブルメンバごとに N 次元制御変数
ベクトルがあり，その共分散行列が C である．制御変数は各アンサンブルメンバの要素積に
よる修正量を決めていると解釈できる．Lorenc（2003）ではこれらの導出過程は顕わに示され
ていないが，局所化しない場合の式，δx = Xβ，2Jb = βT βを拡張したものであり，局所化し
ない場合には解析変数 βはアンサンブルメンバの重みを全球一様に決めてしまうのに対し，制
御変数に格子点への依存性をもたせ，その依存性は局所化行列を共分散行列とするように決め
られていると見ることができる．この表示は，アンサンブルを用いた BECMの根を用いて変
分法で解析を行う研究の最初のものであり，比較的複雑な表示は発見的な定式化のためと推測
する．式（3.2）の背景項をもった評価関数を実際に最小化することは，C の逆行列計算や条件
数の問題で難しい．そもそも多くの場合 C の逆行列は存在しない．このため，C の根や C 自
体によるさらなる変数変換が必要である．

3.2 行列積表現
（a）Buehner（2005）の表現
Buehner（2005）の BECMの根の行列表現は次式である．

(3.3) U = (X̃1S, . . . , X̃M S)

ここで，X̃m は N×N 行列であり，その (μ, ν) 要素は X̃m
μ,ν ≡ Xμ,mδμ,ν で与えられる．δμ,ν

はクロネッカーのデルタである（N×N 単位行列の (μ, ν）成分）．S は N×A行列であり，その
(μ, a)要素は Sμ,a で与えられる．U は，N×MA行列である．制御変数 ξ は，MA次元ベクト
ルで，その成分は，(m, a) = (1, 1), (1, 2), . . . , (M, A)の順である．Lorenc（2003）の表現と比べ
ると，制御変数の共分散行列は恒等行列になり，通常の行列積で表現されている．

（b）その他の行列積表現
行列を使った表現は他にも構成でき，例えば次式がある（Ishibashi, 2015）．

(3.4) U = (S̃1X, . . . , S̃AX)

ここで，S̃a は N×N 行列であり，その (μ, ν) 要素は S̃a
μ,ν ≡ Sμ,aδμ,ν で与えられる．Buehner

（2005）の表現とは列の並び順だけ異なる．

3.3 要素積表現
（a）Liu et al.（2009）の要素積表現
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Liu et al.（2009）の要素積表現は次式である．

(3.5) U = (X̂1 ◦ S, . . . , X̂M ◦ S)

ここで，X̂mはN×A行列であり，その (μ, a)要素は X̂m
μ,a ≡ Xμ,mで与えられる．U は，N×MA

行列である．Lorenc（2003）の表現と比べると，制御変数の共分散行列は恒等行列になり，通常
の要素積で表現されている．

（b）要素積表現 2（Ishibashi, 2015）
行列積表現 2と同様に S とX を入れ替えると，N×M 行列の要素積での表現も得られる．

（c）要素積表現 3
別の要素積表現として次式もある（Bishop and Hodyss, 2009）．

(3.6) U = (x1 ◦ s1, x1 ◦ s2, . . . , xM ◦ sA)

ここで，xm と sa は，N 次元ベクトルでその μ成分は各々，Xμ,m，Sμ,a である．

3.4 変調積（Modulation product）表示（Bishop and Hodyss, 2009）
Bishop and Hodyss（2009）では，変調積演算 Δを定義して以下の太字表現を構成した．

(3.7) U = (x1 ◦ s1, x1 ◦ s2, . . . , xM ◦ sA) ≡ XΔS

変調積演算は要素積演算をまとめたものである．変調積表示（3.7）は，要素積表現 3（3.6）と数
学的に同一であるが，変調積を定義することで表示を簡素化し，操作性を向上させる意図が
あった．

3.5 問題点
いずれの行列表現も，UUT = B を示すことで B の根であることは確認されている．しか
し，なぜこの形なのか，4つの行列表現の関係が明らかでない，表現が比較的複雑なため操作
性が低いことが課題としてある．局所化行列は複数の行列の要素積で表現されることが多い
が，その場合はこれらの行列表現はより複雑になる．

4. 一般形から行列表現の導出（Ishibashi, 2015）

ここでは，一般形から，4つの行列表現を演繹して，4つの表現の同一性を示すとともに，行
列表現を解釈する．

4.1 Lorenc（2003）の表現
一般形の変数変換（2.7）のモード和だけ先にとると次式の中間変数を得る．

αμ.m =
∑

a

Sμ,aξm,a(4.1)

変数変換（2.7）は，αμ,m を使って書くと次式を得る．

δxμ =
∑
m,a

Xμ,mSμ,aξm,a =
∑

m

Xμ,mαμ.m(4.2)

これは行列表現では，
δx = (X ◦ α)1
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であり，Lorenc（2003）の表現の式（3.1）が導出された．
一般形の背景項は次式のように書き直せる．

2Jb =
∑
m,a

ξm,aξm,a =
∑

m,a,b

ξm,aξm,bδa,b =
∑

m,a,b,μ,ν

ξm,aξm,bSμ,aC−1
μ,νSν,b(4.3)

=
∑

m,μ,ν

αμ.mαν.mC−1
μ,ν

これは Lorenc（2003）の行列表現の背景項（3.2）である．第 3等号は式（2.3）と同種の仮定が必要
であるが，これについては第 5章で論じる．
以上より，Lorenc（2003）の行列表現は，一般形の制御変数と局所化行列の根について局所化

行列のモードの自由度を縮約して生成されるモデル次元とアンサンブル次元の自由度をもった
中間変数を制御変数として表現したものと解釈できる．

4.2 Buehner（2005）の表現
一般形の BECMの根（2.6）は次式のように変形できる．

Uμ,m,a = Xμ,mSμ,a =
∑

ν

Xν,mδμ,νSν,a =
∑

ν

X̃m
μ,νSν,a(4.4)

ここで，X̃m
μ,ν = Xν,mδμ,ν を定義した．X̃m

μ,ν を N×N 行列 X̃m の (μ, ν)成分とみなすと，これ
は Buehner（2005）の行列表現の式（3.3）である．Buehner（2005）の行列表示は，BECMの根を
行列積で表現するための表示方法の一つと解釈できる．

4.3 Liu et al.（2009）の表現
一般形の BECMの根（2.6）は次式のように変形できる．

(4.5) Uμ,m,a = Xμ,mSμ,a = X̂m
μ,aSμ,a

ここで，X̂m
μ,a = Xμ,m を導入した．これは Liu et al.（2009）の行列表現（3.5）である．Liu et al.

（2009）の行列表現は，BECMの根を要素積で表現するための表示方法の一つと解釈できる．

4.4 Bishop and Hodyss（2009）の表現
一般形の BECMの根（2.6）は次式のように変形できる．

(4.6) Uμ,m,a = Xμ,mSμ,a = xm
μ sa

μ

ここで，xm
μ = Xμ,m，sa

μ = Sμ,a である．これは Bishop and Hodyss（2009）の行列表示（3.7）で
ある．Bishop and Hodyss（2009）の行列表現は，BECMの根を要素積で表現するための表示方
法の一つであり，また，変調積という演算としてまとめて表記することで，表示の簡素化を
図った表現と解釈できる．

4.5 4つの行列表現の関係と位置づけ
以上により，4つの行列表現は一般形から導かれ，同一であることがわかった．また，各表
現について一般形との関係を見ることで，各行列表現の意味を解釈した．

5. 正則でない根の妥当性の証明

正則でない BECMや BECMの根については，式（2.3）の導出が数学的に正しくなくなる問題
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がある．通常は，制御変数の共分散行列は恒等行列であるという仮定を追加するなどして問題
にしないが，これは結局，UT B−1U = I であると近似するということであり，問題は解消し
ない．Ishibashi（2015）やMénétrier and Auligné（2015）ではこれについて，明示的な解析が行
われ，妥当性が証明された．

5.1 最小化アルゴリズムの性質に基づいた妥当性の証明（Ménétrier and Auligné, 2015）
最小化アルゴリズムでは，繰り返し計算によって評価関数を最小化する．ηをモデル空間の任
意のベクトルとして，解の探索方向がUT η の形である場合は，ξ = UT η であり，UT B−1U �= I

であっても，次式が成り立つ．

2J(ξ) = ξT UT B−1UUT η + (d − HUξ)T R−1(d − HUξ)(5.1)

= ξT ξ + (d − HUξ)T R−1(d − HUξ)

∂J(ξ)/∂ξ = UT B−1UUT η + UT HT R−1(d − HUξ)(5.2)

= ξ + UT HT R−1(d − HUξ)

これらは，UT B−1U = I のときの評価関数（2.3）とその勾配に一致する．したがって，このよ
うな最小化アルゴリズムでは，U の非正則性は解に影響せず，評価関数（2.3）を用いて数値計
算して良いことがわかる．共役勾配法では，解の探索方向が UT ηの形であるため，以上の結
果が成り立つ．
解の探索方向が UT η の形でない最小化アルゴリズム（例えば準ニュートン法）については，

Ménétrier and Auligné（2015）の結果は直接使えないが，これらのアルゴリズムの探査方向も，
仮想的に UT η ベクトルの重ね合わせで十分な精度で表現できると考えられるので，以上の議
論はこれらのアルゴリズムについても妥当だろう．

5.2 理論の近似精度の範囲での不定性の自由度を用いた妥当性の証明（Ishibashi, 2015）
はじめに表記の簡素化のために，本項では式（2.6）でアンサンブルメンバと局所化行列のモー
ドの自由度を添え字 gでまとめて書くことにする．MA = Gとして BECMは次式である．

Bμ,ν =
∑

g

Uμ,gUν,g(5.3)

（a）非正則な BECMの場合 G ≤ N

BECMやその根の逆は存在しないので，式（2.3）は成り立たない．しかし，以下に示すように
BECMの近似精度の範囲での不定性の自由度を利用することで，BECMやその根に正則性を
持たせて，式（2.3）の妥当性を維持することができる．式（2.6）の Uμ,ν を次式のように拡張する．

Ūμ,ν =

{
Uμ,ν ν ≤ G

εμ,ν G + 1 ≤ ν ≤ N
(5.4)

ここで，εμ,ν は，Uμ,ν に比べて微小な量であり，各列は一次独立であるとする．Uμ,ν の各列
が一次独立であれば，Ūμ,ν は正則である．Uμ,ν が

∑
m

Xμ,m = 0などの拘束条件で一次従属な
列を含む場合でも，Uμ,ν に微小量を加えることで一次独立にできる．BECMを式（2.4）で近似
する近似精度の範囲で次式が成り立ち，Ūμ,ν は Uμ,ν と等しい BECMを与える BECMの根で
ある．
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∑
λ

Ūμ,λŪν,λ =
G∑

λ=1

Uμ,λUν,λ +
N∑

λ=G+1

εμ,λεν,λ
∼=

G∑
λ=1

Uμ,λUν,λ(5.5)

δxμ =
G∑

λ=1

Uμ,λξλ +
N∑

λ=G+1

εμ,λξλ
∼=

G∑
λ=1

Uμ,λξλ(5.6)

微小量 εμ,ν で拡張した自由度（ダミー自由度）によって正則性を保つことができ，拡張した自
由度を含む項は微小量となり，近似誤差（解析誤差の一部）に含まれるので，実際の計算の必要
はない．または，以下のように変数変換で顕にダミー自由度を落としても良い．この場合もダ
ミー要素が小さいことは近似が妥当なために必要である．

δxμ =
∑
ν,g

Ūμ,νEν,gξg(5.7)

Eν,g =

{
δμ,g 1 ≤ μ ≤ G

0 G + 1 ≤ μ ≤ N
(5.8)

2Jb =
∑
μ,ν

δxμB−1
μ,νδxν =

∑
μ,ν,λ,g,η,l

Ūμ,λEλ,gξg(Ū ŪT )−1
μ,νŪν,ηEη,lξl(5.9)

=
∑

λ,g,η,l

δλ,ηEλ,gξgEη,lξl =
∑
λ,g,l

Eλ,gξgEλ,lξl =
∑

1≤λ≤G,g,l

δλ,gξgδλ,lξl

=
∑

g

ξgξg

また， ∑
ν

Ūμ,νEν,g = Uμ,g(5.10)

であるので，観測項も，もとの変数変換の場合と変わらない．

（b）正則な BECMで根は非正則な場合 G > N

BECMは正則であるが，BECMの根は列の次元の方が行より大きく非正則である．しかし，
この場合も（a）と同様に，以下に示すように BECMの近似精度の範囲での不定性の自由度を利
用することで，BECMやその根に正則性を持たせて，式（2.3）の妥当性を維持することができ
る．はじめに式（2.6）の Uμ,ν を次式のように拡張する．

Ŭl,g =

{
Ul,g 1 ≤ l ≤ N

εl,g N + 1 ≤ l ≤ G
(5.11)

微小量 εl,g で拡張した自由度（ダミー自由度）によって正則性を保つことができ，拡張した自由
度を含む項は微小量となり，近似誤差（解析誤差の一部）に含まれるので，実際の計算の必要は
ない．または，以下のように変数変換で顕にダミー自由度を落としても良い．
式（5.11）の拡張に対応する評価関数は次式のようになる．

2J =
∑
g,l

δx̌g(Ŭ ŬT )−1
g,l δx̌l +

∑
p,q

(
dp −

∑
l

Ȟp,lδx̌l

)
R−1

p,q

(
dq −

∑
g

Ȟq,gδx̌g

)
(5.12)

ここで，以下の量を導入した．
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拡張した解析インクリメント：

δx̆g =

{
δxg 1 ≤ g ≤ N

σg N + 1 ≤ g ≤ G
(5.13)

拡張した観測演算子：

Ȟp,l =
∑

μ

Hp,μLμ,l(5.14)

ここで，

Lμ,g =

{
δμ,g 1 ≤ g ≤ N

0 N + 1 ≤ g ≤ G
(5.15)

である．変数変換は次式である．

δx̆g =
∑

l

Ŭg,lξl(5.16)

解析解は，次式である．

δx̆ = ŬŬT H̆T (H̆ŬŬT H̆T + R)−1d = ŬUT HT (HUUT HT + R)−1d

δx = Lδx̆ = UUT HT (HUUT HT + R)−1d
(5.17)

これは，Bを UUT で近似したときの解析解と一致している．
以上から，BECMが正則，非正則いずれの場合も，BECMの近似精度の範囲で，UT B−1U = I

とできることがわかる．

6. まとめ

本論文では，変分法同化における BECMの定式化について，特に BECMの根による流れ依
存性の導入に焦点をあててレビューした．まず，BECMの根の一般形（Ishibashi, 2015）につい
てレビューした（第 2章）．次に，知られている 4つの行列表現（Lorenc, 2003, Buehner, 2005,
Liu et al., 2009, Bishop and Hodyss, 2009）についてレビューし（第 3章），第 4章ではこれらの行
列表現を一般形から演繹し，4つの表現の同一性を見た（第 4章）．第 5章では非正則な BECM
や BECMの根の問題について，Ménétrier and Auligné（2015）及び Ishibashi（2015）をレビュー
した．
これらは最近 20年程度の全球大気解析の一つの流れを示している．BECMの根の精緻化の

研究は今後も大気解析精度の向上に必要である．大きなテーマは物理的なバランスを壊さない
局所化の定式化であるが，これは難しい問題であり，計算機性能の向上によるアンサンブル数
の拡充で問題を易しくしつつ，ガウス近似や接線型近似の緩和と合わせて取り組む必要がある
だろう．
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Background Error Covariance Matrix Factorization in Variational Data
Assimilation for Atmospheric State Analysis
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Accurate global atmospheric state analysis is a difficult scientific problem due to its
chaotic nature. Data assimilation enables highly accurate atmospheric state analysis by
consistently integrating vast amounts of information on the atmospheric state using rela-
tionships between probability density functions (Bayes’ theorem). Since the background
error covariance matrix (BECM) of model prediction has complex spatiotemporal struc-
tures, accurate estimation of the BECM is a major research theme of atmospheric analysis.
This paper is a review of the BECM formulation in the variational global atmospheric
analysis, with a particular focus on the factorization of BECM, which are important in the
variational data assimilation. In recent years, the improvement of atmospheric analysis
accuracy has been remarkable by the highly accurate BECM factorization using ensem-
ble forecasts and localization matrices, and there are four matrix representations as such
BECM factorization.

These expressions have problems such as the relationships between them are not com-
pletely clarified. In recent years, the general form of the BECM factorization has been
shown, and it has been shown that all of these matrix representations are deduced from
the general form. It has also been shown that for the problem of non-regularity of factor-
ized BECM, its regularity can be maintained by using the degrees of freedom under the
approximation accuracy of the theory, and that the non-regularity of factorized BECM
does not affect the solution in a specific minimization algorithm.

Key words: Data assimilation, variational method, atmospheric science, background error covariance matrix,
ensemble, localization.


