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要 旨

コピュラ関数の依存構造が確率的に変動するような確率的コピュラのモデル構築とその代表
的な統計的推定方法をサーベイする．依存構造の確率的な変動の記述には潜在変数を内包する
状態方程式を用いることから，数値計算による尤度評価が必要となる．本論文ではこれらの手
法についてまとめるとともに，確率的コピュラのヴァインコピュラを通じた多次元化への応用
について拡張する．また，ファイナンス分野への応用事例として，時変レバレッジを持つコ
ピュラと時変の依存構造パラメータを持つコピュラのモデルを紹介する．時変の依存構造パラ
メータを持つコピュラのモデルを為替ヘッジへの適用した例について報告する．

キーワード：確率的依存構造，確率的コピュラ，ヴァインコピュラ．

1. 序論

コピュラモデルは依存関係を記述するのに簡便で柔軟性のある優れた統計的手法である．従
来，依存関係を記述するコピュラ関数は静的なものかまたは動的であっても確率的要素を含ま
ない決定論的なものが用いられてきた．しかし，標本期間をローリングしながら長い期間で分
析してみると，依存関係が確率的に時変する金融時系列を多く目にする．実際，代表的金融資
産である株式と債券の相関は概ね負の値をとるが，経時的にその大きさは変化している．その
ため，長期投資では，資産配分比率を適切に変えていく必要がある．依存関係に定常で動的時
変構造がある場合はそれを利用したリスク管理，リスクヘッジが可能であり，より最適な資産
配分比率を計算することに利用できる可能性がある．本稿では，確率的コピュラのファイナン
スへの応用を紹介する．
確率ボラティリティ（SV）モデルは，リスク資産のリターンのボラティリティが確率的に変
動する現象をモデル化するために，よく用いられる．コピュラモデルの周辺モデルにも用いら
れることが多い．SVモデルの実証研究によると，リターンとボラティリティの攪乱項どうし
の相関1) は，大抵の場合，負の値で推定される．リスク資産の分散変動に対して投資家が要求
するリスクプレミアム（分散リスクプレミアム，VRP）とリスク資産の実現リターンの間には密
接な関係があり，Bollerslev et al.（2009, 2014）は VRPによるリターンの予測可能性に焦点を
当てて研究している．国際間比較の実証分析の結果によると，S&P500の VRPによるリター
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ン予測が最も高くなり，日経平均では最も低くなることが報告されている．SVモデルを用い
た Nakamura（2017）の研究では，レバレッジ係数が VRPによるリターンの予測可能性に重要
な役割を演じていることを明らかにした．SVモデルで推定したレバレッジ係数の強い（負で絶
対値が大きい）リスク資産ほど，VRPによるリターンの予測可能性が高くなることを理論的に
示すことができる．リターンとボラティリティの依存構造に確率的コピュラモデルを適用する
と，レバレッジ係数の確率的変動を捉えることができるようになり，あるリスク資産で，いつ
VRPによるリターンの予測力が高くなるのか分析できる可能性がある．

Frazzini and Pedersen（2014）は，株式市場で個別株の市場インデックスに対する CAPMベー
タを計測し，期待リターンとの関係を分析したところ，低ベータの資産ほど実現リターンが
高くなるという現象を報告している．通常のファイナンスの資産価格理論は，投資家がとっ
たリスクに見合った対価である期待リターンが得られることを説くが，Frazzini and Pedersen
（2014）で報告された現象はその逆であり，ベータ・アノーマリーと呼ばれている．現在，色々
な解釈が試みられているが，その中の一つに，ベータ自身の変動に対して投資家が要求するリ
スクプレミアムの時系列構造から現象の解明を試みる研究（Boloorforoosh et al., 2020）もある．
CAPMでは個別株ベータ βi = ρi,mσi/σm（ρi,m は市場インデックスと個別株の相関; σi,σm は
個別株と市場インデックスのそれぞれのボラティリティ）で表されるが，Asness et al.（2020）
では，ρi,m が小さい程，実現リターンが高くなる傾向にあると報告している．個別株，市場イ
ンデックス各々の周辺モデルに，例えば，SV（確率ボラティリティ）モデル，それらの依存関係
の確率変動を確率的コピュラで記述し，ベータの変動リスクプレミアムを分析したり，潜在変
数のダイナミクスを推定して得られる情報が，リターンに如何に織り込まれるか分析すること
で，この現象にアプローチできると考えられる．
リスク管理の分野では，テール・リスクのモデルが盛んに研究されている．最近，Adrian

and Brunnermeier（2016）で,金融機関のシステミックを分析する概念として CoVaRという量
が提唱されている．個々の金融機関の損失率 li が V aRp（信頼水準 p）レベルにあるときに，そ
の事象が金融機関全体に与える最大損失率（信頼水準 q）として定義される．この量を測定する
ためには，個々の金融機関の損失率と金融システム全体の損失率の間の相互依存構造をモデル
化する必要がある．監物（2017）では，2変量確率的コピュラを用いて，これらの量の動的変化
を考慮したリスク尺度を研究している．
アセット・アロケーションでは，多変量の資産クラスの依存構造を記述する必要があるが，

その際，ペアコピュラの組み合わせで構成されるヴァイン（vine）コピュラは，柔軟な依存構造
をモデル化することが可能である．多変量コピュラからサンプリングできれば，各周辺モデ
ルを通じて各資産の将来リターンをモンテ・カルロ法で生成することができるため，例えば，
CVaRを最小化する確率計画法（Rockafellar and Uryasev, 2000）により，下方リスクを抑制した
ポートフォリオを作ることができる．最近，流行している投資手法に，リスクパリティ投資
（Roncalli, 2013）がある．これはポートフォリオの全リスクを各資産で等しく分担するように
設計された投資手法で，最適投資比率は共分散行列だけで決定される．これを拡張してポー
トフォリオの全下方リスクを各資産で等しく分担するように設計することも可能で，テール・
リスクパリティ（TRP）投資と呼ばれている．この場合は共分散行列に加えて，各資産の期待
リターンの推定値が必要となる．Boudt et al.（2013）は，TRPの他にテール・リスクに関する
ポートフォリオ最適化の幾つかのバリエーションを研究している．これらの投資手法はいずれ
も資産間の依存関係を線形相関で捉えているが，それを確率的コピュラ関数で表現すると，よ
り多様で時変性のある依存構造を記述できる拡張の余地がある．
現物と先物の 2変量で，現物の価格変動をヘッジする際に，先物に関するベータが利用され
る．また，外貨建て資産の為替レートのヘッジに関しても同様に，外貨建て資産に関するベー
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タが利用される．このベータを上述のようなモデルを用いて推定することで動的ベータをヘッ
ジ比率に利用できる．確率的コピュラを通じた外貨建て資産に関するヘッジ効率に関しては，
Nozawa and Nakamura（2015）で分析されている．
本稿の構成は以下の通り．第 2節では，確率的コピュラの定義，第 3節では確率的ヴァイン

コピュラについて記述する．第 4節では，確率的コピュラの代表的な統計的推定方法を解説す
る．第 5節では，確率的コピュラのファイナンス分野における様々の応用事例を紹介し，最後
の第 6節は，結論と今後の課題にあてられる．

2. 確率的コピュラ

2.1 確率的コピュラの定義
Sklarの定理により，周辺分布関数 (Fi)i=1:n をもつ連続 n変量分布関数 F に対して

(2.1) Pr(X1 ≤ x1, . . . , Xn ≤ xn) = F (x1, . . . , xn) = C(F1(x1), . . . , Fn(xn))

を満たす関数 C が一意に存在する．このコピュラ関数と呼ばれる関数 C は, F (xi) = ui ∈ [0, 1]
とすると，u = (ui)i=1:n を定義域として C(u1, . . . , un) = F (F −1

1 (u1), . . . , F −1
n (un)) と表され

る．この同時分布関数から確率密度関数は c(u1, . . . , un) = ∂nC(u1, . . . , un)/∂u1 · · · ∂un で与え
られ，Xi の確率密度関数を fi，同時分布関数 F の確率密度関数を f とすると，これらは次の
関係式に従う．

(2.2) f(x1, . . . , xn) = c(F1(x1), . . . , Fn(xn))
n∏

i=1

fi(xi)

コピュラ関数は各変数の依存関係を表現しており，その依存関係を特徴付けるパラメータを Λ
とすると，確率的コピュラ関数はその量が確率的に変動する関数 Λt として定義されたもので
ある．

3. 確率的ヴァイン（vine）コピュラ

多変量の確率的コピュラとして，ヴァイン（vine）コピュラ型のもの（Aas et al., 2009）を取り
上げる．
ヴァインコピュラとは，多変数分布関数をペアコピュラ関数のみの積に分解して表現する

モデルである．最も基本的なヴァインコピュラは，Bedford and Cooke（2002）によって提案
された正則ヴァイン（R-vine）である．n個の確率変数 {X1, X2, . . . , Xn}の正則ヴァインとは，
(n − 1)個の木 (tree；連結非巡回グラフ){T1, . . . , Tn−1}の集合であり，次のような入れ子構造
条件を満たすものである．

（1）T1 = (N1, E1)は頂点 (node)集合N1 = {1, . . . , n}とこれらの頂点を繋ぐ辺 (edge)集合 E1

からなる連結された木である．
（2）Ti(i = 2, . . . , n − 1) は，頂点集合 Ni = Ei−1，辺集合 Ei とする木である．すなわち，

Ti = (Ei−1, Ei).
（3）Ti−1 の 2つの辺で，それらが共通の頂点を共有するときのみ，次の木 Ti で連結される．

最後の条件は近接（proximity）条件と言われる．
R-ヴァインの木 Ti の各辺（e ∈ Ei の端点を j(e), k(e) とし，条件付き変数の集合を D(e)
とする）に，ペアコピュラの確率密度関数 cj(e),k(e)|D(e) を割り当て，周辺確率密度関数を
fk(k = 1, . . . , n)とすると，R-ヴァインで表現された同時確率密度は
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図 1．C（Canonical）ヴァインコピュラの連結構造．

(3.1)
n∏

k=1

f(xk)
n−1∏
j=1

∏
e∈Ei

cj(e),k(e)|D(e)(F (xj(e)|xD(e)), F (xk(e)|xD(e)))

となる．
R-ヴァインに含まれる特別なヴァインとして，C-ヴァイン（canonical vine;図 1）がある．こ

れは各 Ti で，n − i本の辺で結ばれている頂点が 1つだけあるものとして定義される．C-ヴァ
インの各木の辺の総数は n(n − 1)/2であるため，C-ヴァインで表現された同時確率密度は

(3.2)
n∏

k=1

f(xk)
n−1∏
j=1

n−j∏
i=1

cj,i+j|1,...,j−1(F (xj |x1, . . . , xj−1), F (xi+j |x1, . . . , xj−1))

となる．
n 変数の R-ヴァインで，木の構造を決めるにあたり，Nápoles et al.（2010）では(

n
2

)
× (n − 2)! × 2

(
n−2

2

)
通りのパターンから次のようにして適切なグラフを選択する方法が

考えられている．木を構成する各辺に，対応するペア (Xi, Xj)の依存尺度 δij（裾依存係数や
Kendallの τ など）を割り付け，全域木（spanning tree; すべての頂点を閉路なしで結ぶグラフ）
E の中から，依存尺度の絶対値の合計が最大になるような木を選択する．

max
∑

eij ∈E,E={E}

|δij |.

Heinen and Valdesogo（2009），Brechmann and Czado（2011）では，C-ヴァインコピュラを用
いた非正規・非線形 CAPMの拡張（canonical vine autoregressive, CAVA）の研究を行っている．
階層構造をもつ個別銘柄，業種セクター，市場インデックスの依存関係は，C-ヴァインコピュ
ラで適切に表現することができる．岩永（2015）では，日本株市場における CAVAモデルの実
証分析を行っている．

4. 確率的コピュラの統計的推定方法

4.1 フィルタリング，ベイズ推定による確率的コピュラの推定
推定方法に関して，潜在変数を含む時系列モデルとなるため，フィルタリングやベイズ推定

が用いられる．フィルタリングの場合は，非線形モデルとなることが多いので，Liu and West
（2001）の粒子フィルターや，効率的重点サンプリング法（Efficient Importance Sampling, EIS）
（Liesenfeld and Richard, 2003, 2006; Richard and Zhang, 2007; Hafner and Manner, 2012）（次節
で詳述），尤度を粒子フィルターで計算し，それを最大化するような方法などがとられる．ベ
イズ推定の場合は，次のような事後確率密度からパラメータを 1つずつサンプリングしていく
従来型のMCMCに基づくもの Almeida and Czado（2012）がある．時刻 tにおける周辺分布を
通じて観測データを一様化したコピュラベースの nu 次元の観測データを ut ∈ [0, 1]nu とし，
u1:T := {ut}T

t=1と表現する．また，依存構造パラメータを駆動する nx次元の潜在変数を xtと
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し，x1:T := {xt}T
t=1 と表現する．このとき，u1:T と x1:T の同時密度関数は以下のように記述

できる．

f(u1:T , x1:T |θ) =
T∏

t=1

f(ut|xt) · f(x1|θ)
T∏

t=2

f(xt|xt−1, θ).

ここで，f(ut|xt)を推定したい確率的コピュラの確率密度関数 c(ut|xt)とする．f(xt|xt−1, θ)
は，潜在変数の推移確率である．また，最近，普及し始めている HMC（Hamiltonian Monte-
Carlo）法（Neal, 2011）などでも推定が可能である．HMC法は，潜在変数の値を粒子の座標と考
え，潜在変数の十分なミキシングが起こるように，仮想的な運動エネルギーK(p)を与え2)，潜
在変数の事後分布 f(θ|y)の − log(f(θ|y))をポテンシャルエネルギー U(θ)と見做し，その和
H(θ, p) := K(p) + U(θ)（Hamiltonian）から導かれる粒子の運動方程式（Hamilton-Jacobi正準方
程式）をリープ・フロッグ (leap-frog）法により数値的に解くことで，粒子の座標値と運動量をサ
ンプリングする．Metropolis-Hastings(MH)法の一種であるが，位相空間 (θ, p)内で，サンプリ
ングにより移動した点が採択される受容率は，エネルギー保存則により高くなる．多変数の場
合，多次元位相空間内での遷移となり，リープ・フロッグ法の離散近似の精度，位相空間内の
移動距離などをうまく選ぶ必要があり，この HMC法は，事後分布の高い場所を行き過ぎ，無
駄な U-ターンが起こることを抑制するような Hoffman and Gelman（2014）によるアルゴリズム
（NUTS（No-U-Turn Sampler）法）と組み合わせてソフトウエア Stan（Stan Development Team,
2020）に実装されている．本稿では，HMC法を用いて後述するファイナンスの応用事例の推定
を行う．

HMCでのモデル選択では，Watanabe（2010）によるAICのベイズ推定版の一つであるWAIC
（widely applicable information criterion）などが用いられる．新しい標本データ {ỹi}n

i=1に対する
モデルの適合度は，各データ点での予測確率密度の事後平均の対数の和

∑n

i=1 logEpost[f(ỹi|θ)]
を計算して求められる．ここで，θは推定されたモデル・パラメータや潜在変数であり，その
事後分布 ppost(θ) = p(θ|y1:T )（ここで，y1:T = {yt}T

t=1 はモデル推定に使った標本データ）か
らサンプリングしたMCMC標本 {θs}S

s=1 を用いて，予測確率密度の事後平均 Epost[f(ỹi|θ)]は
(1/S)

∑S

s=1 f(ỹi|θs)と近似される．
情報量規準の計算では，モデルの推定に用いたデータを再び利用してモデルの適合度を計算す

るため，オーバーフィッティングによる過大推定バイアスの補正が必要となる．WAICの場合，
その補正には，実効的パラメータ数に関係する各データの対数確率密度の事後分散の和，pWAIC

=
∑T

t=1 Vpost[log f(yt|θ)]が使われる．ここで，Vpost[log f(yt|θ)]は，各データ点でMCMC標本
{θs}S

s=1を用いて計算される標本分散 V S
s=1[log f(yt|θs)] (ここで，V S

s=1[xs] = 1
S−1

∑S

s=1(xs−x̄)2)
で近似される．これらから，WAICは AICと同様にバイアス補正した適合度を −2倍した次の
量で定義される．

(4.1) WAIC = −2
T∑

t=1

logEpost[f(yt|θ)] + 2pWAIC.

この量が最小となるモデルが情報量規準の観点から選択されることになる．

4.2 効率的重点サンプリングによる確率的コピュラの推定
コピュラに対して確率変動を導入したのは Hafner and Manner（2012）である．推定方法に
は，効率的重点サンプリング（EIS）と呼ばれる，Liesenfeld and Richard（2003）によって考案さ
れた重点サンプリングのひとつが尤度評価に用いられている．

Hafner and Manner（2012）は 2次元のペアコピュラに対してその依存構造パラメータに確率
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変動を導入し，依存構造パラメータ δが潜在変数 xt(t = 1, . . . , T )に駆動されると仮定し，δ(xt)
として潜在変数 xt の関数として与えている．このもとで，コピュラベースの観測方程式と潜
在変数の挙動を記述する状態方程式を次のように与える．

C(ut, vt|δ(xt)), xt = αx + βxxt−1 + σxηt (t = 1, . . . , T ).(4.2)

ここで，Hafner and Manner（2012）は，観測データであるリターンの周辺分布モデルを SVモ
デルとし，ut と vt は一様化変数で，周辺分布を通じて観測データを変換したコピュラベース
の観測データである．なお，状態方程式の撹乱項は標準正規分布に従い，ηt ∼ N (0, 1)である．

θ = (αx, βx, σx)とすると，このモデルの観測データ U1:T = {ut}T
t=1 と V1:T = {vt}T

t=1 に関す
る尤度は，AR(1)の構造を持つ潜在変数X1:T = {xt}T

t=1をモデルに内包することから，式（4.2）
の状態方程式より，

L(U1:T , V1:T ; θ) =
∫

f(U1:T , V1:T , X1:T ; θ)dX1:T

=
∫ T∏

t=1

f(ut, vt, xt|X1:t−1; θ)dX1:T

=
∫ T∏

t=1

c(ut, vt|xt; θ)p(xt|xt−1; θ)dX1:T

として潜在変数に関する積分によって表される．ここで c(ut, vt|xt; θ)は依存構造の確率密度関
数，p(xt|xt−1; θ)は状態方程式の確率密度関数を表し，p(x1|x0; θ) = p(x1; θ)とする．この尤度
関数は，潜在変数系列の存在により，解析解の導出が困難であるため，数値計算によって評価
される．まず，モンテ・カルロ法によって積分評価を行う場合，式（4.2）より，X

(k)
T = {x

(k)
t }T

t=1

を状態方程式の確率密度関数である p(x(k)
t |x(k)

t−1; θ)の正規分布からK 個のサンプリングをする
ことで，

L̂(U1:T , V1:T ; θ) = 1
K

K∑
k=1

T∏
t=1

c(ut, vt|x(k)
t ; θ)(4.3)

で尤度を得る．しかしながら，Liesenfeld and Richard（2003）によれば，状態方程式のナチュラ
ル・サンプラーである p(x(k)

t |x(k)
t−1; θ)は観測データの情報に乏しく，推定が非効率とされてい

る．そこで Hafner and Manner（2012）は，Liesenfeld and Richard（2003）によって考案された
重点サンプリングのひとつである EISによって推定を行っている．EISでは，観測データの情
報を取り込むための補助パラメータ at(t = 1, . . . , T )と，補助パラメータを有する補助サンプ
ラーm(xt|X1:t−1; at)(t = 1, . . . , T )を用いることで尤度関数を次のように変形する．

L(U1:T , V1:T ; θ) =
∫ T∏

t=1

[
c(ut, vt|xt; θ)p(xt|xt−1; θ)

m(xt|X1:t−1, at)

] T∏
t=1

m(xt|X1:t−1, at)dX1:T .

この尤度を数値的に評価するために，t = 1, . . . , T について at を補助パラメータとする補助サ
ンプラーm(xt|X1:t−1; at)から x̃

(k)
t (at)を発生させ，

L̃(U1:T , V1:T ; θ) = 1
K

K∑
k=1

T∏
t=1

[
c(ut, vt|x̃(k)

t (at); θ)p(x̃(k)
t (at)|x̃(k)

t−1(at−1); θ)
m(x̃(k)

t (at)|X̃(k)
1:t−1(at−1); at)

]
(4.4)

を得る．ここで k = 1, . . . , K はサンプリング数である．
さて，重点サンプリングの効率を向上させるためには，補助サンプラー mと補助パラメー
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タ aの決定が重要となる．ここで，補助サンプラーを構成する補助関数 kx を補助サンプラー
mの密度カーネルとして導入し，

m(xt|X1:t−1; at) = kx(xt, xt−1; at)
g(xt−1; at)

, g(xt−1; at) =
∫

kx(xt, xt−1; at)dxt

とする．さらに，補助関数 kx について，状態方程式の密度関数 p(x(k)
t |x(k)

t−1; θ)が正規分布であ
ることを考慮して，at := (a1t, a2t)， ζ(xt; at) := exp(a1txt + a2tx

2
t ) なる別の補助関数を導入

し，kx(xt, xt−1; at) = p(xt|xt−1; θ)ζ(xt; at) とする．p(xt|xt−1; θ)が正規分布の確率密度関数で
あることから，ζ(xt; at)を上式の形にすることで，補助サンプラーは引き続き正規分布となる．
この設定のもと，式（4.4）は，

L̃(U1:T , V1:T ; θ) = 1
K

K∑
k=1

T∏
t=1

[
c(ut, vt|x̃(k)

t (at); θ)g(x̃(k)
t−1(at−1); at)

ζ(x̃(k)
t (at); at)

]
(4.5)

のように書き換えられる．
さて，補助パラメータ at の推定であるが，表現の簡単のため，k番目のサンプリングによっ

て得られる尤度 L(k) を以下で解説する．式（4.5）について，g(x̃(k)
t−1; at)に含まれる潜在変数 xt

の時点の違いに着目し，便宜上 g(xT (aT ); aT +1) = 1を満たす aT +1 を想定することで，

L(k) =
T∏

t=1

[
c(ut, vt|x̃(k)

t (at); θ)g(x̃(k)
t−1(at−1); at)

ζ(x̃(k)
t (at); at)

]

= 1
g(x̃(k)

T (aT ); aT +1)

T∏
t=1

[
c(ut, vt|x̃(k)

t (at); θ)g(x̃(k)
t (at); at+1)

ζ(x̃(k)
t (at); at)

]
と変形できる．上式より，観測データの情報を補助パラメータ at に取り込むために，
g(xT ; aT +1) = 1 を仮定して t = T, . . . , 1 と時刻を遡るように xt に関する最小二乗推定を
繰り返すことで更新する．
パラメータ θを所与として，尤度評価の一連の流れをまとめると，

（1）与えられた状態方程式のパラメータ θのもとで，ナチュラル・サンプラー p(xt|xt−1; θ)か
らK 個の潜在変数系列 {x̃

(k)
t }T

t=1(k = 1, . . . , K)を発生させる．
（2）時刻 t = T, . . . , 1と時間を遡るように時点 tにおける対数尤度をもとにした次式の回帰を
繰り返し，補助パラメータ {at}T

t=1 の推定値を得る．

ãt = arg min
at

K∑
k=1

[log c(ut, vt|x̃(k)
t ; θ) + log g(x̃(k)

t ; ât+1) − ct − log ζ(x̃(k)
t ; at)]2

ここで ct は定数項を表し，aT +1 は g(xT ; aT +1) = 1を満たす．
（3）推定した補助パラメータ {ãt}T

t=1 を元に，補助サンプラーm(xt|X1:t−1; ãt)から潜在変数
系列 {x̃

(k)
t (ãt)}T

t=1(k = 1, . . . , K)を発生させる．
（4）補助パラメータ {ãt}T

t=1 が収束するまで（2）と（3）を繰り返す．
（5）収束した補助パラメータ {ăt}T

t=1 による補助サンプラーm(x̆t|X1:t−1; ăt)から潜在変数系
列 {x̆

(k)
t (ăt)}T

t=1(k = 1, . . . , K)を生成し，尤度評価を行う．

なお，上で at = (a1t, a2t)と ζ(xt; at) = exp(a1,txt + a2,tx
2
t )と定義したことにより，この回帰

式は xt と x2
t を説明変数とする線形回帰となり，計算負荷の削減につながる．また，Liesenfeld

and Richard（2003）によれば，この一連のプロセスの中での潜在変数の発生には，共通の乱数
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（common random numbers, CRNs）を用いる必要がある点に注意が必要である．確率的依存構
造パラメータの推定においては，Hafner and Manner（2012）は，100から 200の潜在変数の系
列数K があれば十分と報告している．

5. 確率的コピュラの応用

5.1 2変量確率的コピュラの応用：確率的レバレッジ
SV モデルのレバレッジ構造に静的コピュラを導入する先行研究は Nakamura（2011）や

Mehrabian（2012）で試みられている．SVモデルで，確率的コピュラを導入するには, 例えば，
高頻度データから計算される実現分散（RV)で強化したより現実的な SVモデル（Takahashi et
al., 2009）が有効であり，これを用いて説明する．

rt = μr + eht/2
√

νr − 2
νr

εt√
zr,t

, zr,t ∼ G
(

νr

2 ,
νr

2

)
,

ht+1 = μh + φh(ht − μh) + σh
ηt√
zh,t

, zh,t ∼ G
(

νh

2 ,
νh

2

)
,

f(rt, ht+1|ht) = f(rt|ht)f(ht+1|ht)c(Ut, Vt|Rt), Rt = tanh(xt/2)(5.1)

log RVt = ξ + ht + σRV ζt,

xt = μx + φx(xt−1 − μx) + σxεx,t.

ここで，c(Ut, Vt|Rt) は動的依存係数 Rt をもつ確率的コピュラの確率密度関数である．
Ut = N1(εt),Vt = N1(ηt)（N1(·): 1 次元標準正規確率分布関数），攪乱項の (εt, ηt) には確率
的正規コピュラの依存構造を入れ，簡単のため，その他のノイズ ζt, εx,t はそれぞれ独立な標準
正規分布に従うと仮定する．リターンと SVの攪乱項は正規分布よりは t分布を適用したほう
が当てはまりがよいので，ガンマ分布 G(·, ·)に従う zr, zh を用いて上記のような設定にした．
レバレッジを表すコピュラには正規コピュラを用い，依存係数は確率相関 R(x) = tanh(x/2)と
した．

Bollerslev et al.（2009, 2014）は，分散リスクプレミアム（VRP）がリターンの予測可能性に説
明力をもつとする理論，実証論文である．Nakamura（2017, 2018）の研究では，予測可能性に
重要な役割を担っているのが，レバレッジ係数であることを明らかにしている．そこで，日経
平均と S&P500に対して，このモデル（5.1）を適用し，レバレッジ係数の動的変化をそれぞれ推
定してみよう3)．
図 2は，確率的レバレッジ相関係数の変化を表している．この値は負の領域で変化するが，
株式指数が大きく下落した，所謂，リスクオフの時期には，レバレッジが強く（絶対値が大きく）
なることが分かる．また，確率相関の平均回帰レベル ρ∞ = tanh(μx/2)は日経平均，S&P500
でそれぞれ −0.3273，−0.4677と推計され，日経平均のほうがレバレッジがより弱い（負で絶対
値が小さい）ことがわかる．このことは，Bollerslev et al.（2014）で実証された VRPによるリ
ターンの予測可能性で，S&P500に比べて，日経平均が劣る理由の一つと考えられる．このよ
うに，確率的コピュラを使うことでレバレッジ係数が強まる時点が同定できるため，予測力が
相対的に高まっている時期を知ることができる．レバレッジが静的な SVモデルでは，平均化
した負の一定値として推定され，市場のリスクオン・オフとの関連性が不明であるが，動的モ
デルを使うことで，リスク管理や投資に活用できる可能性があるであろう．

5.2 確率的コピュラの応用：両側裾依存係数の確率的コピュラ
Nozawa and Nakamura（2016）では，株式指数とそれに対応するボラティリティ・インデッ
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図 2．確率的正規コピュラで表現したレバレッジパラメータの相関係数の変化（左図は日経平
均，右図は S&P500，分析期間は 1/3/2007–5/31/2019，MCMC はバーンイン期間
1000回，試行回数 5000回を採用）．

クスを対象に依存構造の実証研究を行っている．依存構造の記述については，正規コピュラや
tコピュラなどの楕円コピュラ以外に，上下裾依存について異なる 2つのパラメータを有する
BB7コピュラ4) についても言及し，さらにそれぞれのパラメータに対して独立な確率変動を持
たせるよう拡張している．
この研究では，inference functions for margins（IFM）と呼ばれる 2段階推定を採用（Joe, 2014
を参照）している．第 1段階では，各データの周辺分布の推定を単変量のモデルで行う．第 2
段階では，先に推定した周辺分布を通じて，観測データを一様分布に従う変数へと変換し，コ
ピュラの依存構造の推定を行う．
まず単変量の周辺分布であるが，ここでは，各指数のリターンの系列のボラティリティが

市場環境に応じて変化する特徴を表現するため，株式リターンに SVモデルを適用している．
SVモデルは状態空間モデルによる記述となり，観測データを含む観測方程式と，潜在変数の
推移を表現する状態方程式の 2本から構成される．観測方程式の撹乱項は，各指数のリターン
や差分の分布の裾の厚さと，市場の上昇と下落についての非対称性を考慮して，一般化双曲型
非対称 t分布（generalized hyperbolic skewed t, GHST）を仮定している5)．また，状態方程式の
撹乱項を，正規分布ではなく t分布を仮定し，潜在変数の推移に裾の厚さを持たせ大幅なボラ
ティリティ変動を表現する．さらに，株式指数については，負のリターンとボラティリティの
上昇が同時に観測される傾向がある．したがって，リターンを表現する観測方程式とボラティ
リティを表現する状態方程式の撹乱項の間に相関を仮定する．これらを踏まえて，この研究の
SVモデルは，

yt = μy + eht/2εt, εt ∼ GHST (ν1, βGH),

ht+1 = μh + φh(ht − μh) + σhηt, ηt ∼ T (ν2, 0, 1),
(5.2)

となる．ここで GHST (ν1, βGH) は GHST分布を表し，裾の厚さのパラメータは ν1 > 4であ
り，歪度パラメータは βGH で，歪度が正（負）の場合，βGH > 0 (βGH < 0)となる．T (ν2, 0, 1)
は自由度が ν2 > 4の標準 t分布を表す．また，ボラティリティのリターンに対する非対称性を
表すために，相関 ρを撹乱項 εt と ηt の間に仮定する．この相関を用いることで，観測方程式
の撹乱項と状態方程式の撹乱項は次のように表現できる．

εt = βGH(z1,t − μz1) + √
z1,te1,t, μz1 = ν1

ν1 − 2 , ηt =
ρe1,t +

√
1 − ρ2e2,t√

z2,t/ν2
.(5.3)
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表 1．依存構造パラメータと潜在変数の変換．

ここで，z1,t ∼ IG(ν1/2, ν1/2)，z2,t ∼ G(ν2/2, 1/2) および e1,t, e2,t ∼ N (0, 1) は互いに独立な確
率変数であり，IG(·) と G(·) はそれぞれ逆ガンマ分布とガンマ分布を表す．また，各株式指数
に対応するボラティリティ・インデックスの周辺分布については，指数のリターンではなく，
変分を観測データとして式（5.2）のモデルを当てはめている．
周辺分布を適切に特定した後は依存構造の推定である．周辺分布のモデルを通じて，観測可能
なデータを周辺分布 F (rt)によって一様分布 U(0, 1)に従う観測データ ut = F (rt) (t = 1, . . . , T )
へと変換する．データ系列が d 次元ある場合，一様化変数としての観測データ {ui,t}T

t=1 と
{uj,t}T

t=1 (i, j ∈ {1, . . . , d})の間の確率的ペアコピュラは次の状態方程式で表される．

Cij(ui,t, uj,t; δij,t(xij,t)), xij,t+1 = μxij + φxij(xij,t − μxij) + σxijηij,t, ηij,t ∼ N (0, 1).(5.4)

ここで {xij,t}T
t=1(t = 1, . . . , T ) は潜在変数であり，確率的依存構造パラメータ δij,t(xij,t)を駆

動する．
依存構造の推定では，正規コピュラ，tコピュラと BB7コピュラをペアコピュラとして依存
構造に時変性を持たせ，依存構造パラメータが潜在変数によって駆動されると仮定している．
潜在変数は {xt}T

t=1 とし，式（5.4）に規定される AR(1)構造を仮定する．表 1 は，潜在変数と
依存構造パラメータの変換をまとめたものである．BB7コピュラは 2つの異なる依存構造パラ
メータを有し，それらは δL > 0と δU ≥ 1である．ここで，異なる独立の潜在変数がそれぞれ
のパラメータを駆動するとし，{xL

t }T
t=1 と {xU

t }T
t=1 とする．BB7コピュラのパラメータ δL と

δU はそれぞれ下方および上方裾依存係数に関連し，λL = 2−1/δL

と λU = 2 − 21/δU

として変
換される．それぞれの裾依存係数は 0 < λL < 1と 0 ≤ λU < 1の範囲をとり，1に近いほど裾
依存が強いことを表す．

Nozawa and Nakamura（2016）は，ドイツの株式指数として DAX，米国の株式指数として
S&P，およびこれらのボラティリティ・インデックスである VDAXと VIXの日次データを用
い，ヴァインコピュラを適用して 4次元の依存構造を表現している．データ期間は 2010年 12
月末から 2014年 12月末で，主な市場の撹乱イベントとして欧州債務危機を含む．時間 tにお
ける株式指数 St の日次対数リターンを yt = 100 × (log(St) − log(St−1))として計測し，ボラ
ティリティ・インデックスは日次変化 yt = ΔVt = Vt − Vt−1 を用いている．
推定方法は，先に述べた IFMと呼ばれる 2段階推定を採用している．また，用いられてい
るモデルでは周辺分布のボラティリティおよび依存構造を駆動する潜在変数を含むことから，
HMC 法を採用し，数値計算によるパラメータ推定を行なっている．推定に際しては，Stan
（Stan Development Team, 2020）を用い，はじめの 2000サンプルをバーンイン期間として破棄
し，その後の 20000サンプルを推定に用いている．
周辺分布モデルでは SVモデルを想定しており，この周辺分布モデルには 3つの異なる潜在
変数が含まれる．具体的には，ボラティリティを駆動する ht，観測方程式の裾の厚さと歪度に
関連する z1,t，そして状態方程式の撹乱項の裾の厚さに関連する z2,tである．HMC法では，推
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定するパラメータセット θm = (μy, βGH, ν1, μh, φh, σh, ν2, ρ) について事前分布を設定する必要
がある6)．各パラメータが満たす定義域を考慮してそれぞれの事前分布を下のように定め，ま
た事前分布に含まれるハイパーパラメータは以下の通り設定している．

μyi, μhi, βGH ∼ N (0, 32), φri + 1
2 ,

φhi + 1
2 ,

ρi + 1
2 ∼ B(10, 2),

σ2
hi ∼ IG(10, 2), ν1 − 4, ν2 − 4 ∼ G(15, 5).

周辺分布の推定の後，依存構造の推定を行う．この研究ではヴァインコピュラを採用してい
るため，各系列についてペアコピュラを推定しながら依存構造を積み上げる．確率的ペアコ
ピュラを駆動する潜在変数は式（5.2）の AR(1)に従うと仮定する．また，HMC法による推定
では，そのパラメータ μxij，φxij および σxij について事前分布を設定する必要があるが，その
定義域を考慮して，それぞれ正規分布，ベータ分布，逆ガンマ分布に従うと仮定している．事
前分布のハイパーパラメータは全てのペアコピュラで共通とし，

μxij ∼ N (0, 32), φxij + 1
2 ∼ B(10, 2), σ2

xij ∼ IG(10, 2),

としている7)．
また，ヴァインの構造は複数存在するが，ここでは C-ヴァインを採用している．C-ヴァイ

ンを構成する各ペアコピュラの確率的依存構造パラメータは，潜在変数を通じて表 1のよう
に時変性を仮定している．また市場間の依存構造の推定に際して，次の 2通りを考えている．
1つ目はドイツから米国への影響，2つ目は米国からドイツへの影響である．このうち，ここ
ではドイツから米国への影響について紹介する．添え字 iと j がとる {1, 2, 3, 4} はそれぞれ
{DAX, VDAX, S&P500, VIX}に割り当てられ，第 1変量である DAXを C-ヴァインの軸とし
て，4変量ヴァインコピュラの時点 tの対数尤度は次式のように与えられる．

lt(θc) = l12(u1,t, u2,t; δ12,t) + l13(u1,t, u3,t; δ13,t) + l14(u1,t, u4,t; δ14,t)

+l23|1(u2|1,t, u3|1,t; δ23,t) + l24|1(u2|1,t, u4|1,t; δ24,t)

+l34|12(u3|12,t, u4|12,t; δ34,t).

時点は t = 1, . . . , T とし，θc は式（5.4）のうち依存構造パラメータを駆動する潜在変数の状態
方程式のパラメータセットを表す．
ここで，依存構造パラメータが確率的に変動する場合，ヴァインコピュラの構築について注意

が必要である．具体的には，第 2枝以降のペアコピュラについては，データ k (k = {{1}, {12}})
に条件付けされた観測データ {ui|k,t}T

t=1 の h関数8) を通じたデータの変換が必要となるが，h

関数は依存構造パラメータ δik,t(xik,t)を含み，このパラメータは潜在変数 xt を内包すること
から，潜在変数 xt をある値で固定する必要がある．この研究では，HMC法による潜在変数の
推定の過程で得られる事後平均をもって値を固定している．すなわち，

x̄t = 1
N

N∑
n=1

(x(n)
t )(5.5)

によって潜在変数 xt の値を代替している．周辺分布が SVモデルの場合も同様である．SVモ
デルによってフィルターにかけられた観測データ ε̂i,t を ui,t = F (εi,t; hi,t)によって一様化変数
ûi,tへ変換することが必要である．ボラティリティを駆動する潜在変数 htを固定することで周
辺分布を通じた変換が可能となるが，この潜在変数を HMC法における事後平均をもって値を
固定している．
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図 3．ドイツ市場から米国市場への影響を計測する BB7コピュラの依存構造パラメータ（データ期
間： 12/31/2010 – 12/31/2014）．実線と破線はそれぞれ下側と上側裾依存係数 λL

t と λU
t

を表す．左からそれぞれ DAX と VDAX，DAX と S&P500，DAX と VIX の依存構造を
表す．

モデルの当てはまりについては，Watanabe（2010）による WAIC を用いて評価している．
ヴァインコピュラ全体のWAICについては，それぞれのペアコピュラのWAICの合計値とし
て比較をしている．結果としては，前述の 4つのコピュラのうち，BB7コピュラのWAICが
他のコピュラと比較して当てはまりが良いと報告されている．ここから考えうることは，株式
リターンとボラティリティ・インデックス変化の依存構造に上下非対称性が存在することであ
る．以下では BB7コピュラに基づく確率的コピュラに焦点を当てる．
図 3 は上方および下方裾依存 λU

t と λL
t の変動を示している．対象はドイツ市場から米国

市場への影響で，同日のリターンデータに基づく．左と右のチャートは，DAXとボラティリ
ティ・インデックスの依存構造である．両チャートとも，下側裾依存係数が上側裾依存係数よ
りも常に上位で推移している様子が見られる．ボラティリティ・インデックス変化については
コピュラ・ベースの観測データの上下を反転させた反転データとしていることを考慮すると，
DAXの下落とボラティリティ・インデックスの上昇が同時に発生する傾向があり，またその度
合いが，DAXの上昇時よりも強い傾向が示唆されている．中央のチャートは DAXと S&P500
の関係を表している．上方および下方裾依存パラメータがともに同水準で推移していることか
ら，市場の上昇，下落について上下対称の依存構造であることがわかる．

5.3 確率的依存構造をもつコピュラモデルによる為替ヘッジに対する考察
Nozawa and Nakamura（2015）では，日本円をベース通貨とするファンドの視点から，依存
構造モデルの違いによる通貨ヘッジの効率性をグローバル株式およびグローバル債券について
考察している．
単変量の資産リターン {rt}T

t=1 のモデルとして，リターン分布の歪度を考慮するとともに，
資産リターンの下落時にボラティリティが上昇する特徴を組み込む．これを表現するため，
Skewed-t 分布を撹乱項に持つ AR(1)-GJR-GARCH(1,1)を採用し，以下のように表す．

rt = μr + αr(rt−1 − μr) + εt,

εt = σtzt,

σ2
t = φ0 + φ1ε2

t−1 + φ2I(−∞,0)(εt−1)ε2
t−1 + φ3σ2

t−1.

(5.6)

ここで σt は時点 tまでの情報が反映された条件付ボラティリティで，I(−∞,0)(εt−1)を εt−1 < 0
で 1をとり，εt−1 ≥ 0で 0をとる定義関数とすることでボラティリティの非対称性を表現する．
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また，zt ∼ ST (zt; ν, γ) は Fernándes and Steel（1998）の skewed-t分布に従う撹乱項で，平均
0，分散 1を取り，その確率密度関数は，

fST (zt; ν, γ) = 2
γ + γ−1 [tν(γzt)I(−∞,0)(zt) + tν(γ−1zt)I[0,+∞)(zt)]

で表される．ここで，tν(·)は自由度 ν > 4を持つ標準 t分布であり，歪度を司るパラメータ γ

は正値をとり，γ = 1のとき分布は対称となり，0 < γ < 1 のとき歪度が負，γ > 1のとき正と
なる．依存構造の推定に際しては，コピュラベースの観測方程式と潜在変数の挙動を記述する
状態方程式を式（5.4）として与え，依存構造パラメータの定義域を考慮して，潜在変数 xt を表
1 にまとめられた関数を通じて変換し δij,t を得る．また対象とするコピュラは楕円コピュラに
属する正規コピュラと tコピュラとしている9)．
多通貨の為替ヘッジ戦略にあたり，多次元の動的な依存構造を把握するために，この研究で

は確率的ヴァインコピュラによる推定を行なっている．ひとつのシステムとして組み入れる資
産数は，円建て外貨資産のリターン，ドル円およびユーロ円の 3つであり，3次元をヴァイン
コピュラで表現する．また，ヴァインの構築方法としては C-ヴァインを用いており，円建て外
貨資産を C-ヴァインの第 1変数として議論している．ここからは，添え字の i ∈ {1, 2, 3} をそ
れぞれ円建て外貨資産，ドル円およびユーロ円に割り当てる．ここで，時変依存構造パラメー
タ δij,t (i, j ∈ {1, 2, 3})は表 1 のように定義する．
ここで用いられるデータは，債券指数は Citi米国国債インデックスと欧州国債インデック
ス，株式指数は S&P 500と Eurostoxx 50，為替ヘッジに用いられるのは 1ヶ月フォワード為替
レート，そしてロンドン 4時の米ドル円とユーロ円のスポット為替レートである．ここでは，
彼らの分析期間のうち 2008年末から 2014年末について紹介する．この期間について，前 5年
間をイン・サンプル期間，後 1年間をアウト・オブ・サンプル期間として設定している．
また，モデルの当てはまりについてはWAICを通じて評価し，tコピュラによるヴァインが
正規コピュラと比較してパフォーマンスが良好であったとの報告をしている．
ヴァインコピュラを推定した後，日本円をベース通貨とするファンドの視点から為替ヘッジ

の効率性を検証している．具体的には，グローバル債券およびグローバル株式に対し，米ドル
円とユーロ円のヘッジ効率を観察している．
推定したモデルに基づき，為替のヘッジ比率について次のように設定する．時刻 tにおける

ヘッジ付きポートフォリオのリターン rH
t を，ヘッジなしポートフォリオのリターン r1,t と，2

つの為替リターンベクトル rF
t = (r2,t, r3,t)�，そしてヘッジ比率ベクトル βt = (β2,t, β3,t)� に

よって次のように定義する．

rH
t = r1,t − β�

t rF
t .(5.7)

また，時刻 tにおけるヘッジなし外貨資産リターンは，米国建て資産とユーロ建て資産への投
資比率を w として

r1,t = wUSrUS
t + wEUrEU

t(5.8)

とし，円建て外貨資産のリターン ri
t は， i ∈ {US, EU} として，ri

t = log(P a,i
t P s,i

t /P a,i
t−1P s,i

t−1) と
する．なお， P a,i

t をグローバル資産指数，P s,i
t を為替レートとし，米国とユーロのウェイト

w = (wUS, wEU)� は期を通じて一定とし wUS = wEU = 0.5とし，等ウェイトとする．ヘッジ
比率 βt は 0 ≤ βt ≤ wとすることで，投機的な買いやオーバーヘッジを禁止している．
ヘッジ比率の計算は，周辺分布モデルである式（5.6）と依存構造モデルである式（5.4）をも

とにシミュレーションによって生成された一期先リターンにより計算する．具体的には，t + 1
期の各リターン r

(k)
t+1 = (r(k)

1,t+1, r
(k)
2,t+1, r

(k)
3,t+1) (k = 1, . . . , K)をコピュラモデルから生成し，期
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待ショートフォール最小化問題の解として t + 1期のヘッジ比率 βt+1 を決定する．ポートフォ
リオの損失 L = −rH

t+1 について数値的に VaRを定め，次の最適化問題を解く．

min
βt+1∈R2

ESp,t+1(βt+1) s.t. 0 ≤ βt+1 ≤ w.(5.9)

ここで，期待ショートフォールの推定値は

ÊSp,t+1(βt+1) = V̂aRp,t+1(βt+1) + 1
pK

K∑
k=1

max(−r
H(k)
t+1 (βt+1) − V̂aRp,t+1(βt+1), 0)

で与えられ，シミュレーションに基づくヘッジ後リターン r
H(k)
t+1 (βt+1)は式（5.7）によって求め，

また，シミュレーションに基づく V̂aRp,t+1 は，p分位点について r
H(k)
t+1 (βt+1) (k = 1, . . . , K)よ

り求める．
ヘッジ比率は，t + 1 時点のヘッジ比率を t 時点までの市場情報をもとに予測して算出す
る．推定したモデルに基づく 1日先予測により期待ショートフォールを式（5.9）を通じて計算
し，最小化ヘッジ比率 βt+1 を決定する．なお，計算負荷が高いため，予測はイン・サンプル
期間のモデルのパラメータに基づき，期先予測においてはモデルのパラメータを再度推定せ
ずに固定する．イン・サンプル期間の終点を Tin とし，アウト・オブ・サンプル期間である
t = Tin + 1, . . . , Tout において市場情報を更新する．なお，シミュレーションでは 10000のサン
プルパスを発生させてヘッジ効率を評価している．
ヘッジなしおよびヘッジ付きポートフォリオリターンをもとに，Hilal et al.（2011）を参考に

分散削減比率，VaR削減比率，および期待ショートフォール削減比率によってヘッジ効率を評
価している．それぞれの指標は次のとおりである．

HPM1 = 1 − Var(rH)
Var(rUH) , HPM2 = 1 − VaRp(rH)

VaRp(rUH)
, HPM3 = 1 − ESp(rH)

ESp(rUH)
.

ここで pは VaRと期待ショートフォールの分位点を表し，添え字の Hと UHはそれぞれヘッ
ジ付とヘッジ無しリターンを表す．なお，これらの指数が高位であるほどヘッジが効率的であ
ることを示す．アウト・オブ・サンプル期間の分散は当該期間のシミュレーション・リターン
に基づく標本分散，VaRおよび期待ショートフォールについては，当該期間のシミュレーショ
ン・リターンに基づく平均値として次のように定めている．

VaRp = 1
Tout − Tin

Tout∑
t=Tin+1

VaRp,t, ESp = 1
Tout − Tin

Tout∑
t=Tin+1

ESp,t.

結果は表 2の通りである．グローバル債券については，tコピュラに基づくヘッジが正規コ
ピュラに基づくヘッジよりも効率的であるとの結果が，特に VaRと期待ショートフォールの

表 2．ヘッジ・パフォーマンス評価．
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指標 HPM 2と HPM 3から得られたと報告している．確率的な裾依存構造を適切に捕捉する
ことが，特にテール・リスクのヘッジ効率向上につながると考えられる．また，グローバル債
券とグローバル株式のリスク削減効果を比較すると，特に期待ショートフォールについて債券
に対する為替ヘッジの効果がより高いことが報告されている．

6. 結論と今後の課題

確率的コピュラモデルに関する統計的推定と関連するトピック，特に，ファイナンスへの応
用事例を中心に解説を行った．確率的コピュラでは依存構造のパラメータが潜在変数の関数と
して与えられるため静的コピュラのような最尤推定を行うことができない．そのため，フィル
タリングやベイズ推定法などの統計的推定方法を用いることになる．本稿では EIS，HMC法
を中心に解説した．ファイナンスにおける応用事例に関しては，枚挙に暇はないが，動的依存
関係が重要な例として，ダイナミックヘッジ，アセット・アロケーション，資産価格理論にお
けるベータ・アノーマリーなどを取り上げた．
今後の課題に関しては，高次元の確率的ヴァインコピュラの推定では，一般的には次元の呪

いで推定は容易ではないが，事前に 2変量の確率的ヴァインコピュラを逐次的にできるだけ
精緻に推定しておき，パラメータのレンジを押さえた上で，同時推定を行うのが薦められる．
リスク管理やアセット・アロケーションでは多変量の依存構造のモデル化が特に重要である．
Yoshiba（2018）の多変量 Skewed-tコピュラの最尤推定法の研究や，夷藤・中村（2019）における
Engle（2002）の DCC（Dynamic Conditional Correlation）モデルを組み合わせた多変量非対称 t
コピュラによる資産運用への応用研究などを多変量確率的ヴァインコピュラに拡張するのも今
後の興味深い課題であろう．

注．

1) レバレッジ係数と呼ばれる．
2) K(p) = p2/(2m);ここで mは粒子の質量で，pは粒子の運動量，通常 mは 1と取るが，

Fisherの情報行列と関係する量である．
3) 株式指数の RVは Oxford-Man Instituteから入手可能である．
4) 付録参照．Joe（2014）に詳しい．
5) GHSTについては Aas and Haff（2006）が詳しい．なお，GHSTには様々なパラメータ設
定があるが，この研究では Nakajima and Omori（2012）を参照している．

6) ARモデルのパラメータ μh，φh および σh の事前分布については，たとえば Almeida and
Czado（2012）を参照．その他の事前分布は，パラメータの上限と下限を考慮して設定し
た．具体的には，上限と下限について，(−∞, +∞)のパラメータは μh と同様に正規分布
を，上限と下限の両方を有するパラメータは φh と同様にベータ分布を，下限のみ有する
パラメータはガンマ分布を仮定してそれぞれの定義域を考慮した．

7) tコピュラの推定には自由度 ν が含まれるが，推定の安定性のため，このパラメータにつ
いてはまず依存構造パラメータが時不変である静的 tコピュラで最尤推定し，そこで得ら
れた自由度の推定値を用いている．また，BB7コピュラは負の依存構造を表現できない
ことから，静的正規コピュラの最尤推定で負の関係性が示唆されたペアについては第 2変
数を 1 − uj とした第 2軸反転アルキメディアン・コピュラを推定している．

8) 本稿に関連するコピュラの h関数については付録を参照．
9) ただし，tコピュラの自由度パラメータ ν は，推定の安定性のため，依存構造パラメータ
が時不変の静的コピュラモデルの最尤推定によって求めた結果を用いている．



102 統計数理 第 68 巻 第 1 号 2020

謝 辞

本論文作成にあたり，日本銀行金融機構局の吉羽要直博士ならびに匿名のレフェリーの方か
ら有益なコメントをいただいた．ここに深い感謝の意を示す次第である．なお，本稿の内容
は野澤勇樹が属するステート・ストリート・グローバル・アドバイザーズ株式会社あるいはそ
のグループ会社の見解を示すものではなく，個人の見解である．The opinions expressed here
by the Author, Yuki Nozawa, are solely Author’s opinions and do not reflect opinions of State
Street Global Advisors (Japan) Co., Ltd. or its group entities.

付録：各種ペアコピュラの補足説明

ペアコピュラ C(u, v)を組み合せるヴァインコピュラの構築では h(v|u) := ∂C(u, v)/∂uで定
義される h関数での変換が必要となる．本論文で採用した各種ペアコピュラとその h関数は以
下のように与えられる．

A.1 楕円コピュラの h関数
Joe（2014）より，正規コピュラと tコピュラの h関数はそれぞれ

hNormal(v|u; δ) = Φ
(

Φ−1(v) − δΦ−1(u)√
1 − δ2

)
,

hStudent(v|u; δ, ν) = tν+1

(
t−1
ν (v) − δt−1

ν (u)√
(ν + t−1

ν (u)2)(1 − δ2)/(ν + 1)

)
で与えられる．ここで Φ(·) と tν(·)はそれぞれ標準正規分布と自由度 ν の t分布の分布関数を
表す．

A.2 アルキメディアン・コピュラの h関数
2変量クレイトンコピュラでは，裾依存パラメータを α(≥ 0)とすると，コピュラ分布関数

CClayton(u, v; α) = (u−α + v−α − 1)1/α

から

hClayton(v|u; α) = u−α−1(u−α + v−α − 1)−1−1/α.

2変量グンベルコピュラでは，裾依存パラメータを δ(≥ 1)とすると，コピュラ分布関数

CGumbel(u, v; δ) = exp[−{(− log u)δ + (− log v)δ}1/δ]

から

hGumbel(u|v; δ) = CGumbel(u, v; δ) · 1
u

· (− log u)δ−1{(− log u)δ + (− log v)δ}1/δ−1.

と計算される．

A.3 BB7コピュラ
Joe（2014）より，BB7コピュラのコピュラ分布関数は以下のように表される．

CBB7(u, v; δU , δL) = 1 − (1 − [(1 − ūδU

)−δL

+ (1 − v̄δL

)−δU

− 1]−1/δL

)1/δU
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ここで，ū = 1 − u，v̄ = 1 − v である．また，確率密度関数は，x = (1 − [1 − u]δ
U

)−δL − 1，
y = (1 − [1 − v]δ

U

)−δL − 1とおいて，

cBB7(u, v; δU , δL) =[1 − (x + y + 1)−1/δL

]1/δU −2(x + y + 1)−1/δL−2[(x + 1)(y + 1)]1+1/δL

· [δU (δL + 1) − (δU δL + 1)(x + y + 1)−1/δL

]([1 − u][1 − v])δU −1

として表され，h関数は ∂CBB7(u, v; δU , δL)/∂uより，

hBB7(v|u; δU , δL) = [1 − (x + y + 1)−1/δL

]1/δU −1(x + y + 1)−1/δL−1(x + 1)1+1/δL

[1 − u]δ
U −1

として表される．
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We survey model structures of stochastic copulas in which the dependence struc-
tures stochastically vary, as well as statistical estimation methods for these dependence
structures. Because dependence structures in stochastic copulas are described by state
equations that incorporate latent variables, likelihood evaluation requires numerical cal-
culation. In this survey, we summarize these methodologies and discuss the application of
stochastic copulas to multivariate dependence structures through vine copulas. We also
introduce some applications to the field of finance, including time-varying copula models
with leverage and copula models with time-varying dependence parameters. As an exam-
ple of the latter models, we report a currency hedging model for time-varying dependence
parameters in copula models.
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