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要 旨

非対称 t接合関数（skew-t copula）は，多変量非対称 t分布に内在する接合関数である．多変
量非対称 t分布は非対称性の導入方法により，いくつかの異なる分布が提案されている．本稿
では代表的な多変量非対称 t分布に内在する非対称 t接合関数の定義と性質をまとめ，非対称
t接合関数の最尤推定に必要な手続きを整理する．また，非対称 t接合関数の実証研究の結果
を整理し，本邦の株価変動を推定した実証結果を示す．こうした実証結果から，裾依存性の度
合いと上下での依存性の違いを調整できる非対称 t接合関数が資産価格変動の表現に有効であ
ることを指摘し，今後の課題を述べる．

キーワード：接合関数，多変量非対称 t分布，裾依存係数．

1. はじめに

金融ポートフォリオのリスク量の把握などに際して，リスクファクター間の依存構造は一般
的に接合関数（copula）で表現される（接合関数の基本的な理論と応用手法は塚原, 2008などを参
照）．特に金融リスク管理実務においては，順位相関の程度を相関行列パラメータで柔軟に表
現できる正規接合関数（Gaussian/Normal copula）か t接合関数（Student-t copula）で表現される
ことが多い．正規接合関数は，線形相関行列を用いたリスクファクター間の依存性について，
個々のリスクファクターの変動（周辺分布）に関しては正規分布以外の分布も許容した拡張表現
となっており，推定等は容易である．しかしながら，ファクターとなる資産価格変動の裾での
依存性は低くなるという特徴を有しているため，デフォルトなどを含めストレス状況での資産
変動の記述には向かず，証券化商品の価格が暴落したリーマンショック時には批判の対象と
なった．一方，t接合関数は，ファクターとなる資産価格変動の裾での強い依存性を表現でき
るため，ストレス状況を考慮した金融リスクの把握に実務上広く用いられている．しかしなが
ら，ファクターとなる資産価格変動の依存性が上下対称になるという制約があり，非現実的な
設定となってしまう．Yoshiba（2018）では，こうした背景から非対称な裾依存性を表現できる
非対称 t接合関数（skew-t copula）を利用するためにその最尤推定法を具体的に実装し，日米欧
の株価収益率に適用した実証結果を示した．本稿ではまず代表的な多変量非対称 t分布に内在
する非対称 t接合関数の定義と性質をまとめる．そのうえで，非対称 t接合関数の推定法の概
要を整理し，資産価格変動等に応用した実証結果を整理する．
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非対称 t接合関数は，正規接合関数や t接合関数と同様に，多変量の非対称 t分布に内包さ
れる陰な接合関数（implicit copula）である．Kotz and Nadarajah（2004）で示されているように
多変量の非対称 t分布には様々な提案があることから，様々な非対称 t接合関数を定義できる．
先行研究ではこれまで非対称 t接合関数として 3つの提案がなされている．1つ目は，Demarta
and McNeil（2005）によって提案されたもので，Blaesild and Jensen（1981）が提案した多変量
の一般化双曲型（generalized hyperbolic, GH）の非対称 t分布に内包される接合関数である．本
稿では，この多変量非対称 t分布を GH非対称 t分布と呼び，内包される接合関数を GH非
対称 t接合関数（GH skew-t copula）と呼ぶ．2つ目は，Smith et al.（2012）が提案し電力市場価
格のモデリング等に応用したもので，Sahu et al.（2003）による多変量非対称 t分布に内包さ
れる接合関数である．3つ目は，Joe（2006）がその利用を提唱しているもので，Azzalini and
Capitanio（2003）による多変量の非対称 t分布に内包される接合関数である．本稿では，この
多変量非対称 t分布を AC非対称 t分布と呼び，内包される接合関数を AC非対称 t接合関数
（AC skew-t copula）と呼ぶ．Joe（2006）は AC非対称 t接合関数の表現について言及し応用上
の可能性を述べているものの，具体的な推定法については論じていない．AC非対称 t分布は，
統計学上は最も利用されている多変量非対称 t分布であるが，その接合関数の推定方法や実証
分析についてはあまり研究が進んでいなかったことから Yoshiba（2018）では AC非対称 t接合
関数に焦点を当ててその推定法を論じている．
以下，2節では上記の 3つの非対称 t接合関数を中心にその性質をまとめる．Yoshiba（2018）

で取り上げた AC非対称 t，GH非対称 tの接合関数のほか，Sahu et al.（2003）の多変量非対称
t分布に内包される接合関数についても，その性質を比較してまとめる．また，多変量非対称 t

分布については，Jones（2002），Ferreira and Steel（2007），Rosco et al.（2011）の提案にも言及
する．3節では最尤推定法の実装について必要な接合密度の表現と推定手法を整理する．4節
では非対称 t接合関数を利用した実証研究の結果を整理するとともに，本邦の 12年間の株価
日次収益率に対して推定した実証結果を示す．5節では本稿で解説した研究をまとめ，今後の
発展の可能性について述べる．

2. 非対称 t接合関数の性質

2.1 3種類の d変量標準非対称 t分布
まず，変量数を dとして，1節で示した 3種類の非対称 t接合関数の基となっている d変量

非対称 t分布に従う確率ベクトルX ∈ R
d の表現と密度関数を示す．この際，導出される接合

関数は基となる分布の位置パラメータ l� = (l1, . . . , ld)や尺度パラメータ s� = (s1, . . . , sd)に
依らないため，ここでは l� = (0, . . . , 0), s� = (1, . . . , 1)という標準分布を考える．

2.1.1 GH非対称 t分布
d変量の標準 GH非対称 t分布に従う確率ベクトルX は

(2.1) X = γV −1 + Z√
V

で与えられる．ただし，γ ∈ R
d で，V はガンマ分布 G(ν/2, ν/2)に従い，Z は V とは独立に d

変量の正規分布 Nd(0, Ψ)に従う．ここで，γ は歪みを表すパラメータベクトルである．この分
布は，Barndorff-Nielsen（1977）が提案した一般化双曲型分布の多変量版（Blaesild and Jensen,
1981）になっており，Demarta and McNeil（2005）で示されているように密度関数は次式で与え
られる．
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(2.2) f(x; Ψ, γ, ν) =
2

2−(ν+d)
2 K ν+d

2
(η(x; Ψ, γ, ν)) exp(x�Ψ−1γ)

(πν)d/2Γ(ν/2)
√

|Ψ|(η(x; Ψ, γ, ν))− ν+d
2

(
1 + x�Ψ−1x

ν

) ν+d
2

.

ただし，η(x; Ψ, γ, ν) =
√

(ν + x�Ψ−1x)γ�Ψ−1γ であり，Kλ(·)は第 3種の修正ベッセル関数
である．確率ベクトル（2.1）の期待値と分散共分散行列は

(2.3) E[X] = ν

ν − 2γ, cov[X] = ν

ν − 2Ψ + 2ν2

(ν − 2)2(ν − 4)γγ�

で与えられ，ν ≤ 4では分散や共分散は発散する．
GH非対称 t分布の性質については，単変量が中心ではあるものの Aas and Haff（2006）で

詳しく記述されているほか，増田（2002）ではより広く GH分布の性質について纏めている．
ν → ∞では d変量の（標準）正規分布に収束し，γ = 0ならば（対称な）d変量の t分布に帰着す
る．γ = 0ならば η(x; Ψ, 0, ν) = 0であり，増田（2002）の（A.8）に示されているように，第 3種
の修正ベッセル関数は η → 0で Kλ(η) ∼ Γ(λ)2λ−1η−λ となることから，密度関数（2.2）は次式
のように尺度行列を Ψとする自由度 ν の d変量 t密度関数 td,ν(x; Ψ)に帰着する．

(2.4) td,ν(x; Ψ) = Γ((ν + d)/2)
(πν)d/2Γ(ν/2)

√
|Ψ|

[
1 + x�Ψ−1x

ν

]− ν+d
2

.

2.1.2 Sahu et al.（2003）の非対称 t分布
Sahu et al.（2003）の非対称 t分布に従う確率ベクトルX は，

(2.5) X = D|W | + Z√
V

で与えられる．ただし，D = diag(δ̃1, . . . , δ̃d) は歪みパラメータの行列，V はガンマ分布
G(ν/2, ν/2)に従う確率変数，Z は V とは独立に d変量正規分布 Nd(0, Σ)に従う確率ベクト
ル，W = (W1, . . . , Wd)� は V および Z とは独立に d変量正規分布 Nd(0, I)に従う確率ベクト
ルである．また，Σは Z の相関行列，I は d × dの単位行列である．GH非対称 t分布に従う確
率ベクトルが（2.1）のように t分布に従う確率変数 Z/

√
V を生成してから，そこで用いたガン

マ確率変数 V を用いて歪みのファクター γV −1 を加えて生成されているのに対し，Sahu et al.
（2003）の非対称 t分布に従う確率ベクトルX は，まず Z に歪みファクター D|W |を加えて非
対称正規確率変数を生成した後に，

√
V で除することによって生成されているのが特徴である．

確率ベクトル（2.5）の密度関数は，Sahu et al.（2003）の（11）式で与えられているように，尺度行
列を I − D(Σ + D2)−1Dとする自由度 ν + dの d変量 t分布に従う確率ベクトル U を用いて，

(2.6) g(x; Σ, D, ν) = 2dtd,ν(x; Σ + D2) Pr[U ≤ D(Σ + D2)−1x]

で与えられる．確率ベクトル（2.5）の期待値と分散共分散行列は，δ̃ = (δ̃1, . . . , δ̃d)� として，

E[X] =
(

ν

π

)1/2 Γ((ν − 1)/2)
Γ(ν/2) δ̃(2.7)

cov[X] = ν

ν − 2(Σ + D2) − ν

π

{
Γ((ν − 1)/2)

Γ(ν/2)

}2

D2(2.8)

で与えられ，ν ≤ 2では分散や共分散は発散する．ν → ∞では d変量の非対称正規分布に収束
し，diagD = 0ならば密度関数（2.6）で Pr[U ≤ 0] = 1/2d となり（対称な）d変量の t分布に帰着
する．diagD = 0でかつ ν → ∞ならば d変量の標準正規分布に帰着する．
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2.1.3 AC非対称 t分布
AC非対称 t分布に従う確率ベクトルX は，Sahu et al.（2003）と同様に，非対称正規確率ベ
クトル Y = (Y1, . . . , Yd)� を生成した後に，Y とは独立にガンマ分布 G(ν/2, ν/2)に従う V の
平方根で除することによって，次式のように与えられる．

(2.9) X = Y√
V

.

ここで，Yj (j = 1, . . . , d)は

(2.10) Yj = δj |Z0| +
√

1 − δ2
j Zj , Z0 ∼ N(0, 1), Z = (Z1, . . . , Zd)� ∼ Nd(0, Ψ)

で与えられる．Z0，Z，V は互いに独立である．Sahu et al.（2003）の確率ベクトルを与えた
（2.5）式において，右辺の分子を Y で書き表すと Yj = δj |Wj | + Zj となっており，非対称性を
与えるファクターが |Z0|と共通しているか，|Wj |と独立に与えているかの違いがあることが
わかる．非対称性を与える 1つの共通ファクター |Z0|/√

V は 1変量 t分布に従うことから，d

変量の標準 AC非対称 t分布の密度関数は，

(2.11) g(x; Ω, α, ν) = 2td,ν(x; Ω)T1,ν+d

(
α�x

√
ν + d

x�Ω−1x + ν

)

と表せる．ただし，α ∈ R
d は歪みを表すパラメータであり，T1,ν(·)は自由度 ν の 1変量 t（累

積）分布関数である．尺度行列 Ωは，（2.10）で用いた相関行列 Ψを用いて，次式のように表さ
れる．

(2.12) Ω = Δ(Ψ + ζζ�)Δ, Δ ≡ diag(
√

1 − δ2
1 , . . . ,

√
1 − δ2

d).

ここで，ζ = (ζ1, . . . , ζd)� ∈ R
d は元々の歪みパラメータ δ = (δ1, . . . , δd)� と各成分が 1対 1に

対応する別表現の歪みパラメータで

(2.13) ζj = δj√
1 − δ2

j

, j = 1, . . . , d

で定義される．また，（2.11）での歪みを表すパラメータ αは，次式のように表される．

(2.14) α = Ω−1δ√
1 − δ�Ω−1δ

= Δ−1Ψ−1ζ√
1 + ζ�Ψ−1ζ

.

確率ベクトルX は（2.9）,（2.10）に従って構成可能であるが，より簡便な方法として，

(2.15) R =
(

1 δ�

δ Ω

)

という (d + 1) × (d + 1)の相関行列 Rを持つ d + 1変量正規分布ベクトル Z̃ を Z̃ とは独立な
V ∼ G(ν/2, ν/2)の平方根で除して自由度 ν の t分布に従う確率ベクトル (X̃0, X̃1, . . . , X̃d)� を
生成し，

(2.16) X =

{
(X̃1, . . . , X̃d)� if X̃0 ≥ 0

−(X̃1, . . . , X̃d)� if X̃0 < 0

で X を定める方法もある．本稿でも 3 節の分析では（2.16）の表現を用いる．確率ベクトル
（2.9）の期待値と分散共分散行列は
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E[X] =
(

ν

π

)1/2 Γ((ν − 1)/2)
Γ(ν/2) δ(2.17)

cov[X] = ν

ν − 2Ω − ν

π

{
Γ((ν − 1)/2)

Γ(ν/2)

}2

δδ�(2.18)

で与えられ，2.1.2節の（2.8）と同様に，ν ≤ 2では分散や共分散は発散する．ν → ∞では d変
量の非対称正規分布に収束し，δ = 0ならば α = 0で，密度関数（2.11）で T1,ν+d(0) = 1/2とな
り，（対称な）d変量の t分布に収束する．δ = 0でかつ ν → ∞ならば d変量の標準正規分布に
収束する．

Sahu et al.（2003）と Azzalini and Capitanio（2003）の非対称 t分布に従う確率変数の構成の
ように潜在変数の正負に応じて分布を歪ませる方法は，非対称分布の構成方法としては最も一
般的なものであり，どちらも Branco and Dey（2001）で提案された多変量非対称楕円分布の一
般的な構成方法に準じている．
フィッシャー情報行列について，Arellano-Valle（2010）は，多変量 AC非対称 t分布が多変

量非対称正規分布と違い，α = 0で特異にならないということを指摘している．すなわち，多
変量 AC非対称 t分布は多変量非対称正規分布よりも推定精度が高まりやすいことを示唆して
いる．多変量 AC非対称 t分布や関連する分布については Azzalini（2013）に詳しく記述されて
いる．

2.2 導出される接合関数
一般に，θ をパラメータとする d 変量の分布関数 G(x; θ) に内包される接合関数

CG(u1, . . . , ud; θC) は，各 j (j = 1, . . . , d) 変量の周辺分布の分位点関数（分布関数の逆関
数）を G−1

j (xj ; θj)として，

(2.19) CG(u1, . . . , ud; θC) = G(G−1
1 (u1; θ1), . . . , G−1

d (ud; θd); θ)

と定義される．すなわち，接合関数の特定には，基となる d変量の分布を特定するとともに，
その周辺分布を特定する必要がある．そこで，ここでは 2.1節で導入した 3種類の d変量標準
非対称 t分布の周辺分布を特定することで，θ，θj (j = 1, . . . , d)，θC を定めて，導出される接
合関数を特定する．

2.2.1 GH非対称 t分布の周辺分布
（2.1）より第 j 成分の周辺分布は，

(2.20) Xj = γjV −1 + Zj√
V

で与えられるため，密度関数は（2.2）で d = 1を与えたものに相当し，

(2.21) fj(x; γj , ν) =
2

1−ν
2 K ν+1

2
(
√

γ2
j (ν + x2)) exp(γjx)

Γ
(

ν
2

) √
πν(

√
γ2

j (ν + x2))− ν+1
2

(
1 + x2

ν

) ν+1
2

で与えられる．したがって，導出される接合関数は，θC = θ = (γ, Ψ, ν)，θj = (γj , ν) (j =
1, . . . , d)で特定される．

2.2.2 Sahu et al.（2003）の非対称 t分布の周辺分布
（2.5）より第 j 成分の周辺分布は，

(2.22) Xj = δ̃j |Wj | + Zj√
V
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で与えられ，密度関数は

(2.23) gj(x; ζj , ν) = 2t1,ν(x; 1 + δ̃2
j )T1,ν+1

⎛
⎝ δ̃j√

1 + δ̃2
j

x

√
(ν + 1)(1 + δ̃2

j )
x2 + ν(1 + δ̃2

j )

⎞
⎠

で与えられる．t1,ν(x; σ2) は（2.4）を用いて定義される尺度パラメータが σ で自由度 ν の 1
変量 t 分布の密度関数である．したがって，導出される接合関数は，θC = θ = (δ̃, Σ, ν)，
θj = (δ̃j , ν) (j = 1, . . . , d)で特定される．

2.2.3 AC非対称 t分布の周辺分布
（2.9），（2.10）より第 j 成分の周辺分布は，

(2.24) Xj =
δj |Z0| +

√
1 − δ2

j Zj√
V

で与えられ，密度関数は

(2.25) gj(x; ζj , ν) = 2t1,ν(x)T1,ν+1

(
ζjx

√
ν + 1
x2 + ν

)

で与えられる．ここで， t1,ν(·) は自由度 ν の 1 変量 t 分布の密度関数で，（2.4）を用いて
t1,ν(x) = t1,ν(x; 1)と定義される．ζj は（2.13）で定義される．（2.11）より θ = (α, Ω, ν)，（2.25）
より θj = (ζj , ν) (j = 1, . . . , d)と与えられる．θC については，αが（2.14），ζj が（2.13）で定義さ
れていることを踏まえると，θC = (δ, Ω, ν)で導出される接合関数を特定できるため，Yoshiba
（2018）では導出される接合関数をそのように特定している．
なお，Kollo and Pettere（2010）は早い段階で AC非対称 t接合関数の推定を行ったと主張し
ている．しかし，Kollo and Pettere（2010）では，（2.25）の ζj を αj とし，周辺分布の特定を誤っ
ているため，その後の議論が誤った方向に進んでいる点に留意されたい．

2.3 裾依存係数
2変量の累積分布関数 F (x1, x2)に対し，各変量の周辺分布関数を Fj(·) (j = 1, 2)とすると

き，下側・上側裾依存係数 λL，λU は

λL = lim
u→0+

Pr[X1 ≤ F −1
1 (u)|X2 ≤ F −1

2 (u)],

λU = lim
u→1−

Pr[X1 ≥ F −1
1 (u)|X2 ≥ F −1

2 (u)]
(2.26)

で定義され，接合関数 C(u1, u2)を用いると

(2.27) λL = lim
u→0+

C(u, u)
u

, λU = lim
u→1−

1 − 2u + C(u, u)
1 − u

と表せる．（2.26）から明らかなように裾依存係数は極値での 2変量X = (X1, X2)の依存関係
を示すもので，X を多変量で考えると金融ポートフォリオのリスク管理などではシステミック
リスクを捉える重要な概念に相当している．Fung and Seneta（2010）は，X を価格変動とする
と，下側裾依存係数は極端な価格急落は市場クラッシュを捉えるものであり，価格，収益率，
信用リスクのモデリングで重要な概念であるとして，GH非対称 t分布と AC非対称 t分布の
下側裾依存係数 λL を整理している．ここではそれらの裾依存係数について上側裾依存係数も
含めて確認する．
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2.3.1 GH非対称 t分布の場合
GH非対称 t分布については，Banachewicz and van der Vaart（2008）が Theorem 2.1で示し
た特殊ケースの場合として，Fung and Seneta（2010）が Theorem 1で下側裾依存係数 λL を次
のように整理している．

（1）γ1 = γ2 = 0の場合，

λL = 2 T1,ν+1

(
−

√
(ν + 1)(1 − ρ)

1 + ρ

)

（2）γ1 > 0で γ2 > 0の場合，λL = 0
（3）γ1 < 0で γ2 < 0の場合，λL = 1
（4）γ1 > 0で γ2 < 0の場合，λL = 0
（5）γ1 = 0で γ2 > 0の場合，λL = 0
（6）γ1 = 0で γ2 < 0の場合，

λL =
∫ 1

0

(
1 − Φ

((
2ν/2Γ((ν + 1)/2)

2
√

π

)1/ν

u1/ν

))
du.

上記の結果から，γ1 = γ2 = γ とすると，γ < 0であれば λL = 0，γ > 0であれば λL = 1と
γの正負で上下双方向の裾依存係数が極端に変化することがわかる．λL は γ1, γ2 に応じて変化
するため，必要に応じて λL(γ1, γ2)と記述することにする．
上側裾依存係数 λU (γ1, γ2)については，Banachewicz and van der Vaart（2008）で示されてい

るが，下側裾依存係数 λL(γ1, γ2)からも導出可能である．（2.1）において，Z は d変量標準正規
分布であることから，Pr[Z/

√
V ≤ −x] = Pr[Z/

√
V ≥ x]が成立する．したがって

(2.28) Pr[γV −1 + Z/
√

V ≥ x] = Pr[−γV −1 + Z/
√

V ≤ −x]

となり，周辺分布についても同様の関係が成立するため，

(2.29) λU (γ1, γ2) = λL(−γ1, −γ2)

となる．

2.3.2 AC非対称 t分布の場合
Fung and Seneta（2010）と Padoan（2011）は独立に 2変量 AC非対称 t分布の裾依存係数を
与えている．特に Padoan（2011）は，下側裾依存係数 λLだけでなく上側裾依存係数 λU につい
ても

(2.30) λL = FEST (−a2,1; α2
√

1 − ρ2, −τ1, ν + 1) + FEST (−a1,2; α1
√

1 − ρ2, −τ2, ν + 1)

(2.31) λU = 2 − FEST (a2,1; α2
√

1 − ρ2, τ1, ν + 1) − FEST (a1,2; α1
√

1 − ρ2, τ2, ν + 1)

であることを示している．ここで，FEST (·)は 1変量の拡張（標準）非対称 t分布の累積分布関
数で

FEST (x; α, τ, ν) =
∫ x

−∞
t1,ν(z)

T1,ν+1

(
(αz + τ)

√
ν+1

ν+z2

)
T1,ν(τ/

√
1 + α2)

dz

と定義され，（2.30）に含まれる a2,1, a1,2, τ1, τ2 は
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a2,1 =

{(
T1,ν+1(−ζ2

√
ν + 1)

T1,ν+1(−ζ1
√

ν + 1)

)1/ν

− ρ

} √
ν + 1
1 − ρ2

a1,2 =

{(
T1,ν+1(−ζ1

√
ν + 1)

T1,ν+1(−ζ2
√

ν + 1)

)1/ν

− ρ

} √
ν + 1
1 − ρ2　

τ1 =
√

ν + 1(α1 + ρα2), τ2 =
√

ν + 1(α2 + ρα1)
で定義される．

2.3.3 AC非対称 t接合関数とGH非対称 t接合関数
図 1は，周辺分布を標準正規分布，接合関数を ACおよび GHの非対称 t接合関数としたと

きの 2変量密度関数の等高線を描いたものである．自由度パラメータは ν = 3，相関パラメー
タは ρ = 0.5とし，歪みパラメータは AC非対称 t接合関数では δ1 = δ2 = δ，GH非対称 t接
合関数では γ1 = γ2 = γ という等しい歪みパラメータで比較している．具体的には δ = −0.7，
γ = −0.2という設定である．この設定の下では，AC非対称 t接合関数（δ = −0.7）では（2.30）
より λL

∼= 0.327，λU
∼= 0.085となる．一方，GH非対称 t接合関数（γ = −0.2）では 2.3.1節で

示した結果から，λL = 1，λU = 0であることがわかる．
図 2は，δ1 = δ2 = δとし，ρ = 0.5で AC非対称 t分布の下側および上側裾依存係数をプロッ

トした図である．歪みパラメータ δが小さくなると，下側裾依存係数が大きくなることがわか
る．下側と上側の裾依存係数の差は，自由度 ν が小さくなるほど大きくなることがわかる．

2.4 その他の多変量非対称 t分布
Rの rugarchパッケージなど，ファイナンスの時系列データ分析では単変量の非対称 t分布

として Fernández and Steel（1998）の分布が用いられることが多い．これは，歪みパラメータ ξ

図 1．周辺分布を標準正規分布，接合関数を t，AC 非対称 t（δ = −0.7），GH 非対称 t

（γ = −0.2）の各接合関数としたときの 2変量密度関数の等高線（ρ = 0.5，ν = 3）．
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図 2．2変量 AC非対称 t分布（δ1 = δ2 = δ, ρ = 0.5）の下側・上側裾依存係数（左図は ν = 3
での下側依存係数と上側依存係数の値について，右図は ν = 1, 3, 5, 10で下側依存係数
から上側依存係数を差し引いた値について，横軸を δ としてプロットしたもの）．

と自由度 ν の 1変量 t密度関数 t1,ν(x)を用いて，密度関数 f(x|ξ)を

(2.32) f(x|ξ) = 2ξ

ξ2 + 1{t1,ν(x/ξ)1[0,∞)(x) + t1,ν(ξx)1(−∞,0](x)} = 2ξ

ξ2 + 1 t1,ν(xξ−sign(x))

と定義した非対称 t分布である．Bauwens and Laurent（2005）は，周辺密度を（2.32）とする多
変量非対称 t分布を構築し，GARCHモデルと組み合わせてポートフォリオのリスク計測への
利用を提唱し，3変量の為替ポートフォリオ，株式ポートフォリオでの実証分析を行っている．
Bauwens and Laurent（2005）は，成分間で独立な x = (x1, . . . , xd)� を用いているが，Ferreira
and Steel（2007）ではさらに，非特異行列 A ∈ R

d×d，μ = (μ1, . . . , μd) ∈ R
d を用いて，

(2.33) y = A�x + μ

という線形変換を施すことにより，相関のある d変量非対称 t分布を構成している．確率ベク
トル（2.33）の同時密度は，

(2.34) f(y|ξ) = |A|−1
d∏

j=1

f((y − μ)�A−1
·j |ξj)

で与えられる．ここで，A−1
·j は A−1 の第 j 列ベクトルであり，|A|は Aの行列式の絶対値で

ある．
Jones（2002）は，Jones and Faddy（2003）で提案された単変量非対称 t分布を d変量に拡張し

た非対称 t分布を提案している．Rosco et al.（2011）は，対称な分布に対して非対称性と裾の重
さを与える sinh-arcsinh変換の一部を用いて，対称な t分布に非対称性を与えている．単変量
の議論が中心であるが，d変量 t分布に従う確率ベクトル Tν = (Tν,1, . . . , Tν,d)� に対して，非
対称性 ε = (ε1, . . . , εd)� を与え，

(2.35) Tν,j = Sεj (Tεj ,ν,j) = sinh(sinh−1(Tεj ,ν,j − εj)), j = 1, . . . , d

として d変量非対称 t分布に従う確率ベクトル Tε,ν = (Tε1,ν,1, . . . , Tεd,ν,d)� を構成することを
提案している．本小節で取り上げた d変量非対称 t分布について，応用可能性を踏まえて内在
する接合関数の性質や推定法を考察することは今後の課題である．

3. 非対称 t接合関数の統計的推定方法

3.1 導出される接合密度と最尤推定法
一般に，d変量確率分布 Gに内在する接合関数（2.19）の密度 cG(u1, . . . , ud; θC)は，
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(3.1) cG(u1, . . . , ud; θC) = ∂dCG(ud, . . . , ud; θC)
∂u1 . . . ∂ud

= g(x; θ)∏d

j=1 gj(xj ; θj)

ただし，x = (x1, . . . , xd)� で

(3.2) xj = G−1
j (uj ; θj), j = 1, . . . , d

と定義されることになる．
したがって，周辺分布について一旦推定した後，その分布関数を用いて N 個の観測デー

タ {u1, . . . , uN }, ui ∈ [0, 1]d, i = 1, . . . , N が得られたとすると，この標本に対する対数尤度
�(θC ; u1, . . . , uN )は，（3.1）の接合密度を用いて

(3.3) �(θC ; u1, . . . , uN ) =
N∑

i=1

ln cG(ui; θC)

で定義されることになる．このように周辺分布のパラメータを推定してから接合関数のパラ
メータを推定する方法は 2段階推定と呼ばれる（詳細と漸近効率性については Joe, 2005を参
照）．すなわち，最尤推定法を適用するのに必要な点は，（a）想定する d変量非対称 t分布の密
度，（b）その周辺分布の密度および（c）周辺分布の分位点関数（3.2）の 3点である．

3.1.1 GH非対称 t分布
想定する d変量非対称 t分布の密度は（2.2），周辺分布の密度は（2.21）で与えられる．最尤推

定法の適用に必要な残る分位点関数（3.2）は，周辺密度（2.21）を数値積分して累積分布関数G(x)
に直し，求めたい水準 q ∈ (0, 1)に対し，G(xq) = q を満たすような xq を Newton法などで探
索するのが，正統的な方法である．ただし，この手法は [0, 1]の観測データが {u1j , . . . , uNj}と
観測数 N が大きいときには計算に時間を要してしまうため，何らかの近似を行うのが実務上
は現実的である．

Christoffersen et al.（2012）は，（2.20）に従って 10万個の乱数を発生させ，その経験分位点を
求めることで分位点関数（3.2）の近似を行った．これに対し，Yoshiba（2018）は，まず，γj = γ

とみなす成分の集合を J とし，j ∈ J について，

umin = min
i=1,...,N,j∈J

uij , umax = max
i=1,...,N,j∈J

uij

と定義したうえで，想定される区間 [xmin, xmax]を上記の正統的な方法で xmin = G−1(umin)，
xmax = G−1(umax)で定めている．次に，区間 [xmin, xmax]をm =100～150分割し（xmax = x0 <

x1 < · · · < xm < xm+1 = xmax），累積分布関数の値 p1, . . . , pm を数値積分で求めている．この
とき，p0 = umin, pm+1 = umax となる．最後に，{(x0, p0), (x1, p1), . . . , (xm, pm), (xm+1, pm+1)}
の表から，分割点以外の値は単調補間して，分位点 x = G−1(p)の値を求めることを提案して
いる．これにより，Christoffersen et al.（2012）の方法よりも精度良く，かつ，高速に評価でき
ることを確認している．

3.1.2 Sahu et al.（2003）の非対称 t分布
最尤法で必要な d変量非対称 t分布の密度（2.6）には Pr[U ≤ D(Σ + D2)−1x]が含まれてお

り，d変量の t分布の累積分布関数を評価することになるため，密度を解析的に計算すること
は困難である．すなわち，Sahu et al.（2003）の非対称 t分布から導出される接合関数について，
最尤法を適用することは難しい．Smith et al.（2012）は，V やW を条件付けることによって d

変量正規分布の表現にすることで，導出される接合関数について，マルコフ連鎖モンテカルロ
法を用いてベイズ更新でパラメータ推定を行う手法を提示している．Sahu et al.（2003）でもマ
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ルコフ連鎖モンテカルロ法を用いた分布の推定法が提案されている．
Smith et al.（2012）のアルゴリズムは，最尤法によるパラメータ推定ではないものの，密度比
を利用しながらパラメータ更新を行うため，更新されたパラメータ θj (j = 1, . . . , d)に対して
（3.2）で与えられる周辺分布の分位点評価が必要となる．この点に関し，Smith et al.（2012）は
3～4回の反復の Newton法によって十分な精度が得られると記述している．Newton法は，反
復回数を予め定めずに，解の更新幅が収束してきたときに G(x) = pの解 xが得られたとする
ことが多い．Smith et al.（2012）の方法は，上述の Yoshiba（2018）の手法のように観測データ
全体 {u1j , . . . , uNj}, j ∈ J に対して精度の良い近似分位点を求めるのではなく，各観測点 uij

に対する妥当な近似分位点を求めるものと考えられる．

3.1.3 AC非対称 t分布
想定する d変量非対称 t分布の密度は（2.11），周辺分布の密度は（2.25）で与えられる．最尤

推定法の適用に必要な残る分位点関数（3.2）は，3.1.1節で論じた GH非対称 t分布の分位点関
数と同様である．Yoshiba（2018）は，δj を共通とする変量 j ∈ J のデータ {u1j , . . . , uNj ; j ∈ J}
に対し，想定される区間 [xmin, xmax]を 100～150分割し，高速かつ精度良く設定したパラメー
タでの AC非対称 t分布の分位点を求めるアルゴリズムを提案している．

3.2 相関行列パラメータの更新
最尤法は，尤度を最大化するようにパラメータを推定する方法であるが，尤度の最大化の過

程では設定できないパラメータの領域に更新しないように工夫を施す必要がある．多変量非対
称 t接合関数で留意すべきパラメータは，相関行列のパラメータである．具体的には，GH非
対称 t接合関数では（2.1）の Z に想定している相関行列 Ψである．AC非対称 t接合関数では
（2.15）で定義された拡大相関行列 Rである．

Yoshiba（2018）は，ΨやRといった相関行列が相関行列としての性質，すなわち，非負定値対
称行列で対角要素が 1という性質を満たすように，相関行列を Cholesky分解したうえで三角関
数を使って θij と再パラメータ化をする手法を提案している．この方法は，Lewandowski et al.
（2009）や Joe（2014）で示されているように，確率ベクトルの第 1成分から第 j − 1成分を定数
としたときの第 i成分と第 j 成分（j < i）の偏相関係数 ρij;1:(j−1) について，cos θij = ρij;1:(j−1)

と再パラメータ化していることに相当している．

3.3 自由度パラメータの更新
一般に，t分布や非対称 t分布の自由度パラメータ ν について，他のパラメータと同様に尤

度最大化の過程での更新パラメータとする方法もあるが，整数の自由度に固定してその他のパ
ラメータを可変とした場合の最大尤度を比較し，最も最大尤度が大きくなる自由度を選択する
という方法もある．t接合関数や非対称 t接合関数でも同様である．

Yoshiba（2018）は自由度パラメータを他のパラメータと同様の更新パラメータとしている．
一方，戸坂・吉羽（2005）では，t接合関数の推定に際して，自由度 ν を 3～20までの整数の値
で固定した最大尤度をプロットし，自由度を推定している．Joe and Sang（2016）では，尤度が
自由度 ν に対してフラットであると論じ，GH非対称 t接合関数と AC非対称 t接合関数の最
尤推定をする際に自由度 ν を 5刻み，すなわち，ν = 5, 10, 15, . . . と推定して最大尤度を比較
するアプローチを採用している．

AC非対称 t接合関数では，整数の自由度に限定すると，対数尤度（3.3）の計算が高速になる．
それは，自由度が 1と 2の場合の 1変量 AC非対称 t分布の累積分布関数は解析的に表現され，
Jamalizadeh et al.（2009）が示した再帰式によって，整数自由度の累積分布関数は高速に計算さ
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れ，Newton法での分位点の計算も高速になるためである．Joe and Sang（2016）が参照してい
る Yoshiba（2018）のプレプリント版 Yoshiba（2015）では，自由度が実数の場合の対数尤度の計
算と自由度が整数の場合の対数尤度の計算時間が比較されている．
ここで，自由度 ν，歪みパラメータ ζ の 1変量 AC非対称 t分布の累積分布関数を G(x; ν, ζ)
と置く．Jamalizadeh et al.（2009）では，

G(x; 1, ζ) = 1
π

{
tan−1(x) + cos−1

(
ζ√

(1 + ζ2)(1 + x2)

)}
(3.4)

G(x; 2, ζ) = 1
2 − 1

π
tan−1(ζ) + x√

2 + x2

{
1
2 + 1

π
tan−1

(
ζx√

2 + x2

)}
(3.5)

が示され，ν > 1に対して，Theorem 1で

G(x; ν + 1, ζ) = G

(√
ν − 1
ν + 1x; ν − 1, ζ

)
+ Γ(ν/2)(ν + 1)(ν−1)/2

√
πΓ((ν + 1)/2)

(3.6)

× x

(ν + 1 + x2)ν/2 G

( √
νζx√

ν + 1 + x2
; ν, 0

)

という再帰式を示している．G(x; ν, 0)は通常の t分布関数のため，高速に計算可能である．

3.4 実装
本節で示した Yoshiba（2018）の計算方法については，AC非対称 t接合関数における整数自

由度での接合密度，尤度計算を含めて，Yoshiba（2018）の Supplemental materialに統計分析ソ
フト Rでの実装コードを示している．

4. 実証分析

4.1 非対称 t接合関数を用いた実証研究
Ammann and Süss（2009）は，金融時系列の非対称な依存構造に注目し，2変量の GH非対称

t接合関数を用いて，GARCH(1, 1)でフィルタリングした株価の日次収益率と対応するインプ
ライド・ボラティリティ指標について AR-GARCH(1, 1)でフィルタリングした日次変化幅と
の依存構造を調べている．ボラティリティ指標変動の AR次数は，0～3次についてベイズ情報
量規準で選択している．株式市場としては S&P500（ボラティリティ指標は VIX），Nasdaq 100
（ボラティリティ指標は VXN），DAX（ボラティリティ指標は VDAXNew），DJ Euro STOXX
50（ボラティリティ指標は VSTOXX）の 4市場で分析している．分析の結果，いずれの市場で
も t接合関数よりも GH非対称 t接合関数の方が赤池情報量規準，ベイズ情報量規準のいずれ
でも低く，良好な結果が得られた．また，歪みパラメータ γj については，株価収益率に対し
ては負，ボラティリティ変動幅に対しては正の推定値を得た1)．

Smith et al.（2012）は，AC非対称 t分布と似た構成である Sahu et al.（2003）の非対称 t分布
に内在する接合関数を用いて，電力市場価格などの分析を行っている．具体的には，オースト
ラリアの 5つの地域の 2007年 1月～2010年 2月の日次の電力価格について，周辺分布には t

や非対称 t分布，接合関数には t，非対称 t，非対称正規などを当てはめて分析を行った．ベイ
ズの交差検証を行った結果，周辺分布を非対称 t，接合関数を非対称 tとしたモデルの優位性
が示された．歪みパラメータ δ̃j は地域ごと j = 1, . . . , 5に異なる設定でモデリングしており，
推定値の正負は地域によって区々であった．電力価格は日々の需要の高まりにより急騰するこ
ともある点は他の資産価格変動と異なる点であり，その結果が反映されていると考えられる．
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Smith et al.（2012）はさらに，周辺分布が離散分布である事例として，15の有名なWebサイト
の 2007年 5月 1日の閲覧件数分布を非対称 t接合関数と t接合関数でモデリングした結果を比
較し，非対称 t接合関数の優位性を示している．

Christoffersen et al.（2012）は，GH非対称 t接合関数について，Engle（2002）のモデルに倣
い，相関行列パラメータ Ψについて，前期のパラメータに回帰する部分と一定水準に回帰する
部分とで動的にモデル化したうえで，16か国の先進国と 17か国の発展途上国にグルーピング
し，週次株価変動について各グループでの相関行列パラメータ Ψの時間変化などを分析して
いる．各国の株価の週次収益率については，誤差項を非対称 t分布とする AR(2)-GARCH(1, 1)
でモデル化している．また，各グループの各時点で GH非対称 t接合関数を設定する際，歪み
パラメータ γ については各グループで共通しているものと仮定してパラメータを最尤推定し，
いずれのグループ，観測期間でも歪みパラメータ γ は概ね負で有意という結果を得ている．

Joe and Sang（2016）は，多変量のモデリングに際し，まず，変量全体をいくつかのグループ
に分けて，グループ内の接合関数のモデリングにグループ間の接合関数のモデリングを繋げる
ことにより，全体の接合関数をモデリングする手法を提案している．具体例として，銀行・保
険，製薬・化学，消費財の 3つのグループの企業から 4～5社の株価を選択し，計 14社の個別株
価の 2011～2012年の日次収益率について，各変量を AR(1)-GARCH(1, 1)でフィルタリングし
てから上記の多変量モデリングを行った結果を示している．接合関数には，自由度を 5刻みに
した AC非対称 t，GH非対称 t，tの接合関数を用いて推定し，最も尤度の高かった自由度を選
択している．推定結果については，正規化したスコアの推定相関行列と経験相関行列との違い
や赤池情報量規準で評価を行っている．評価の結果，相関行列の誤差という観点では，3つの
グループをそれぞれ自由度 15, 10, 10の t接合関数でモデリングし，自由度 10の t接合関数で
まとめ上げるモデリングの誤差が小さかった．自由度 15, 10, 10の AC非対称 t接合関数でモ
デリングし，自由度 10の t接合関数でまとめ上げるモデリングは，相関行列の誤差の観点で最
も良いそのモデルとほぼ変わらず，赤池情報量規準の観点では選択されることを示している．

Yoshiba（2018）は，提案した非対称 t 接合関数の最尤推定の応用事例として，日経 225，
S&P500，DAXの 3変量の日次株価収益率について，正規，t，AC非対称 t，非対称正規，GH
非対称 t（歪みパラメータは共通 < δj = δ, γj = γ >）の各接合関数を最尤法により推定し，赤池
情報量規準やベイズ情報量規準でモデル選択を行っている．計測期間は 2005年 4月～2015年
3月の 10年間と後半の 5年間の双方とし，各変量については，フィルタリングしない収益率の
ほか，GARCH(1, 1)や EGARCH(1, 1)でフィルタリングしてから接合関数を当てはめた推定を
行っている．推定の結果，いずれの場合も AC非対称 tが赤池情報量規準でもベイズ情報量規
準でも選択された．自由度パラメータについては，フィルタリングしないもの，GARCH(1, 1)
でのフィルタリング，EGARCH(1, 1)でのフィルタリングの順で大きくなっており，周辺分布
のモデリングが精緻になるほど，裾依存性は低下することが示されている．一方で，歪みパラ
メータ δはモデリングが精緻になるほど，負の有意性が強まっていることが示されている．
夷藤・中村（2019）は，Christoffersen et al.（2012）のモデルを修正したうえで，Yoshiba（2018）

の提案した非対称 t接合関数の推定法を利用して，新興国国債市場の実証分析を行っている．
具体的には，4か国の新興国国債インデックスの日次リターンについて，各変量については
ARMA-GARCH(1, 1)でモデル化し，変量間の依存関係については正規，t，GH非対称 t（共通
及び個々の歪みパラメータ）の接合関数を用いてモデル化している．なお，AR項の次数は 0～
1，MA項の時数は 0～2のモデルを検討し，赤池情報量規準でモデル選択している．資産運用
面でのパフォーマンスの計測を念頭に置いているため，為替ヘッジしない場合と為替ヘッジす
る場合とも比較している．その結果，為替ヘッジしない場合においては，歪みパラメータ γj

を共通（γj = γ）とした GH非対称 t接合関数が赤池情報量規準で選択され，推定された歪みパ
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ラメータ γ は有意に負であることが示されている．一方，為替ヘッジをした場合は，t接合関
数が赤池情報量規準で選択されており，GH非対称 t接合関数を推定した場合の歪みパラメー
タ γ は有意にならないことが示されている．なお，相関行列パラメータ Ψが時間変化しない
静的なモデルに対して，正規，t，GH非対称 t，AC非対称 t（歪みパラメータについては共通
と個々の双方）の各接合関数を推定し，赤池情報量規準でモデル選択を行った結果，為替ヘッ
ジしない場合には歪みパラメータが共通の AC非対称 t接合関数が選択され，為替ヘッジをし
た場合は t接合関数が選択されたとの結果を得ている．
これらの先行研究から，本稿で取り上げた 3種類の非対称 t接合関数での実証分析において，

非対称性は有意になるケースが多く，モデル選択では非対称 t接合関数が選択されるケースが
多いことがわかる．非対称性については，株価などの金融資産価格変動を対象とした場合は負
になることが多く，電力市場価格などの実物資産の変動を対象とすると符号は状況によること
がわかる．

4.2 本邦の株価変動に対する推定
4.1節の先行研究を踏まえ，本邦の 3変量の株価変動に対してAR(1)-GARCH(1, 1)でフィルタ

リングし，その残差に対して，AC非対称 t，GH非対称 t，t，非対称正規，正規の各接合関数を推
定し，先行研究との整合性を確認する．株価の日次収益率 rtに対して AR(1)-GARCH(1, 1)は，

rt = μ + a1rt−1 + εt = μ + a1rt−1 + σtzt,

σ2
t = ω + b1ε2

t−1 + c1σ2
t−1

(4.1)

で表される．基準化された誤差項 zt には Fernández and Steel（1998）の 1 変量非対称 t 分布
（2.32）を想定する（歪みパラメータ ξ，自由度パラメータ ν）．非対称 tと非対称正規の接合関
数について，非対称性パラメータは各成分で共通のものと個別に設定するものを想定し，パラ
メータの推定値の符号と有意性を確認し，情報量規準で接合関数を選択する．3変量の株価と
しては，東証 33業種別株価指数から，銀行業，保険業，証券業（証券・商品先物取引業）の 3業
種を選択する．観測期間は，国際金融危機を含む 2006年 10月 2日～2018年 9月 28日の 12年
間とする（標本サイズは N =2,941）．
まず，各業種の日次収益率に対して，Rの rugarchパッケージを用いて（4.1）のパラメータ推
定を行った結果は表 1のとおりである．ここで，標準誤差はWhite（1982）の頑健な標準誤差を
用いた．いずれの業種でも歪みパラメータは ξ > 1となっており，正に歪んでいることがわか
る．また，自由度パラメータ ν は 7～8程度と比較的小さく，裾の厚い分布になっていること
がわかる．μや ω は誤差を考慮すると有意性がない一方，a1, b1, c1 は保険業の a1 を除き有意
にゼロから異なっていることがわかる．
次に，表 1で求められたパラメータを（4.1）に代入して得られた残差系列 zij , i = 1, . . . , N, j =

表 1．周辺分布の推定結果．
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1, 2, 3に対して，Yoshiba（2018）と同様に，ui = (ui1, ui2, ui3)として，接合関数推定用の疑似
標本 {u1, . . . , uN }を，各 j 成分（ j = 1, 2, 3）に対して

(4.2) uij = 1
N + 1

N∑
k=1

1{zkj ≤zij }, i = 1, . . . , N

のように経験分布関数の一種を用いて求める．疑似標本 {u1, . . . , uN }に対して AC非対称 t，
GH非対称 t，t，非対称正規，正規の各接合関数を推定した結果は，表 2，3のように与えられ

表 2．接合関数（共通非対称性）の推定結果．

表 3．接合関数（個別非対称性）の推定結果．
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る．赤池情報量規準（AIC），ベイズ情報量規準（BIC）のいずれでも共通非対称性の AC非対称 t

が選択されており，非対称性のパラメータは，GH非対称 tや非対称正規の各接合関数も含め
て，非対称性の共通・個別の設定に依らず，有意に負であることがわかる．相関パラメータ ρij

は 0.8前後と高く，自由度パラメータ ν は 7.5程度と低いため，下側の裾依存性が強いことが
わかる．

5. おわりに

本稿では，先行研究で提案されている 3種類の非対称 t接合関数を中心に，多変量非対称 t

分布とその接合関数の性質をまとめたうえで，最尤法による推定方法が実装可能なものとして
AC非対称 t接合関数とGH非対称 t接合関数での実装方法をまとめた．実証分析としては，株
価や債券価格といった資産収益率に応用した事例を中心に整理し，本邦の株価変動に対する推
定結果を示した．資産収益率に対する実証結果からは，共通歪みパラメータの AC非対称 t接
合関数の当てはまりが良好な場合が多いことが示された．
相関行列パラメータが Engle（2002）のモデルのように動的に変化するモデルについては，先
行研究は GH非対称 t接合関数での事例にとどまっている．しかし，夷藤・中村（2019）の分析
で相関行列パラメータが変化しない静的なモデルにおいて，GH非対称 t接合関数よりも AC
非対称 t接合関数が選ばれていたことを勘案すると，相関行列パラメータ Ωあるいは Rが動
的に変化する AC非対称 t接合関数のモデルが有効になる可能性も高い．そうした観点で，動
的な AC非対称 t接合関数の統計的推定方法の実装が今後期待される．

注．

1) Ammann and Süss（2009）の（10）式で定義されている 2変量の GH非対称 t接合関数の表
記は誤っているため（2変量 GH非対称 t分布の周辺分布と GARCH(1, 1)モデルの誤差
分布として想定した t分布を混同），得られた結果が本来の結果と異なっている可能性が
ある．
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The skew-t copula is the copula that is implicit in a multivariate skew-t distribution.
There are various types of multivariate skew-t distributions, depending on the way that
skewness is incorporated into the multivariate Student-t distribution. First, we summarize
the representative multivariate skew-t distributions and show the procedures for applying
the maximum likelihood estimation to the three types of skew-t copulas. Next, we refer
to empirical studies for the applications of skew-t copulas and show estimation results for
three indices from TOPIX33 Sector Indices to indicate the effectiveness of skew-t copulas
in representing asset returns. Finally, we conclude by describing future research tasks.
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