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要 旨

最適化は統計科学における重要な方法論である．最適化アルゴリズムの発展は新しいモデル
の実用化を可能とし，新しいモデルの追及は，最適化アルゴリズムの進展をもたらす．統計科
学の研究所としての統計数理研究所では，さまざまな形で最適化の研究が行われてきた．本論
説では，統計数理研究所における最適化法の研究の展開について概説する．

キーワード：無限次元最適化，最急降下法，Kaczmarz法，非線形最適化，内点法，情
報幾何．

1. はじめに

最適化は統計科学における重要な方法論である．統計科学は，データの背後にそれを生み出
す確率的機構，すなわち統計モデルを想定することで，現象の予測や説明を目指す．その過程
では，最小二乗法や最尤法に見られるように，適切な定量的規準を最適化してモデルのパラ
メータを推定することが行われる．最適化手法が深化し発展することで，より多くの統計モデ
ルが実用化される．遡ってみれば，線形計画法の原型は，L1 回帰として現れたともいわれて
いる．また，ネイマン・ピアソンの基本定理にも見られるように，推定量や検定量の最適性に
ついての解析が，古くからの統計学と最適化の接点としてあった．そこでは，より抽象的な，
無限次元の最適化問題が扱われ，最適性条件等が問題となることが多かった．このように，最
適化法は，さまざまな形で統計科学に古くからかかわってきた．
第 2次大戦後の電子計算機の登場は，現代科学技術の性格を大きく変えることとなった．実
際に計算を行い現実問題を解くことができる可能性が拓けたことを契機とし，多くの数学的・
数理的分野が「モデリングとアルゴリズム」を意識した新しい方向に力強く発展していった．統
計学についても然り，また最適化についても然りである．特に最適化においては，1947 年，
Dantzig による線形計画法の実用化とともに，数理計画法という新しい学問が勃興し，最適化
手法の開発とそれを意識したモデリングと数理に重点を置いた分野として研究が活発に進めら
れるようになってきた．
数理計画の分野では，連続最適化と離散最適化の 2つの分野が互いに影響を及ぼしあいなが

ら研究が展開された．1950年代から 70年代にかけては，連続最適化では，数理的には，双対
理論の構築や最適性条件の解析などの研究が進展し，アルゴリズム研究においては，無制約最
適化問題に対する最急降下法，ニュートン法の解析や，準ニュートン法などの開発，制約付最
適化問題については，罰金関数法や障壁関数法，乗数法などの開発が行われた．離散的最適化
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では，ネットワーク最適化問題の解法や整数計画問題に対する分枝限定法などが開発されてき
た．また，モデリングの分野では，線形計画問題がさまざまな分野に適用され，問題解決のた
めの有力な道具として活用されるようになった．

1970年代の後半に計算複雑度の理論が勃興し，最適化問題を解くための計算量が離散的最適
化，連続的最適化の両分野で重要な研究課題となった．そして，線形計画問題に対する最初の
多項式時間解法である楕円体法が Khachiyan によって 1979年により提案され，さらに，実用
的多項式時間解法である Karmarkar 法の 1984年の登場により，そして分野全体を巻き込んだ
大きな変革をもたらした内点法の研究へと進んでいった．
計算機の急速な発展と相俟って，凸 2次計画問題や半正定値計画問題，2次錐計画問題など

が新たな最適化問題として解けるようになった．これは，線形計画法が数理モデリングの世界
で果たしてきた役割をさらに拡げ，最適化モデリングの可能性を大きく拡大するものであった．
多くの実際問題が「最適化問題を解くことに帰着される」のではなく「線形計画問題，凸 2次計
画問題，半正定値計画問題や 2次錐計画問題という『最適化モデル』に帰着することにより」解
かれるようになったのである．凸 2次計画法が実用化されたのちに，サポートベクターマシン
が現れ，また，圧縮センシングが線形計画問題の思いがけない応用として登場し，半正定値計
画法は制御理論の世界を大きく変え，さらに，統計学，信号処理や種々の分野で統計的モデリ
ングに活用されている．
そして，2000年代に入り，ビッグデータの時代の到来とともに，機械学習における基本的道

具立てとしての連続的最適化が改めて注目され，超大規模問題に対する最適化手法が精力的に
研究され，また，離散的最適化においては，数千から数万変数の整数計画法の問題が日常的に
解かれるようになり，様々な分野で活用されている．
このような数理計画分野の研究の歴史の中で，統計数理研究所においては，1955年の改組に

おいて第 3研究部が「ORおよび統計解析理論を研究する部署」として位置づけられ（統計数理
研究所, 1994），最適化とモデリングの学問としての数理計画法の研究が統計数理研究の一環と
して行われ，国際的にも通用する重要な研究成果を発信してきた．これらの成果の中から，本
論説では，石井による，無限次元線形計画問題とチェビシェフ限界に関する研究，赤池による
最急降下法の解析，田邉による Kaczmarz 法の解析，非線形最適化に関する微分幾何学的接近
法，主双対内点法，そして，筆者を含む研究所の最適化研究者が国内外の共同研究者とともに
行ってきた，内点法や最適化の情報幾何についての研究成果を中心として紹介する．なお，本
論に登場する研究者の中で，統計数理研究所員については，以下で初めて登場した時に在職時
期を付記している．
本論説には，「最適化」という言葉と「数理計画」という言葉が現れる．本論に進む前に，二つ

の言葉の意味するところの微妙な違いについて触れておきたい．最適化は数理の世界で古くか
らある言葉であるが，数理計画は Dantzig による線形計画法の登場後，使われるようになった
言葉である．数理計画においては数理やアルゴリズムのみならず，モデリングが重要な研究対
象となる．実際，数理計画の草創期には，線形計画問題が解けることを前提として，いかにし
て現実の問題を線形計画問題に落とし込むかというモデリングの手法が一つの重要な研究課題
であった．より俯瞰的に見れば，豊かな構造を持つ基本的モデルがあり，実際の問題をそのモ
デルに帰着できる形にモデリングすることは，戦後勃興した数理科学諸分野において共通に見
られた研究の流れであった．このように，数理計画法においては「最適化の数理やアルゴリズ
ムを意識した」モデリングの研究が不可欠なものであり，数理計画法は最適化に関する「モデリ
ング・数理・アルゴリズム」の 3本の柱からなる学問分野である，と考えられる．このことは，
Dantzig の古典的名著や Nesterov による定評ある教科書の序文でも強調されており，また，統
計数理研究所で長年開催されてきた最適化の研究集会「最適化：モデリングとアルゴリズム」の
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名称にはそのような気持ちが込められている．また，近年盛んに研究されている，機械学習分
野における「最適化研究」も，これら 3つの分野に跨っていることが見て取れる．

2. チェビシェフ型のバウンドと無限次元線形計画法

モーメントが与えられた時にそのモーメントを実現するような確率分布が存在するかどうか
はモーメント問題と呼ばれ，古典的かつ重要な問題である．石井惠一（1955年-1964年在職）は
1950年代後半から 1960年代にかけて，この問題に連なる一連の数学的問題に取り組んだ（Isii,
1960, 1962, 1964）．その典型的な成果を以下に紹介する（Isii, 1962）．

Ωを全体集合，U をその上の σ 加法族とし，可測空間 (Ω, U)上での非負測度の族 B が与え
られているものとする．f0(ω), . . . , fm(ω)を Ωから Rm+1 へのボレル可測写像で Bの各要素に
ついて積分可能とする．また，g(ω)を Bの各要素について積分可能な実関数とする．
この設定の下で，次の条件を満たす (Ω, U)上の非負測度 P ∈ Bを考える．即ちM0, . . . , Mm

を与えられた実数として，

(2.1) EP (fi) ≡
∫

fi(ω)dP (ω) = Mi,

がすべての i = 0, . . . , mについて成立すると仮定する．この条件を満たす P の内，積分∫
g(ω)dP (ω)

の値をできるだけ大きくすることを考える．すなわち，

B(M) = {P |P ∈ B, EP (fi) = Mi, i = 0, . . . , m}
として，次の最適化問題を考える：

(2.2) sup
∫

g(ω)dP (ω), subject to P ∈ B(M).

この問題（2.2）は，無限次元線形計画問題と捉えることができる．例えば，確率変数の平均や
分散が与えられた時に，ある特定の領域にどの位まで大きな確率を割り当てることが可能であ
るか？といった，確率分布についての minimax 型の限界を与えるような問題（チェビシェフ型
不等式）が（2.2）に帰着できる．
石井の得た主結果は下記の通りである．

定理 1. もし，Bが凸ならば，集合

M =
{∫

fdP (ω)| P ∈ B
}

(f = (f0, . . . , fm)T )

は Rm+1 上の凸集合である．もし，(M0, . . . , Mm)がMの内点であれば，（2.2）の最適値は，

(2.3) inf
a0,...,am

{
m∑

i=0

aiMi + sup
P ∈B

∫ (
g −

∑
i

aifi

)
dP

}

と書くことができる．さらに，もし，最適値が有限であれば，実際に最適値を達成する a0, . . . , am

が存在する．（2.2）には最適解（最適な測度 P）が存在するとは限らないが，もし，それが存在す
るならば，（2.3）を達成するものである．

石井は Isii（1964）でこの結果を拡張し，さらに，目的関数を非線形化することで，Cramér-Rao
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の不等式を導出している．石井の成果はモーメント問題の古典的な結果として（Lasserre, 2010;
Wolkowicz et al., 2000）等良く知られている専門書に引用されている．また，最近でも，Minimax
Probability Machine（Lanckriet et al., 2002）の構築など機械学習の文脈でも活用されており，
息の長い基礎的な成果である．

3. 最急降下法について

最急降下法は，微分可能な関数 f(x)を最小化するために，

x+ = x − t∇f(x)

という反復を繰り返す基本的最適化手法である．この手法について，赤池弘次（1952年-1994年
在職）は，Akaike（1959）において，現在では最適化分野では古典的な結果として広く知られ，
標準的な教科書（Fletcher, 2000; Noceda and Wright, 2000）等にも掲載されている，以下の結果
を示した．

「目的関数 f が（そのヘッセ行列の固有値がすべて異なるような）狭義凸 2次関数の場合，正
確な直線探索を行うと，最急降下法によって生成される反復列 xk は，漸近的に，f のヘッセ行
列の最大固有値と最小固有値に対応する 2つの固有ベクトルからなる 2次元空間の方向から最
適解に近づく．」

より正確には，赤池は，正則な係数行列を持つ連立一次方程式 Ax = bを解く問題を，正定値
対称行列 P を用いて，

f(x) = (Ax − b)T P (Ax − b)

の最小化問題と捉え，この問題に最急降下法を適用した時の反復過程を解析している．この
時，正確な直線探索を与える tは，t = 2(Ax − b)T P g/gT P g, g = AT P (Ax − b) と書ける．
赤池は，ヘッセ行列の固有ベクトルと関連づけて適切な座標を取り直して最急降下法

の反復を解析した．新たな座標系で見た誤差ベクトル (α1, . . . , αn) をもとに生成される，
(α2

1, . . . , α2
n)/

∑
α2

i の各要素を生起確率とする多項分布を考え，各反復でこの多項分布のパラ
メータが受ける変化を解析することで，上記の結果を得ている．
赤池は，のちに，本研究を回想する中で「この問題の取り扱いを通じて，筆者は数値計算法全
般に対する興味と，関数の局地近傍の形状の二次曲面による近似の実用性の感覚を得た．これ
が後に筆者を統計モデルの評価に関する情報量規準の導入に誘うことになる．」（赤池, 1999）と
記している．一見関係なさそうに見える，最急降下法と AIC を関連づける形で赤池の研究が
進められているのは印象的である．また，この論文の参考文献を見ると，Chernoff や Forsythe,
Kantorovich ら統計学，数値解析，最適化の一流研究者の論文（のみ）が参照されており，統計
学・最適化・数値解析各分野の研究者が互いの問題に大きな関心を寄せていた，数理科学が細
分化される前の学際的な雰囲気が感じとれる．また，数値実験が富士通 FACOM-128というリ
レー計算機で行われていたことも記されており，その点でも当時の雰囲気を感じさせるものと
して興味深い．

4. Kaczmarz 法の収束性

最適化と数値解析の境界領域となるが，田邉國士（1967-2005年在職）は，論文（Tanabe, 1971）
において，連立一次方程式に対する Kaczmarz 法の解析を行った．Kaczmarz 法は，連立一次
方程式に対する緩和法の一種であり，元来正則な連立一次方程式系のための解法であったが，
田邉は変数と方程式の数が異なるような場合まで含めた形で拡張して解析し，この方法に関す
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る古典的結果を導びいた．田邉は複素数の場合について解析を行っているが，ここでは簡単の
ため，以下，係数行列や右辺は実数とする．

Aをm × n行列，bをm次元ベクトルとして，n変数のm次元連立一次方程式

Ax = b

を考える．連立一次方程式 Ax = bの解法として，次の反復を考えるのが Kaczmarz 法である．
まず，内部反復として，各方程式が定義する超平面への射影を逐次行う．xk が与えられたと

しよう．内部反復は下記の通りとなる．

（1）x := xk.
（2）i = 1, . . . , mについて，

x+ := argminaT
i

y−b=0‖y − x‖2; x := x+;

内部反復が終了したあとの x+ を xk+1 として，同様にして反復を続ける．この時，適当な行列
Q, Rを用いて，

xk+1 = Qxk + Rb

と書ける．
Kaczmarz 法は，元々は，行列 Aが正方で正則な場合の連立一次方程式の解法として提案さ

れ，解析されたが，田邉は，この方法の収束性を変数と方程式の次元が異なる場合を含め，ご
く一般的な場合に解析し，以下の結果を得た．

「初期点 x0 から出発した Kaczmarz 法の反復列は，次の点に収束する：

x∞ = PKx0 + Gb.

ここで，G = (I − Q)−1Rである．Gは行列 Aのムーア・ペンローズ一般化逆行列となってい
る．PK は，Aの核 K = {u|Au = 0}への直交射影である．」
この結果は，方程式 Ax = bが解を持つ場合には，任意の x0 について x∞ は解となり，さら

に，x0 = 0ととると，方程式が解を持たなくても，点列が最小二乗解に収束することを示して
いる．

Kaczmarz 法は緩和法と呼ばれる方法の一種であり，この考え方は，凸集合の共通部分を求
めるなどの手法に一般化されている．田邉の解析した方法は，コンピュータトモグラフィの画
像再構成法にも活用され，現在では，機械学習の文脈で再び脚光を集めている．コンピュータ
トモグラフィがノーベル賞を受賞した時期には，多くの別刷り送付の依頼が寄せられた，との
ことである．

5. 非線形計画問題に対する微分幾何的接近法

1960年代，連続的最適化の分野で，制約付き最適化問題に対する典型的接近法は，罰金関数
法や障壁関数法と呼ばれるものであった．これは，目的関数に対して，罰金関数や障壁関数と
呼ばれる，制約条件が満たされない点においては無限大かあるいは極端に大きな値をとるよう
な補助関数を足したものを考え，この関数，つまり目的関数＋補助関数，を無制約最適化する
ことで，制約付き最適化問題を解くものである．罰金関数や障壁関数は，制約条件を破ること
に対して罰金を科す補助的関数で，この関数を導入することで，制約付き最適化問題を無制約
最適化問題に直すことができる．現在でもよく使われる方法であるが，最適解の近くで数値的
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図 1．射影勾配流の概念図（田辺, 1976，図 4を引用）．

に悪条件となることが欠点とされていた．そのために，1970年代に入り，拡大ラグランジュ関
数などを用いて悪条件性を緩和した，乗数法などの解法が提案され，研究が進められた．
田邉は，同時期に，非線形計画問題に対し，微分幾何学的（力学系的）アプローチを試みてい

た．等号制約付き最適化問題

max f(x), subject to gi(x) = 0, i = 1, . . . , p, x ∈ Rm

を考える．（不等号制約 h(x) ≤ 0は，新しい変数 sを導入して，h(x) + s2 = 0と書き直せる．）
以下，∇は xに関する勾配を表すものとする．
目的関数 f の勾配を制約領域の接平面に射影したベクトル場を射影勾配と呼ぶことにする．

制約条件を満たす領域上での f の射影勾配流（射影勾配の積分曲線）は概念的には図 1のように
なり，最適解は射影勾配流の停留点となる．射影勾配流を定義する微分方程式を数値的に解く
ことで，最適解を求めることができる．田邉はこの微分方程式の漸近的な挙動等について解析
した（Tanabe, 1974）．これは，Rosen の射影勾配法の連続版である．
射影勾配流自身は，制約領域を満たさない点においても，gi(x)の右辺を適切に（定数分）変
更することで同様のものが定義できる．しかし，そのような初期値から出発して射影勾配流を
数値的に積分しても制約条件を満たさないので，最適解を求めることはできない．一方，一般
には，制約領域を満たさない点から出発しても，制約領域に近づくことができるように，制約
条件が満たすべき方程式系 gi(x) = 0, i = 1, . . . , p上の点を求める「ニュートン法」のベクトル場
を定義することができる．この方程式系は変数の方が方程式の数よりも多い過少決定系である
が，適当な正則条件の下で，一般逆行列を用いることで，ニュートン法のベクトル場を定義で
きる．したがって，（いわばシフトした）射影勾配と制約領域を求めるニュートン法のベクトル
場を加えたベクトル場を定義し，それを数値的に積分して最適解に至る解法を考えることがで
きる（Yamashita, 1980）．田邉は（Tanabe, 1980）等でこれらのベクトル場が定義する力学系の漸
近的な性質を詳しく解析した．
さらに，田邉は，

min f(x), subject to gi(x) = 0, i = 1, . . . , p, x ∈ Rm

に対するカルシュ・キューン・タッカー条件（一次の最適性条件）

∇f + J(x)T λ = 0, g(x) = 0,

(
Jij(x) = ∂gi

∂xj

)
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図 2．FIGAP 法の概念図（田辺, 1981，図 4を引用；図中Ψは探索ベクトル，Ψnr は制約条件

を満たすためのニュートン方向，Ψgapは目的関数を最適化する方向でΨ = Ψnr +Ψgap

となっている）．

に対するニュートン法の反復式

x+ = x + Δx( ∇2L(x, λ) JT (x)
J(x) 0

) (
Δx

λ+

)
= −

( ∇f

g(x)

)
, (L(x, λ) = f(x) + λT g(x))(5.1)

において，（5.1）の左辺係数行列の ∇2L(x, λ)をさまざまな行列に置き換えることで，非線形
最適化アルゴリズム設計の統一的指針を得ることができることを見出し，この考え方に基
づいて FIGAP（Feasibility-Improving-Gradient-Accute-Projection）法を提案した（図 2）（Tanabe,
1981; 田辺, 1981）．
これらのアルゴリズムの背後にある考え方は，罰金法や障壁関数法のように問題を無制約最

適化に落とし込むのではなく，カルシュ・キューン・タッカー条件を満たす点が漸近安定点と
なるようなベクトル場を最急降下法やニュートン法などを考慮しつつ適切に定義し，そのベク
トル場の積分曲線を離散的に追跡することにより最適化アルゴリズムを構築するというもので
ある．田邉は折に触れてニュートン法の重要性を強調している．この思想は，ある意味でその
後に登場する内点法の考え方に通じるものである．

6. 内点法を巡って

線形計画法は，1947年，Dantzig によって創始されて以来，現在にいたるまで，数理計画法
の中心にありつづけている．線形計画法の解法としては Dantzigによる単体法が定番であった
が，1970年代に計算複雑度の理論が勃興し，線形計画問題に対して所謂多項式時間解法が存
在するか否かが一つの大きな未解決問題となった．この問題は，Khachiyan により，初めての
多項式時間解法である楕円体法の登場によって肯定的に解かれた．しかし，楕円体法は理論的
には数理計画法全体に大きく貢献したものの，実用解法ではなかった．1984年に射影変換と
最急降下法を繰り返して問題を解く射影変換法が多項式性を有する実用解法として Karmarkar
によって提案され，数理計画全体に大きな影響をおよぼす潮流を 20年余りに渡り作り出した．
Karmarkar に端を発する一連のアルゴリズムは，実行可能領域の内部から最適解に近づいてい
く解法なので，内点法と呼ばれる．統計数理研究所では，内点法についての研究が活発に行わ
れた．以下，成果を紹介する．
次の線形計画問題 (P)
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min cT x, subject to Ax = b, x ≥ 0

と双対問題 (D)
max bT y, subject to s = c − AT y, s ≥ 0

を考えよう．x, sの次元を nとし，Aの行ベクトルは一次独立とする．
主問題 (P)の実行可能解 xにおける目的関数は，双対問題の実行可能解 (s, y)における目的
関数の値よりも大きいか等しい．これは，以下のようにして簡単にわかる．

cT x − bT y = xT c − xT AT y = xT s ≥ 0.

上式の左辺の量を双対ギャップという．双対ギャップが 0の場合には，その時の xと (s, y)は，
それぞれの問題の最適解となる．xT s = 0は，x ≥ 0, s ≥ 0の条件の下では，xisi = 0と等価で
あるから，主問題と双対問題を解くことは，次のような双線形等式・不等式系を解くことと等
価である．

(6.1) x ◦ s = 0, Ax = b, s = c − AT y, x ≥ 0, s ≥ 0.

ここで，x ◦ sはその各要素が xと sの各要素の積であるベクトルを表す．x > 0, s > 0である
ような実行可能解を内点実行可能解という．以下，主問題と双対問題に内点実行可能解がある
ことを想定する．
内点法の研究は，Karmarkar による射影変換法に端を発する．(P)に対する射影変換法は，
実行可能領域上で，Karmarkar ポテンシャル関数

f(x) = (n + 1) log(cT x − copt) −
n+1∑
i=1

log xi = log (cT x − copt)n+1∏
xi

が減少する方向に進むことを繰り返すことで (P)を解く反復解法である．ここで copt は (P)の
最適値である．実行可能領域上で f(x)が十分に小さくなると，cT xは coptに十分に近い値とな
る．反復の各ステップでポテンシャルの減少方向を求めるのに射影変換と最急降下法を用いる
ことで，多項式時間アルゴリズムを構築できる．Karmarkar ポテンシャル関数は，− ∑

log xi

を含む点に特色がある．すなわち，この項があることにより，（最適解以外の）実行可能領域の
境界に近づくと f(x)はその値が無限に発散するため，f(x)は，実行可能領域の内側を通って
効率よく最適解に近づくためのガイドの役割を果たすことができる．この関数

ψ(x) = −
∑

log xi,

を対数障壁関数という．対数障壁関数は第一象限の境界に近づくにつれてその値が無限大に発
散する凸関数である．制約領域において，対数障壁関数を最小化する点を解析的中心と呼ぶ．
対数障壁関数は内点法の理論において重要な役割を果たす．
正のパラメータ ν を導入し，対数障壁関数を用いて，次のような最適化問題を考える．

(6.2) min cT x + νψ(x) subject to Ax = b, x ≥ 0.

この問題の最適解は ν に依存する．これを x(ν)と記す．この問題は，ψ(x)の項が不等式制約
領域の境界に近づくにつれて (xi → 0)で無限大に発散するため，事実上不等式条件を無視でき
る最適化問題である．ν を小さくすれば，より境界に近いところに x(ν)は移動し，直観的には
ν → 0で (P)の最適解に収束する．x(ν)の満たすべき条件は，任意の AΔx = 0なる Δxにつ
いて，

∇(cT x + νψ(x))T Δx = (c − νdiag(x)−11)T Δx = 0
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図 3．内点法の概念図．

が成立することであるが，これは，

(6.3) c − νdiag(x)−11 = AT y

がある yについて成立することと同値である．ここで，ベクトル uに対し，diag(u)は，uの各
成分をその対角要素とする対角行列である．ν を動かした時，x(ν)は実行可能領域の内部を通
り ν → 0で (P)の最適解に収束する曲線となる．これを主中心曲線と呼ぶ．
さて，同様のことを双対問題について考えてみると，（6.2）に対応する問題は，

(6.4) max bT y − νφ(s), s = c − AT y

となる．双対問題においては，φ(s) = − ∑
log(ci − aT

i y)が制約条件の境界に近づくにつれて
その値が無限大に発散する障壁関数となる．パラメータ ν の時の最適解を (s(ν), y(ν))と記す
こととする．(s(ν), y(ν))の満たすべき最適性条件は，

(6.5) b = νAdiag−1(s)1, s = c − AT y

である．ν を（正の範囲で）動かした時，(s(ν), y(ν))は実行可能領域の内部を通り ν → 0で (D)
の最適解に収束する曲線となる．これを双対中心曲線と呼ぶ．
そこで，(P)を解くために，ν を固定しておいて，x(ν)を近似的にニュートン法によって求
め，ν の値を減らす，という手続きを繰り返して (P)の最適解を求める方法，あるいは，同様
のことを (D)について行って (D)の最適解を求める線形計画問題の解法が考えられる．これが
内点法の基本的な考え方である．前者を主内点法，後者を双対内点法という．図 3に上で説明
してきた内点法の概念を示す．
内点法の登場は衝撃的であった．次第に理論的にも実用的にも優れた解法であることが判明

してくるにつれ，その研究のうねりは 80年代後半から，20年にわたり，最適化のみならず，隣
接分野にも影響を及ぼす大きな潮流となっていった．後述するように，機械学習分野でサポー
トベクターマシンや圧縮センシングなどの新しいモデルを生み出す原動力ともなった．本節冒
頭でも述べたように，統計数理研究所では，種々の内点法の解析や情報幾何との繋がりなどの
研究が活発に行われた．

7. 主双対内点法

初期の内点法は，これまで説明してきたように，主問題あるいは双対問題のどちらかに点列
を生成するものであったが，新しい立場の内点法アルゴリズムが，Megiddo によって示唆され，
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田邉と小島・水野・吉瀬の 3人によって，1987年 2月，統計数理研究所の研究集会「線形計画問
題の新解法」において，世界で始めて，同時に提案された（小島 他, 1987; Tanabe, 1987a）．以
下，その内容を述べる．
パラメータ ν > 0に対して，主中心曲線上でパラメータ値が ν である点 x(ν)と双対中心曲
線上のパラメータ値が ν である点 (s(ν), y(ν))は，実は，下記のような方程式の解となってい
ることが Megiddo によって指摘された（Megiddo, 1989）．

x ◦ s = ν1, Ax = b, s = c − AT y, x ≥ 0, s ≥ 0.

この事実は（6.3）と（6.5）が満たしている関係を上式に代入することで簡単にわかる．この方程
式は（6.1）の最初の方程式の右辺を 0から各 iについて等しく ν に緩めたものであるとも考えら
れる．
この事実は，主問題と双対問題を対等に扱う対称な解法が存在すること，そして，x ◦ sの値

を揃えながら減少させることで，効率良い解法が得られることを示唆する．つまり，障壁関数
を用いて実行可能領域の境界から離れることにより，効率的な最適化を実現する，というメカ
ニズムが，相補性条件 x ◦ s = 0を緩め，相補性に関する残差を揃えながら減少させる，という
形でも実現しうることを示唆している．
このような背景の下で，田邉は，（Tanabe, 1987a, 1988）において，前節で発展させた，非線

形最適化に関する微分幾何学的方法に「中心化」という，各方程式の残差を揃えながら減少させ
ていく，という考え方を加えていろいろな形に一般化し「中心化ニュートン法」という一連の解
法を提案した．特に，線形計画問題と凸 2次計画問題については，現在主双対内点法として知
られているものの具体形を与えた．そして，最適解への近さを計る尺度として，主双対ポテン
シャル関数

fT (x, s) = ρ log(xT s) −
∑

i

log(xisi)

を導入した．ただし ρ > nである．この関数は，

fT (x, s) = (ρ − n) log(xT s) + g(x, s), g(x, s) = n log(xT s) −
∑

i

log(xisi)

と書き直すことができる．簡単な解析により，g(x, s)は実行可能領域上では中心曲線上でのみ
最小値 n log nをとることがわかる．そこで，田邉は g(x, s)の値で中心曲線の近傍を定義する
ことを提案した．また，上の表現より，ρ > nであれば，fT (x, s)を −∞に減少させることで，
双対ギャップ xT sを 0に近づけることができ，(P)と (D)を解くことができることもわかる．
したがって，主双対内点法の枠組みで，このポテンシャル関数を減少させるというアルゴリズ
ムが考えられる．ポテンシャル関数 fT (x, s)は，現在では，Tanabe-Todd-Ye ポテンシャル関
数，と呼ばれている．田邉はさらに，主双対内点法の挙動の解析を連続ニュートン法や力学系
の立場から行った．図 4に中心化ニュートン法の概念図を示す．一方，田邉の発表と同時に行
われた，小島・水野・吉瀬の発表は，線形計画問題に対する主双対内点法の計算複雑度を解析
し，多項式性の証明を与える点に力点があった．後年，現在広く使われている非実行可能点列
内点法をニュートン法の立場から一早く提案したことも，田邉の注目すべき業績の一つである
（田邉, 1989）．
論文（Kojima et al., 1989）の著者の一人である水野眞治（1990年-1999年在職）は研究所に合流

後，さらに主双対内点法の研究を推進し，Todd や Ye 等と国際共同研究を行い，水野・Todd・
Ye 予測子・修正子法（Mizuno et al., 1993），非実行可能点列内点法に対する予測子・修正子法
（Mizuno, 1996），同次自己双対内点法（Ye et al., 1994）等の良く知られている成果を得た．土
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図 4．中心化ニュートン法の概念図（Tanabe, 1987a, Fig. 6 を引用）．

谷隆（1986年-2010年在職）も，総合研究大学院大学学生であった村松正和と共に，基本的な内
点法であるアフィンスケーリング法の大域的収束性を示し（Tsuchiya and Muramatsu, 1995），
このことをきっかけとして，Monteiro, Faybusovich, Megiddo, Terlaky, Roos 等と国際共同研究
を展開した．また，El-Bakry, Tapia, Zhang と共に，一般の非線形最適化に対する主双対内点
法の拡張についての論文を執筆した（El-Bakry et al., 1996）．論文（Mizuno, 1996; Mizuno et al.,
1993; Ye et al., 1994; El-Bakry et al., 1996）は今でも折に触れて引用される標準的文献となって
いる．なお，本節で参照した田邉の中心化ニュートン法，5節および 9節で紹介している最適
化の微分幾何学に関する一連の研究は，共同研究リポート（田辺, 1996）にまとめられている．

8. 半正定値計画問題，2次錐線形計画への主双対内点法の拡張

線形計画問題に対する内点法の研究の進展が一段落した 1990年代中盤より，線形計画問題
における「変数の非負条件」を「変数がある凸錐に属している」という条件に拡張した最適化問題
についての研究が進展した．その中でも典型的なものが，半正定値計画問題と 2次錐計画問題
であり，これらは以下のようにかかれる問題である．半正定値計画問題は，正定値対称行列上
の最適化問題で，主問題は

min tr(CX), subject to tr(AiX) = bi, i = 1, . . . , n, X は半正定値対称行列

と書ける．この問題の双対問題は，

max
∑

biyi, subject to S = C −
∑

i

Aiyi, i = 1, . . . , n, S は半正定値対称行列

となる．また，2次錐計画問題は，線形計画問題における変数の非負条件を，変数がいくつか
の 2次錐の直積に属する，という条件に置き換えた，線形計画問題の拡張である．ここで 2次
錐とは，3次元円錐の高次元版で，一般に n次元 2次錐は {(u0, u1) ∈ R × Rn−1|‖u1‖ ≤ u0} と
かける集合である．具体的には，2次錐計画問題は下記のようにかける問題である．

min cT x, subject to Ax = b, xはいくつかの 2次錐の直積に属する

この問題（主問題）の双対問題は，

max bT y, subject to s = c − AT y, sは上と同じ 2次錐の直積に属する

という問題である．線形計画問題と同様，主問題の任意の実行可能解での目的関数値は双対問
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題の任意の実行可能解での目的関数値よりも大きいか等しく，等しければ，それぞれの問題の
最適解となっている．また，緩い正則条件の下で主問題と双対問題の目的関数値が等しい最適
解の存在が保証される．
半正定値計画問題や 2次錐計画問題は，線形計画問題よりもより複雑な条件をモデリング
することができる．統計学，機械学習，制御，信号処理，最適設計，量子化学等多くの分野
に応用を持ち，凸最適化の適用範囲を大きく広げた．線形計画問題の場合の主双対内点法を
半正定値計画問題や 2次錐計画問題に拡張することは，1990年代後半の興味深い研究課題で
あった．土谷は，Monteiro とともに半正定値計画問題への主双対内点法について共同研究を進
めるとともに（Monteiro and Tsuchiya, 1999），ユークリッド的ジョルダン代数を用いて 2次錐
計画問題への多項式時間主双対内点法の拡張を行った（Tsuchiya, 1999; Monteiro and Tsuchiya,
2000）．また，Faybusovich とともに，2次錐計画問題に対する主双対内点法を無限次元に拡張
した（Faybusovich and Tsuchiya, 2003）．Tsuchiya（1999）, Monteiro and Tsuchiya（2000）は 2
次錐計画問題に関する標準的文献として折に触れて引用されている．

9. 内点法の情報幾何

情報幾何は，甘利と長岡によってその枠組みが作られた，統計学や機械学習等の解析に有効
な微分幾何である．統計数理研究所は，情報幾何と内点法の両方に関心を有する研究者がいる
世界でも数少ない場であったこともあり，内点法の情報幾何の研究が活発に展開された．
情報幾何では，凸ポテンシャル関数とそのヘッセ行列として定まるリーマン計量，そして，

2つの互いに双対な測地線が基本的な役割を果たす．さて，山下によって，主内点法や双対内
点法の探索方向が，対数障壁関数を最小化するためのニュートン方向と，アフィンスケーリ
ング方向という，アフィンスケーリング法の探索方向から成っていることが指摘されていた
（Yamashita, 1986）．アフィンスケーリング方向は，対数障壁関数のヘッセ行列を計量とする
目的関数の最急降下方向である．アフィンスケーリング法はカーマーカー法よりも 20年近く
前にソ連の Dikin によって提案されていた世界最初の内点法である．Bayer と Lagarias は，
Legendre 変換によってこれらの内点法の探索方向が直線化されることを見出した（Bayer and
Lagarias, 1989）．田邉は双対内点法に現れるベクトル場の積分曲線の挙動を解析し，その立場
から同様の事実を見出し，この変換を Center Flattening Transformation と名づけた（Tanabe,
1987b）．さらに，田邉と土谷は双対内点法に以下のような情報幾何的な構造があることを指摘
した（田辺・土谷, 1988）．すなわち，多面体上の対数障壁関数をポテンシャル関数として導入
される双対平坦空間の構造を考えると，対数障壁関数のヘッセ行列によりリーマン計量が定義
され，アフィンスケーリング法の連続版の軌跡は，情報幾何における双対測地線となっている．
この時，主測地線は，元の空間での直線である．特に，中心曲線は，特別な双対測地線であり，
これを離散的に近似的に辿ることによって，最適解を効率良く求めることができる．図 5に
図 3の例題についてリーマン計量による “半径” 1の楕円（体）を，図 6に双対測地線（アフィン
スケーリング法の連続版の軌跡）を示す．図 5の楕円体は Dikin 楕円体と呼ばれている．この
ような視点から，田邉は双対問題 (D)に対する中心化ニュートン法を提案し，関連する連続版
の漸近的な挙動の解析を行った（田辺, 1990）．この線形計画問題に対する情報幾何の枠組みは，
のちに小原敦美によって，半正定値計画問題に拡張された（小原, 1998）．そして，2000年前後
から，小原, 土谷は柿原聡と共に凸最適化の情報幾何と内点法についての共同研究を行い，以
下の成果を得た（Kakihara et al., 2013, 2014）．
線形計画問題の場合，凸最適化の情報幾何構造は以下のようになる．(P)の空間の第一象限

の内部を Ωと記すことにして，Ωに対する対数障壁関数 ψ(x) = − ∑n

i=1 log xi を考える．これ
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図 5．Dikin楕円体．

図 6．双対測地線（連続版アフィンスケーリング法の軌跡）．

が情報幾何の双対平坦空間を定めるポテンシャルとなる．
ルジャンドル変換 s(x) = −∂ψ(x)/∂xを導入すると，s(x)は Ω における非線形大域座標系と
なり，s(Ω) = Ωとなる．xを ∇接続に対するアファイン座標系，s(x)を ∇∗ 接続に対するア
ファイン座標系として，双対平坦空間の構造が導入される（ここで ∇, ∇∗ は勾配を意味する数
学記号と異なる情報幾何の用語である）．この空間のリーマン計量は ∂2ψ/∂x2 で与えられる．
主問題の実行可能領域の内部 P は Ωの部分多様体だが，双対問題の実行可能領域の内部 Dも
s(x)を用いると Ωの部分多様体と考えることができる．x座標系では P は平坦だが D は曲
がっており，s座標系では Dは平坦だが P は曲がっている（図 7）．この立場では，中心曲線の
パラメトライゼーションとして t = 1/ν を導入して，中心曲線を

Ax = b, s = c − AT y, x ◦ s = 1
t

1

と表すのが自然となる．この時，主双対中心曲線を　 (x(t), s(t), y(t))と記すとすると，hP (t)
を主実行可能領域への主中心曲線 x(t)の ∇∗ 接続に関する埋め込み曲率の（リーマン計量の意
味での）ノルム，hD(t)を，双対実行可能領域への双対中心曲線の ∇接続の埋め込み曲率のノ
ルムとすると，中心曲線を追跡する，パス追跡型の主内点法の反復回数や双対内点法の反復回
数が，中心曲線上の積分
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図 7．最適化の情報幾何の概念図（両者は同じ問題を x と s による座標系で表現したもので

ある）．

IP (ν1, ν2) = 1√
2

∫ 1/ν2

1/ν1

√
hP (t)dt,

ID(ν1, ν2) = 1√
2

∫ 1/ν2

1/ν1

√
hP (t)dt,

を用いて，IP /
√

β, ID/
√

β と書けることが分かる．ここで，β は，アルゴリズムが中心曲線を
追跡する時にその中に反復列が生成される中心曲線の近傍の大きさを示すパラメータで，その
値が小さいほど，より狭い近傍に留まりながら中心曲線を追跡することになり，精密に曲線を
追跡するため，反復回数が大きくなる傾向がある．定義からもわかるように，IP , ID は，主中
心曲線，双対中心曲線の幾何学的性質を表す量である．
一方，パス追跡型の主双対内点法の反復回数についても，同様の積分表示

IP D(ν1, ν2) =
∫ 1/ν2

1/ν1

√
hP D(t)dt

が求められ，反復回数が IP D/
√

βとかけることが知られていた．この事実自身は（Monteiro and
Tsuchiya, 2008）において情報幾何とは独立に導出されたことであるが，一見情報幾何とは無関
係に導出された量であった hP D が実は，hP と hD を用いて定義される，下記のような情報幾
何学的量

(9.1) h2
P D = h2

P + h2
D

として書けるという少々驚くべき結果が（Kakihara et al., 2013）において得られた．これは「ピ
タゴラスの定理（関係）」を想起させる興味深い関係である．このように，主双対内点法の反復
回数を表す積分も情報幾何的な量として書くことができることが明らかとなった．
また，論文（Monteiro and Tsuchiya, 2008）では，LA を (P)，(D)の係数行列 Aの入力ビット
数として，中心曲線全体に渡る IP D の積分値が存在し，IP D(0, ∞) = O(n3.5LA)であることが
示されている．この結果と上のピタゴラス関係を用いると，IP (0, ∞), ID(0, ∞), IP D(0, ∞)に
ついて，

max[IP (0, ∞), ID(0, ∞), IP D(0, ∞)] = O(n3.5LA)

という評価が成立し，特に，ネットワークフロー問題については，LA = mn で抑えられるこ
とより，

max[IP (0, ∞), ID(0, ∞), IP D(0, ∞)] = O(n4.5m)

となる．これらは，中心曲線の大域的な幾何学的性質を明らかにした結果である．
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(a) 反復回数と正規化双対ギャップ ν

(b)（反復回数 ×
√

β）と正規化双対ギャップ ν

図 8．DFL001 に対する主双対内点法の挙動．

この積分が反復回数を非常によく近似していることを実用レベルの著名なベンチマーク問題
DFL001 を例にして紹介する（Kakihara et al., 2014）．DFL001 は制約式の数が 6072，変数の数
が 12230の線形計画問題である．この問題に対して主双対内点法を行ったときの反復回数と双
対ギャップの減少の関係が図 8(a)である．βを変えると，反復回数と ν の値の関係は，似た形
をとり，横軸を適当にスケーリングすれば，重なりそうである．反復回数を

√
β 倍したものは

積分値そのものになるので，重なることが期待される．実際，反復回数に
√

β かけたものを横
軸に取り直してグラフをプロットすると重なることがわかる（図 8(b)）．積分そのものは β = 1
とした時の反復回数であり，このように，実験的にも「内点法の反復回数は情報幾何的積分量
である」ことが示されている．この結果は半正定値計画問題や 2次錐計画問題にも拡張された
（Kakihara et al., 2014）．

10. 最適化モデリング，さまざまな研究

統計数理研究所で行われてきた最適化モデリングのひとつの典型例は，パラメータ推定問
題を，

(10.1) min f(x, θ) + λg(θ)

の形に帰着させるものである．xがデータ，θ がパラメータである．λはハイパーパラメータ
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である．直観的には，f がデータへのモデルのあてはまりをあらわす（対数）尤度関数，g はパ
ラメータについての事前情報を表現する正則化項である．これは，現在では，Lassoなどのス
パースモデリングの形式として幅広く研究されている枠組みであるが，パラメータ数がデータ
よりも多いモデルも取り扱うことができ，柔軟なモデリングが可能となる点が長所である．統
計数理研究所では，このタイプのモデリングが，赤池を中心に，1980年代にベイズモデルの枠
組みで精力的に研究されてきた．田邉は，共同研究者とともに，最適化を意識した立場から，
地震波による地球内部構造推定や肺換気能の解析，肺気道の導通度の解析等にこの枠組みを積
極的にもちいたモデリングを行い，先駆的な成果を得ている（Inoue et al., 1990; Kobayashi et
al., 1987; Kawashiro et al., 1991）．特に Inoue et al.（1990）は地震波によるトモグラフィの基本
的文献として今でも参照され続けている．

2次錐計画問題に対する主双対内点法が開発された時には，リニアモーターカーの磁気シー
ルドの最適設計問題が 2 次錐計画問題に定式化され，同手法で解かれている（Sasakawa and
Tsuchiya, 2003）．これは，世界で最初に大規模な 2次錐計画問題に対して主双対内点法を適用
した例となった．解法の高速性により，多数回，ランダムに摂動を加えた問題を解きなおすこ
とによって，設計されたシールドのロバストネスを評価することなども可能となった（土谷・
笹川, 2005）．
ガウシアングラフィカルモデルの最尤推定は，半正定値計画問題に対する内点法と密接に

関連した凸最適化問題に帰着する．この事実を用いて，上野玄太（2003年より在職）と土谷は，
スーパーコンピュータを用いて，海洋データ同化に現れる行列サイズ約 3万 ×約 3万，パラ
メータ数 10万強の大規模分散共分散行列の推定を行った（Ueno and Tsuchiya, 2009）．
北川源四郎（1974年-2011年在職）が提案した粒子フィルタ（モンテカルロフィルタ，Kitagawa,

1996）は，統計数理研究所で開発され現在も幅広く使われている統計手法の一つである．土谷
と中村和幸（当時総合研究大学院在学）は，関数の勾配を計算するための自動微分法のメモリ節
約の手法が粒子フィルタのスムージングへ適用できることを指摘し，スムージングに使える粒
子数を格段に増やすことができることを示した（Nakamura and Tsuchiya, 2007）．一風変わっ
た形ではあるが，これも最適化と統計科学の交わった研究であるといえよう．
また，上田澄江（1970年-2010年在職）・牧野久実・伊藤栄明（1972年-2007年在職）と土谷は，

2000枚程度現在存在する，メソポタミア粘土板データに登場する人物の索引から，当時の有力
人物の生存年代や人口動態，文書の成立した順番等を推定する問題を最適化モデリングの立場
から扱った．内点法を用いて大規模凸 2次計画問題を解くことで推定が可能となり，現在，さ
らに解析が進められている（Ueda et al., 2014）．

2000年代の後半から，機械学習への最適化の適用が活発に行われてきた．この文脈では，伏
木忠義（2003年-2014年在職）・土谷・堀内によって半正定値計画問題を用いた密度関数推定の手
法が開発されている（Fushiki et al., 2006）．田邉は Kernel法に触発され，双対理論の枠組みを
活用する形で Dualized-Penalized-Logistic-Regresskon-Machineを提案し，松井知子（2003年よ
り在職）らと共にさまざまな分野への適用を試みている（田邉, 2007; Matsui and Tanabe, 2006）．
また，武田朗子（2016年-2018年在職）や田中未来（2017年より在職）等によって，DC（Difference
of Convex functions）計画法の機械学習への適用や，非負行列分解の応用などの研究が進められ
ている（Fujiwara et al., 2017; Mizutani and Tanaka, 2018）．
ここまで，幾つか焦点を絞って，最適化に関連する成果を中心に述べてきたが，統計数理研

究所では，他にもさまざまな形で最適化に関する研究が進められてきた．例えば，半無限最適
化計画問題は，有限次元のパラメータの最適化を無限個の制約の下で最適化する問題であり，
凸錐上の線形計画問題を含む興味深い最適化問題のクラスであるが，この問題について，伊藤
聡はしばしば国際共同研究を行い，さまざまな手法の開発に取り組んできた（Ito et al., 2000）．
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本稿ではあまり取り上げられていなかったが，離散的最適化問題，特に整数計画問題は，重
要な分野である．この分野については，モデリングの観点から，吉本敦（1999年-2003年在職，
2008年より再度在職）によって，森林管理の最適計画などの研究が進められている（Yoshimoto
et al., 2017）．また，伊藤聡（1991年より在職）らによってスポーツのリーグ戦におけるクリン
チナンバーなどの計算もいち早く進められ，実用に供されている（伊藤, 2012; Ito and Shinano,
2018）．

11. 研究集会等

1944年に創立された統計数理研究所は 1985年に改組され，国立大学共同利用機関となり，
その後，大学共同利用機関となった．これに伴い，共同研究集会や，共同研究リポートの発行
など，共同利用の体制が整えられた．先に述べた，内点法の研究が契機となって，1986年度に
「線形計画問題の新解法」という研究集会が開催された．先に述べたように，この研究集会にお
いて，その後世界中で使われることとなった主双対内点法が，田邉と小島・水野・吉瀬より世
界で初めて提案された．研究集会「線形計画問題の新解法」は，1988年度まで開催され，1989年
度には「非線形最適化：モデリングとアルゴリズム」と名前を変えて引き継がれ，1990年度以降
は「最適化：モデリングとアルゴリズム」の名前で，東日本大震災のあった 2010年度を除いて
ずっと継続して開催されてきた．長年続いてきた最適化分野での研究集会として，若手を中心
に多くの興味深い優れた研究成果が発表されてきた．各研究集会での発表は，共同研究リポー
トとしてまとめられている．第 1節でも述べたように，最適化を意識したモデリングが重要で
ある，ということが，本研究集会の開催趣旨の一つである．その考えを反映した形で「シリー
ズ：最適化モデリング」が立ち上げられ，現在刊行が進められている（赤池弘次 他, 2015; 山下
浩 他, 2016; 池上敦子, 2018）．
これらの国内研究集会と同期する形で，国際研究集会が，1996年と 2001年の 2回，文部科学

省からの予算を得て開催された．1996年に開催された国際研究集会 “International Symposium
on Optimization and Computation”は，湘南国際村で開催され，最適化に関する一流研究者が
世界中から集い，研究成果を発表し，議論・情報交換を行った．2001年に京都の京大会館にて
開催された研究集会 “New Trends on Optimization and Computational Algorithms”では，最適
化・機械学習・統計科学の一流研究者が集い，学際的交流を図った．これは，最適化と機械学習
の交流を意識して開催された，最初期の研究集会の一つとして認識され，成果がMathematical
Programming Series B，そして，Annals of the Institute of Statistical Mathematicsの特集として
出版されている．また，2017年度より，統計数理研究所は九州大学の Institute of Mathematics
for Industory，ドイツの Zuse Institute Berlin（ZIB）と共同して，最適化に力点を置いたワーク
ショップ ISM-ZIB-IMI MODAL Workshop をもち回りで開催している．

1988年に，Mathematical Programming Society により 3年に一度開催される，世界で最大の
最適化関係の集会 International Symposium on Mathematical Programmingが東京春日の中央
大学で開催された．この時に，田邉は国際プログラム委員長の重責を担い，シンポジウムの成
功に貢献した．28年後の 2016年，Mathematical Optimization Society（旧 Mathematical Pro-
gramming Society）による，連続的最適化に関する最大の国際研究集会 International Conference
on Continuous Optimizationが，東京六本木の政策研究大学院大学で開催された．この時に，
組織委員長を水野が，共同実行委員長を水野と土谷と村松が努めた．また，伊藤, 武田と田中
が実行委員会のメンバーとなった．統計数理研究所で若手時代に最適化の研究を行ってきた研
究者が第一級の国際学会を日本に招致しそれを開催する中心となったことは，人材育成を担っ
てきた研究所の役割として，記憶に留められてもよいことではないかと思う．
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12. 将来

最適化は，統計数理の新しい潮流と密接な関係を保ち続けている．1990年代の後半から，サ
ポートベクターマシン（SVM）が新しい判別機械として導入され，現在では完全に定着している
が，SVMの開発には，凸 2次計画法が実用化されることが重要であった．主双対内点法によっ
て大規模な凸 2次計画問題が解けるようになって，はじめて SVMが実用化されたといえよう．
SVMで重要な役割を果たしたスパース性の概念は，その後，Candes, Tao らによる圧縮センシ
ング等，スパースモデリングの展開につながっていく．そこでは，線形計画法が重要な役割を
果たし，2次錐計画や半正定値計画も大きく寄与している．スパースモデリングは（10.1）に帰
着するため，多くの最適化アルゴリズムの研究がさまざまな立場から行われた．ここに，1950
年代の赤池の論文から読み取れるような，数理計画と統計科学の実り多い交流を再び見出すこ
とができるのである．アルゴリズムの進展が新しいモデルの実用化を促す好例である．スパー
スモデリングは，ブラックホールの撮像にも重要な役割を果たした．
一方，統計科学や機械学習の現場で使われるモデルが最適化研究を促すこともある．まず，

機械学習における最適化問題は超大規模で，ヘッセ行列を必要とする，ニュートン法系統の解
法は困難である．そのことにより，Nesterov に代表される，最急降下法を加速する手法や，確
率的降下法などが提案されている．最近急激に研究が進んでいる深層学習においては，ReLU
関数の合成関数により関数が表現され，バックプロパゲーション（最急降下法）によってパラ
メータ最適化が行われている．ところが，ReLU関数は原点で微分不可能であり，勾配を計算
することが困難である．非凸関数であるために劣微分の理論も簡単ではない．このような問題
についても，新しい光があたりつつある，といってもよいであろう．

21世紀に入り，ビッグデータの時代を迎え，社会現象，経済現象，気象現象，災害，環境問
題，マーケティング，社会保障等，科学技術の新しいフロンティアとチャレンジは，より複雑
で不確実性を含んだ問題となりつつある．その中で予測とモデリングの科学としての統計科学
は大きな貢献を成し得るものと考える．この文脈では，予測のみならず，モデルに基づいた制
度設計や制御が必須となる．そこで重要な役割を果たすと考えられるのが，整数計画法と確率
計画法である．これらの分野にも目配りをしながら，短期的な成果を求めず，腹を括って長期
的な視点に立って総合的な立場で視野の広い人材を育成していくことが統計数理研究所におけ
る最適化の研究の展開にとっては重要であろう，と考えるし，そのような方向で研究所が発展
することを望みたい．特に研究所の若手研究者諸賢におかれては，地に足のついた問題意識を
持ち，統計数理研究所の伝統と文化を受け継ぎつつ，自らの力で少しずつでも着実に，統計数
理の可能性を拡げる研究成果を積み上げていかれるよう，研究所で良き時代を過ごした一在職
経験者として，心より願っている．
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Optimization is an important discipline in statistical science. Broadening the frontier
of tractable optimization problems directly leads to innovation of statistical science. This
is a main reason why optimization research has been conducted at the Institute of Statis-
tical Mathematics. In this paper, we review historic development of optimization research
at the institute, and its contributaion to statistical sciences. The topics include duality
theory of infinite-dimensional linear programming and its application to statistics, conver-
gence analysis of the steepest descendent algorithm and Kaczmarz method, differential-
geometric approach to nonlinear programming, interior-point algorithms and information
geometry for linear programming, second-order cone programming and semidefinite pro-
gramming, and various applications.
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