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要 旨

情報量規準 AIC は，導出の基本概念を尤度原理と Kullback-Leibler 情報量に置き，これを
予測という視点から理論を展開したことが本質的であった．モデリングの過程におけるモデル
の評価と選択は，多様なモデルとその推定法が提唱される度に問題が提起され，AIC の基本的
考え方を理論的・実際的側面から研究することによって，新たなモデル評価基準の提唱へと繋
がっていった．本論文では，AIC の果たしてきた役割を概観し，一般に情報量規準と呼ばれる
モデル評価基準がどのように提唱されてきたかを述べる．また，ベイズアプローチに基づく予
測分布モデル等の評価を目的として提唱された，AIC に基礎を置く情報量規準についてもふ
れる．

キーワード：AIC，ABIC，BIC，DIC，GIC，PIC，TIC，WAIC．

1. はじめに

データの背後にある現象の解明と予測・制御，そして新たな知識発見のための基礎的な
役割を担う現象のモデリングに，本質的な役割を果たしてきたのが情報量規準 AIC（Akaike
Information Criterion）である．Akaike（1973, 1974）の提唱した AIC は，最尤法によって推定
したモデルを確率分布で表現し，その良さを Kullback-Leibler 情報量（Kullback and Leibler,
1951）によって予測の視点から評価したことで，極めて適用範囲の広い柔軟な手法となり，諸
分野の現象解明に大きく寄与してきた．赤池・北川 編（1994, 1995）や Bozdogan ed.（1994），
Parzen, Tanabe and Kitagawa（1998）には，自然科学はもとより社会科学の様々な分野で AIC
が情報抽出や予測・制御にどのように寄与したかを紹介している．また，赤池弘次博士の第 22
回京都賞受賞を記念して 2007年に出版された「赤池情報量規準 AIC」（室田・土谷 編, 2007）に
は，自らの言葉で情報量規準 AIC 導入に至る経緯とその効果について述べている．
情報量規準 AIC は，候補として挙げたモデル集合の中で，近似モデルの良さを相対比較する
ことを目的とし，導出の基本概念を尤度原理と Kullback-Leibler 情報量に置き，これを予測と
いう視点から理論を展開したことが本質的であった．これは，統計科学の尤度原理と情報科学
の情報理論を融合することによって，モデルの評価と選択に新たな方向性を提起したといえる．
蓄積されたデータに内包される有用な情報を抽出，活用するため，これまでに様々なモデル

とモデルの推定法が提唱されてきた．モデルの推定法という観点からみると，確率分布で表現
されたモデルを，最尤法，正則化法，L1 ノルム型正則化法，ベイズアプローチなど，それぞれ
の手法の特徴を考慮して推定する．さらに，モデリングの過程において重要な役割を果たすの
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が，推定したモデルの評価と選択である．この問題に多くの研究者が取り組み，設定したモデ
ルとその推定法に対応して AIC の基本理念を理論的・実際的側面から研究し，新たなモデル
評価基準の提唱へと繋がって行った．
本稿では，AIC 導出の理論をもう一度振り返ってみることから始め，一連のモデリングのプ
ロセスの中で，AIC の果たしてきた役割を概観し，一般に情報量規準と呼ばれるモデル評価基
準がどのように提唱されてきたかを述べる．2節で AIC 導出の過程を整理し，情報量規準と呼
ばれるモデル評価基準を定式化する．3節で，多種多様なモデルと推定法に対応して，AIC 導
出の基本概念を展開して新たに提唱されたモデル評価基準について述べる．4節では，ベイズ
アプローチによって構築されたモデルの評価を目的として，AIC の基本的な考え方に基づいて
導出されたいくつかのモデル評価基準について述べる．5節では，Akaike（1980b）の提唱した
ABIC（Akaike Information Criterion）を紹介すると共に，AIC としばしば比較の対象として取
り上げられる BIC（Schwarz, 1978）との相違点等についてふれる．6節では，モデル選択の不確
定性とそれに対処する一つの方法である Akaike ウェイト（Akaike, 1978b, 1979; Burnham and
Anderson, 2002）について述べる．

2. 情報量規準

現象解明のためのモデリングは，当該分野の知識とデータをもとにモデル集合を想定し，こ
の中から現象発生の確率的メカニズムを最もよく近似するモデルを評価し選択する．本節で
は，このモデルの評価・選択という問題に対して，情報量規準がどのように定式化されてきた
かを，Akaike（1973, 1974）の基本的な考え方を踏襲して整理する．

2.1 AIC 導出の基本的考え方
いま，データ y= {y1, y2, . . . , yn}は，未知の密度関数 g(y)（確率分布関数 G(y)）に従って生

成されたとする．データを発生した g(y)は，真の分布，あるいは真のモデルと考える．観測
された有限個のデータ yに内在する情報を抽出するために，確率分布によって表現されたモデ
ル集合 {f(y|θ); θ ∈ Θ ⊂ Rp} を想定し，モデルに含まれる p次元パラメータベクトル θを，推
定量 θ̂で置き換えた f(y|θ̂)で真のモデル g(y)を近似する．推定したモデル f(y|θ̂)は，データ
を発生した真のモデル g(y)との近さを測ることによってその良さを評価する．Akaike（1973,
1974）は，分布間の距離を測る基準として Kullback-Leibler 情報量（K-L 情報量）を採用し，モデ
ルの評価を予測の視点から捉えることによって AIC 導出に繋げた．これは，以下のように述
べることができる．
推定したモデル f(y|θ̂)とデータを発生した真のモデル g(y)との距離は，予測の視点を入れ
て K-L 情報量で測るとき，次の式で与えられる．

(2.1) I{g(z), f(z|θ̂)} = EG

[
log g(Z)

f(Z|θ̂)

]
= EG[log g(Z)] − EG[log f(Z|θ̂)].

ここで，期待値は θ̂ = θ̂(y)を固定して真の分布 Gに関してとる．予測の視点とは，データ y

とは独立に，真の分布からランダムに採られた将来のデータ Z = z の従う分布 g(z)を，モデ
ル f(z|θ̂) で近似したときの平均的な良さを測ることを意味する．
（2.1）式の K-L 情報量の右辺第一項 EG[log g(Z)]は，個々のモデルに依存せず一定であるこ
とから，第 2項の期待対数尤度と呼ばれる EG[log f(Z|θ̂)] の値が大きいモデルほど真のモデ
ルに近いといえる．期待対数尤度は，真のモデルに依存する未知の量である．そこで，n個の
データを発生した未知の真の分布 Gを，各データ点 yi に確率 1/nを付与した経験分布関数 Ĝ

で推定する．これは，離散型確率分布の期待値をとることから
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EĜ[log f(Z|θ̂)] = 1
n

n∑
i=1

log f(yi|θ̂) = 1
n

log f(y|θ̂)

となり，モデル f(y|θ̂)の対数尤度 �n(θ̂) = log f(y|θ̂) が求まる．したがって，モデルの対数尤
度は期待対数尤度 (×n)の一つの推定量である．
しかし，対数尤度は期待対数尤度（×n）の推定量ではあるが，データ y とは独立に真のモデ

ル gから発生した将来のデータ zに基づく対数尤度 f(z|θ̂(y))ではなく，モデルの推定に用い
たデータ y を再び利用した f(y|θ̂(y)) で推定していることから，推定のバイアス

(2.2) log f(y|θ̂(y)) − nEG[log f(Z|θ̂(y))]

を生じる原因となっている．これは，一般に log f(z|θ̂(y)) < log f(y|θ̂(y))となることからも分
かる．（2.2）式は，ある特定のデータ yに対するバイアスであるが，大きさ nのデータを gか
ら繰り返し抽出したときの平均的なバイアスは

(2.3) b(G) = EG(y)[log f(Y |θ̂(Y )) − nEG(z)[log f(Z|θ̂(Y ))]]

で与えられる．ここで，期待値は Y の同時分布
∏n

i=1 g(yi) に関してとる．したがって，この
バイアスを何らかの方法で求めて，もし，バイアスがデータを生成した真の確率分布 Gに依
存していれば，b(G)の一致推定量 b̂(G)で対数尤度のバイアスを補正した �n(θ̂) − b̂(G)が期待
対数尤度（×n）の推定量として求まる．一般に，−2を掛けた

(2.4) IC = −2 log f(y|θ̂) + 2b̂(G)

を，K-L 情報量の推定量として導かれたモデル評価基準であることから情報量規準という．IC
値が小さいモデルほど K-L 情報量の値も小さく，真のモデルに近いといえる．
情報量規準 AIC は，最尤法によって推定したモデル f(y|θ̂ML)を評価するための基準で，期

待対数尤度（×(−2n)）の近似推定量として導かれ，次の式で与えられた．

(2.5) AIC = −2 log f(y|θ̂ML) + 2（モデルの自由パラメータ数）

ただし，θ̂ML は θの最尤推定量とし，log f(y|θ̂ML)は n次元データベクトル y に基づくモデ
ルの最大対数尤度である．最大対数尤度で期待対数尤度を推定したとき，平均的にどの程度過
大に推定しているかを表す（2.3）式のバイアスが，結果としてモデルの自由パラメータ数と一致
することを示している．AIC の値を最小とするモデルを選択する方法は，AIC 最小化法と呼ば
れている．
多数のパラメータで特徴付けられたモデルほど，観測したデータへのモデルの当てはまりは

よい．しかし，複雑すぎるとモデルは将来の現象予測に有効に働かない．AIC は予測の観点
から最適なモデルを選択するための評価基準で，モデルのデータへの適合度を最大対数尤度
log f(y|θ̂ML)で捉え，モデルの自由パラメータ数をモデルの複雑さに対するペナルティとして
組み込んでいるといえる．

2.2 情報量規準の定式化
（2.3）式のバイアス補正項 b(G)は，モデルを最尤法で推定するか，あるいは正則化法などで
推定するかによって，また真のモデルと想定したモデルの関係をどう捉えるかによって異なる
形をとる．いま，最尤法で推定したモデルを f(y|θ̂ML)とする．このとき，（2.3）式のバイアス
b(G)は，最尤推定量の漸近的性質（例えば，小西・北川, 2004, p.42）を用いると，データ数 n

に対して漸近的に b(G) = tr{J−1(G)I(G)}となる．ただし，J(G), I(G)は次式で定義される
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p × p行列とし，式中 ∂/∂θ = (∂/∂θ1, . . . , ∂/∂θp)T は転置ベクトルを表す．

J(G) = −EG

[
∂2 log f(Z|θ)

∂θ∂θT

]
, I(G) = EG

[
∂ log f(Z|θ)

∂θ

∂ log f(Z|θ)
∂θT

]
.(2.6)

いま，Ĵ(G), Î(G)をそれぞれ J(G), I(G)の一致推定量とすると

(2.7) TIC = −2
n∑

i=1

log f(yi|θ̂ML) + 2tr{Ĵ−1(G)Î(G)}

が求まる．これは，竹内（1976）によって与えられ，情報量規準 TIC と呼ばれている．
ここで，想定したパラメトリックモデル {f(y|θ); θ ∈ Θ}の中に真のモデル g(y)が含まれる，
すなわち，ある θ0 ∈ Θに対して g(y) = f(y|θ0)（F (y|θ0)）となるものが存在すると仮定する．
このとき，（2.6）式の期待値を G = F でとると J(F ) = I(F )が成立し tr{J−1(F )I(F )} = pと
なり，情報量規準 AIC が導かれる．I(F )はフィッシャー情報行列である．AIC は，TIC の漸
近バイアスをモデルの自由パラメータ数で近似した評価規準であるといえる．導出の詳細は，
小西・北川（2004, 3章），Konishi and Kitagawa（2008, Chapter 3）を参照されたい．

Akaike（1974）の論文では，想定したモデル集合の中に真のモデルは含まれていないという
仮定のもとで AIC 最小化法を議論し，データを発生した真のモデルの近傍に適切にパラメト
リックモデルを想定すれば，最尤法に基づくモデルの対数尤度のバイアスはモデルの自由パラ
メータ数で近似できると述べている．これによって，情報量規準 AIC は，個々のモデルに対し
て漸近バイアス tr{Ĵ−1(G)Î(G)}を解析的に導出する必要がなくなり，また，パラメータ数 p

は当然未知の確率分布 Gにも依存しないことから，バイアスの推定による変動も取り除かれ，
適用上極めて柔軟な手法となったといえる．
情報量規準の構成においては，モデル f(z|θ̂)の期待対数尤度 EG[log f(Z|θ̂)] を予測の観点か

ら推定することが本質的であった．これは，観測データ yに基づいて構築したモデルを，真の
モデルからランダムに抽出した将来のデータ z でモデルを評価するという考え方を定式化し
たことで実現した．同様に，予測の観点から種々の予測誤差を捉えることを可能とした極めて
汎用性の高い手法が，Stone（1974）によるクロス・バリデーション（Cross-Validation; 交差検証
法）である．
クロス・バリデーションは，観測データ y のみに基づいて予測の観点からモデルを評価す
る方法で，モデルの推定に用いるデータとモデルの評価に用いるデータを分離して行う．クロ
ス・バリデーションによると期待対数尤度は，

(2.8)
n∑

i=1

log f(yi|θ̂(−i)
ML )

と推定される．ただし，θ̂
(−i)
ML は，n個の観測データの中から i番目のデータ yi を取り除いた

残りの (n − 1)個のデータに基づく最尤推定値とする．Stone（1977）は，クロス・バリデーショ
ンによるモデル評価基準と AIC は漸近的に同等であることを示した．その証明は，候補モデ
ル集合の中に真のモデルは含まれていないという仮定のもとで行っており，導出の過程で（2.7）
式の TIC を与えている．
一般に，K-L 情報量に基づいて予測の視点から導かれる AIC タイプの情報量規準は，期待対

数尤度の推定量を求める問題に帰着される．同様に，期待対数尤度を予測の視点からクロス・
バリデーションによって推定したのが（2.8）式であった．このことから，Konishi and Kitagawa
（2008, p.245）は，次節で述べる汎関数理論を用いることによって，AIC タイプの情報量規準は
クロス・バリデーションと漸近的に同等であることを示した．
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Sugiura（1978）は，ガウス型線形回帰モデルに対して，真のモデルが想定したモデルに含ま
れる場合に，（2.3）式の期待対数尤度のバイアスを精密に求め，修正情報量規準 AICc と呼ば
れる評価基準を提唱した．Hurvich and Tsai（1989），Fujikoshi and Satoh（1997），藤越・杉山
（2012），McQuarrie and Tsai（1998）等は，時系列モデル，多変量回帰モデルに対して正規性の
仮定のもとでバイアス補正項を求めて，AIC を修正した形の情報量規準を提案している．修正
情報量規準は，正規性等の条件下で求められているが，パラメータ数 pに比べてデータ数 nが
それほど多くないときは，実際上有効であることが数値的に検証されている（例えば，Burnham
and Anderson, 2002を参照されたい）．

3. 最尤法の枠組みを外した情報量規準

では，ロバスト推定，正則化最尤法など，最尤法を含むより広いクラスの推定法によって構
築されたモデルの評価を可能とする情報量規準は，どのように構成すればよいであろうか．本
節では，K-L 情報量の推定量として導かれたいくつかの情報量規準について述べる．

3.1 一般化情報量規準 GIC
最尤法を含むより広いクラスの推定法で構築したモデルの評価を，統計的汎関数に基づく

アプローチによって可能にしたのが，一般化情報量規準 GIC（generalized information criterion:
Konishi and Kitagawa, 1996）である．
データを発生した真のモデル g(y)は，候補モデル集合 {f(y|θ); θ ∈ Θ ⊂ Rp} に含まれないと

する．このとき，モデルのパラメータは g(y)(G(y))に従って発生したデータによって推定され
る．そこで，一般にパラメータ θi の推定量 θ̂i は，確率分布 Gの実数値関数，すなわちある統
計的汎関数 Ti(G)が存在して，n個のデータそれぞれに等確率 1/nをもつ経験分布関数 Ĝに
対して θ̂i = Ti(Ĝ)(i = 1, 2, . . . , p) で与えられるとする．この Ti(G)を第 i要素とする p次元汎
関数ベクトルを T (G) = (T1(G), . . . , Tp(G))T とすると，p次元推定量は θ̂ = T (Ĝ)で与えられ
る．例えば，標本平均 yn= n−1 ∑n

i=1 yi を定義する汎関数は Tμ(G) =
∫

ydG(y)であり，この
汎関数 Tμ によって yn = Tμ(Ĝ) =

∫
ydĜ(y) で与えられることが分かる．標本数 nを無限大と

すると，経験分布関数 Ĝは真の分布 Gに法則収束することから，θ̂ = T (Ĝ)は θ = T (G)に対
して一致性をもつ推定量である．
一般化情報量規準 GIC は，f(y|θ)のパラメータを汎関数で定義される推定量 θ̂ = T (Ĝ)で

置き換えたモデル f(y|θ̂)の評価基準で，次の式で与えられた．

(3.1) GIC = −2
n∑

i=1

log f(yi|θ̂) + 2
n

n∑
i=1

tr
{

T (1)(yi; Ĝ)∂ log f(yi | θ)
∂θT

∣∣∣∣
θ=θ̂

}
.

ただし，T (1)(y; Ĝ) は，その第 i要素 T (1)(y; Ĝ) が次の式で与えられる点 Ĝでの汎関数微分で，
p 次元経験影響関数ベクトルと呼ばれる．

T
(1)
i (y; Ĝ) = lim

ε→0

Ti((1 − ε)Ĝ + εδy) − Ti(Ĝ)
ε

.

ここで，δy は点 y上に確率 1 をもつ分布とする．影響関数は，ロバスト推定において，分布の
わずかな変化に対して推定値がどれだけ変化するかを調べるために用いられた（Huber, 1981;
Hampel et al., 1986）．
一般化情報量規準 GIC は，最尤法をはじめとしてロバスト推定法，様々な L2 ノルム正則化

項をもつ正則化最尤法などによって推定されたモデルの評価を可能とするモデル評価基準であ
る．これらの推定量は，一般に標本空間とパラメータ空間の直積空間上で定義された実数値関
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数 ψi(y, θ) に対して，次の同時方程式の解 θ̂として与えられる．
n∑

i=1

ψj(yi, θ̂) = 0, j = 1, 2, . . . , p.(3.2)

ここで，ψ= (ψ1, ψ2, . . . , ψp)T とベクトル表示して，これを ψ-関数と呼ぶ．最尤推定量 θ̂ML,
正則化最尤推定量 θ̂R は，それぞれ

ψML(y, θ) = ∂ log f(y|θ)
∂θ

, ψR(y, θ) = ∂{log f(y|θ) − λR(θ)}
∂θ

(3.3)

としたときの解である．ただし，R(θ)は正則化項，λ > 0は正則化パラメータと呼ばれ，モデ
ルのデータへの適合度と当てはめたモデルの滑らかさを連続的に調整する役割を果たす．
この ψ-関数に対して，（3.1）式の GIC の影響関数は

T (1)(y, G) = J(ψ, G)−1ψ(y, G)(3.4)

で与えられる．ただし，J(ψ, G)は，次式で与えられる p × p行列で，（2.6）式の行列 J(G)に相
当する．

J(ψ, G) = −EG

[
∂ψ(Z, θ)T

∂θ

]
.

ここで，（3.4）式の影響関数を（3.1）式の GIC へ代入すると，（3.2）式の同時方程式の解として与
えられる推定量 θ̂に基づくモデル f(y|θ̂)の評価基準

GICR = −2
n∑

i=1

log f(yi|θ̂) + 2tr{J(ψ, Ĝ)−1I(ψ, Ĝ)}(3.5)

が求まる．ただし，I(ψ, G)は

I(ψ, G) = EG

[
ψ(Z, G)∂ log f(Z|θ)

∂θT

]

で与えられる p × p行列で，これは（2.6）式の行列 I(G)に対応する．
情報量規準GICRのバイアス補正項の推定値は，一般に実数値関数 h(z|θ)の期待値EG[h(Z|θ)]

（θ = T (G)）を，経験分布関数 Ĝに関する期待値 EĜ[h(Z|θ̂)]= n−1 ∑n

i=1 h(yi|θ̂)（θ̂ = T (Ĝ)）で
推定した結果を用いている．
特別な場合として，（3.3）式の ψML を（3.5）式へ代入すると最尤法に基づく TICが求まる．

さらに，Fisher 一致性の概念 (T (Fθ) = θ; Fθ = F (y|θ))を適用することによって，M 推定など
のロバスト推定に対しても AIC のバイアス補正項であるモデルの自由パラメータ数に対応す
る結果が求まり，AIC はM 推定量に基づくモデルの評価基準へと自然に拡張される（小西・北
川, 2004, p.77; Konishi and Kitagawa, 2008, p.131）．GIC の導出とその応用および精密化につ
いては，Konishi and Kitagawa（1996），Konishi（1999, 2002），Konishi and Kitagawa（2003），
小西・北川（2004, 4章），Konishi and Kitagwa（2008, Chapter 5）を，統計的汎関数については，
von Mises（1947），Fernholz（1983）などを参照されたい．
確率過程に対する情報量規準は，Uchida and Yoshida（2001, 2004）によって与えられた．Lv

and Liu（2014）は，モデル集合を一般化線形モデル（McCullagh and Nelder, 1989）として，候
補モデル集合の中には真のモデルは含まれないという仮定のもとで，AICタイプのモデル評価
基準を求めた．結果は，（2.6）式の行列 J, I に対応するものを一般化線形モデルのもとで求め
ているが，GIC の特別な場合と考えられる．Shen and Ye（2002），Shen, Huang and Ye（2004）
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は，それぞれガウス分布と指数型分布族に対して，期待対数尤度の近似的に不偏な推定量とし
て導いた適応型モデル評価基準を提唱した．これらは，AIC 導出の基本概念から導かれたもの
であるが，汎用性という点では問題が残る．

3.2 正則化法と平滑化パラメータの選択
非線形回帰モデルの関数推定に対しては，最尤法は有効に機能しない場合が多く，このため

対数尤度に曲線（曲面）の局所変動の程度を考慮に入れた正則化最尤法（罰則付き最尤法）が用
いられる．その際，平滑化パラメータ（正則化パラメータ）がモデルの複雑さの程度を調整し，
データへの過適合による汎化能力の低下を抑制する働きをする．本節では，非線形回帰モデリ
ングの過程で本質的な平滑化パラメータの選択に用いられてきたモデル評価基準について述
べる．
いま，目的変数 yと p次元説明変数 xに関して観測された n組のデータ集合に，回帰モデ

ル y = u(x; β) + εを当てはめるとする．現象の平均構造を捉える回帰関数 u(x; β)に対して，
スプライン，B-スプライン，動径関数などを仮定してモデル化する．これらのモデルを統一的
に表すと，回帰関数を非線形関数 bj(x)の線形結合とした

y =
m∑

j=1

βjbj(x) + ε, ε ∼ F (ε)(3.6)

で与えられ，基底展開法に基づく非線形回帰モデルと呼ばれる（例えば，Hastie, Tibshirani and
Friedman, 2009, 5章; 小西, 2010, 3章）．
基底展開に基づく非線形回帰モデルは，対数尤度関数にペナルティ項（正則化項）を課した正
則化最尤法，すなわち log f(y|β) − λRn(β) の最大化によって推定する．正則化項 Rn(β)とし
ては，関数の曲率を考慮した 2 階微分の積分の離散近似，パラメータ β の差分や 2乗和等が
説明変数の次元と分析目的に応じて用いられる（小西・北川, 2004, p.92）．正則化法は，Good
and Gaskins（1971）によって密度推定の枠組みで提唱され，その後，縮小推定量や本稿 5節で
述べるように，ベイズモデルとの関係が明らかにされた（Akaike, 1980b; Kitagawa and Gersch,
1984, 1996; Shibata, 1989）．
正則化最尤法によって推定したモデルの複雑さの程度は，平滑化パラメータ λに加えて基

底関数の個数 mにも依存する．そのため，平滑化の程度を調整するこれらのパラメータの値
を決める問題をモデル選択として捉え，AIC に基づく様々なモデル評価基準が提唱された．
Hastie and Tibshirani（1990）は，AIC のバイアス補正項である自由パラメータ数を，基底関数
の個数と平滑化パラメータを含む有効自由度（effective degrees of freedom）で置き換えたモデ
ル評価基準を提唱した．その後，ガウス型線形回帰モデルの枠組みで求められた修正情報量規
準 AICc（Sugiura, 1978）に含まれる変数の個数を有効自由度で置き換えた評価基準も提唱され
た（Hurvich, Simonoff and Tsai, 1998, 等）．しかし，限られた設定のもとでの数値比較の有効
性は認められるが，理論的整合性には課題が残る．
これに対して，汎関数の枠組みで導出した GIC の特別な場合として与えられた（3.5）式の

GICR へ，正則化最尤推定量を与える（3.3）式の ψR を代入すると，平滑化パラメータ λをも
つ正則化最尤法に基づくモデルの評価基準が求まる．この結果を用いて，基底展開法に基づく
非線形回帰モデルを正則化最尤法によって推定したときの平滑化パラメータの選択，基底関数
の個数を決める評価基準を導出してモデリングに組み込んだ解析手法が提案された（Imoto and
Konishi, 2003; Ando, Konishi and Imoto, 2008; Kawano and Konishi, 2011; Tateishi and Konishi,
2011; Kawano, Misumi and Konishi, 2012; Park and Konishi, 2017 等）. また，GICR は，関数
データ解析（Ramsay and Silverman, 2005）において，経時的に観測・測定されたデータの関数
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化にも適用された（Araki et al., 2009a, 2009b; Kayano, Dozono and Konishi, 2010; Matsui and
Konishi, 2011 等）．

AIC に基づくモデル評価基準は，一般化加法モデル GAM（generalized additive model; Hastie
and Tibshirani, 1990）におけるWood, Pya and Säfken（2016）や混合効果モデルに対する Liang,
Wu and Zou（2008），Yu and Yau（2012），Misumi and Konishi（2016）など，様々な手法のモデ
リングの過程で用いられて，モデルの評価と選択に貢献してきた．

Shibata（1989）は正則化法によるモデルとその評価について議論し，Regularized Information
Criterion（RIC）を提唱した．Murata, Yoshizawa and Amari（1994）は，ニューラルネットワーク
モデルの最適なパラメータ数，あるいは隠れ層の個数の決定を目的としたNetwork Information
Criterion（NIC）を提唱した．さらに，正則化項を考慮した損失関数に基づくモデルの推定と評
価を議論している．これらは，それぞれのモデリングの目的に合わせて，AIC 導出の基本的な
考え方を踏襲して提唱されたモデル評価基準である．

3.3 スパースモデリング
データ数に比してモデルのパラメータ数が大幅に上回る大規模モデリングでは，モデルの推

定とモデルの評価を分離して行うことの限界が指摘された．一つは，候補となるモデルが多数
に上ることによる計算量の限界，一つはモデル選択の信頼性（Brieman, 1996）などが挙げられ
る．このような状況の中で回帰モデリング，特に，線形回帰モデルの推定と変数選択に新たな
方向性を示したのが，lasso（least absolute shrinkage and selection operator; Tibshirani, 1996）で
あった．これは，損失関数に回帰係数の絶対値（L1ノルム）の和を正則化項として付与した推定
法で，その特徴はモデルの推定と変数選択を同時に実行できる点にあった．このため，高次元
線形回帰モデルに対する有効なモデリングとして注目を集め，様々な L1 型正則化線形回帰モ
デリング（スパースモデリング）の研究が急速に進展した（川野 他, 2010; Konishi, 2014, Section
2.3; Hastie, Tibshirani and Wainwright, 2015; 廣瀬, 2016; 川野・松井・廣瀬, 2018 等）．
スパースモデリングでは，調整パラメータ λの値の増加に伴って，回帰係数の推定値は 0 へ
と縮退する．基本的には，調整パラメータの値を与えたもとでモデルをスパース推定し，その
結果 0 でない回帰係数の推定値に対応する説明変数の個数をモデルの自由パラメータ数として
AIC や 5 節（5.2）式の BICを用いて評価するプロセスを繰り返すことは可能である．この方法
に対して，様々なスパース推定法の特徴，データ数とパラメータ数との関係やモデル選択の一
致性等を考慮した理論研究が進展し，新たなモデル評価基準が提唱された．

Efron et al.（2004），Zou, Hastie and Tibshirani（2007）は，Stein のリスク不偏推定の枠組み
で lasso に対してモデルの自由度を与え，AIC, BIC, Mallows（1973）の Cp に基づいた評価基準
を検討した．Kato（2009）は微分幾何学的アプローチによって，より広い lasso タイプの自由度
の不偏推定について議論した．モデルの自由度については，Ye（1998），Efron（2004）を併せて
参照されたい．Zhang, Li and Tsai（2010），Fan and Tang（2013）は，AIC のバイアス項の 2と
対応する BIC の log nを，データ数 nに依存する正の実数列で置き換えてモデルの複雑さを
制御することで，調整パラメータの選択を議論している．Hirose, Tateishi and Konishi（2013）
は，様々なスパース回帰モデリングに対する自由度を数値的に計算するアルゴリズムを提唱
し，AIC, 修正情報量規準 AICc，BIC, Mallows’ Cp などに基づくモデル評価基準による調整
パラメータの選択法を与えた．Ninomiya and Kawano（2016）と Umezu et al.（2019）は，それ
ぞれ lasso と bridge（Frank and Friedman, 1993），SCAD（smoothly clipped absolute deviation;
Fan and Li, 2001）などの非凸正則化法に対して，一般化線形モデルの枠組みで AIC 導出の基本
概念に基づいてモデル評価基準を提唱した．

BIC は，候補モデル集合に真のモデルは含まれているとしたとき一致性をもち，しかも AIC
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よりはより単純なモデルを選択する傾向にある．このような理由により，スパースモデリング
の調整パラメータの選択に，BIC をもとにしたモデル評価基準が提唱されている．Wang, Li
and Tsai（2007）は，SCAD の調整パラメータの選択に対して（5.2）式の BIC の自由パラメータ
数をモデルの自由度で置き換えた評価基準を提唱した．Wang, Li and Leng（2009）は，lasso，
SCAD を含む L1 正則化法に対して，BIC を基準とした調整パラメータ選択法に対して理論的
整合性を議論している．

3.4 ブートストラップ情報量規準
前節までに述べた情報量規準は，データ発生の確率構造とモデル推定に関して，それぞれ異

なる条件下で漸近理論に基づいて導出された．それに対して，ブートストラップ情報量規準
は，個々のモデルの対数尤度のバイアスをブートストラップ法（Efron, 1979）を適用して数値的
に近似したものである（Ishiguro, Sakamoto and Kitagawa, 1997; Konishi and Kitagawa, 1996）．
なお，本節ではデータ yとブートストラップ標本 y∗ の違いをモデルの中で示すため，推定量
θ̂を θ̂(y)と表す．
情報量規準構成においては，推定したモデル f(y|θ̂(y)) の期待対数尤度 nEG[log f(Z|θ̂(y))]

を対数尤度 log f(y|θ̂(y))で推定したときのバイアスの補正が本質的であった．ブートストラッ
プ法の基本的な考え方は，未知の確率分布 Gからの標本 y = {y1, . . . , yn}に基づく推測過程
を，データから推定した既知の確率分布である経験分布関数 Ĝからの標本であるブートスト
ラップ標本 y∗ = {y∗

1 , . . . , y∗
n}に置き換えて実行する点にある．このため，ブートストラップ標

本 y∗ に基づいて推定したモデルを f(y|θ̂(y∗))とする．
次に経験分布関数を真の分布としたときの f(y|θ̂(y∗))の期待対数尤度は，Ĝが n個の各デー
タに等確率 1/nをもつ離散型確率分布の確率分布関数であることから

EĜ[log f(Z|θ̂(y∗))] =
∫

log f(z|θ̂(y∗))dĜ(z) = 1
n

n∑
i=1

log f(yi|θ̂(y∗)) = 1
n

log f(y|θ̂(y∗))

となる．一方，期待対数尤度の一つの推定量である対数尤度は，モデルをブートストラップ標
本によって推定し，推定したモデル f(y|θ̂(y∗)) の評価を再びブートストラップ標本を用いて行
うことから，log f(y∗|θ̂(y∗)) で与えられる．従って，ブートストラップ法によって期待対数尤
度を対数尤度で推定したときのバイアスは，

EĜ[log f(y∗|θ̂(y∗)) − log f(y|θ̂(y∗))]

と推定される．
この期待値は，Ĝが既知の確率分布（経験分布関数）であることを利用して，モンテカルロ法

によって数値的に近似できるところにブートストラップ法の最大の特徴がある．すなわち，経
験分布関数からの大きさ nの標本の反復抽出とは，観測データからの大きさ nの標本の復元
抽出の反復と同値（小西・越智・大森, 2008, p.9）であることを利用して

b(Ĝ) ≈ 1
B

B∑
i=1

{log f(y∗(i)|θ̂∗(i)) − log f(y|θ̂∗(i))} := bB(Ĝ)

と近似する．ただし，y∗(i) は i 番目のブートストラップ標本，θ̂∗(i) は i 番目のブートスト
ラップ標本に基づく推定値とする．このとき，対数尤度のバイアスを補正した情報量規準 EIC
（extended information criterion）は，
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(3.7) EIC = −2
n∑

i=1

log f(yi|θ̂) + 2bB(Ĝ)

で与えられる．
ブートストラップ法は，実行プロセスの中で解析的アプローチを，観測データ自身を反復抽

出（リサンプリング）するというモンテカルロ計算法で置き換えたことにより，極めて緩やかな
仮定のもとで，より複雑な問題に適用できる柔軟な統計手法となった．しかし，バイアス推定
の標本変動に加えて，ブートストラップリサンプリングによる変動が生じることから，バイア
ス項の差異でモデルの違いを見るときには十分注意を払う必要がある．このブートストラップ
バイアス推定の確率変動を減少させるための方法が，Konishi and Kitagawa（1996），Kitagawa
and Konishi（2010）によって提案された．また，Konishi and Kitagawa（1996）は，ブートスト
ラップバイアス推定および変動減少法の理論的整合性を汎関数の枠組みで証明した．

4. ベイズモデルの評価基準

本節では，ベイズアプローチによって構築されたモデルの評価を目的として，AIC 導出の基
本的な考え方を踏襲して提唱されたいくつかのモデル評価基準について述べる．
データ yを発生した真のモデル g(y)に対して，想定したモデル集合を {f(y|θ); θ ∈ Θ ⊂ Rp}
とし，パラメータベクトル θ の事前分布を π(θ)とする．このとき，データ yに対する θの事
後分布は，

π(θ|y) = f(y|θ)π(θ)∫
f(y|θ)π(θ)dθ

(4.1)

である．さらに，真のモデル gからランダムに抽出された将来のデータ z に対して，データ y

を与えたもとで，モデル f(z|θ)の事後分布に関する期待値

h(z|y) = Eπ(θ|y)[f(z|θ)] =
∫

f(z|θ)π(θ|y)dθ(4.2)

として与えられるのが予測分布である．

4.1 ベイズ予測分布の情報量規準
予測分布モデルの評価を K-L情報量に基づいて行うとき，期待対数尤度 EG[log h(Z|y)]の

推定が本質的となる．AIC の場合と同様に未知の確率分布 Gを経験分布関数 Ĝ で置き換える
と，EĜ[log h(Z|y)]= n−1 ∑n

i=1 log h(yi|y) = n−1 log h(y|y) が求まる．従って，予測分布モデル
の期待対数尤度を対数尤度で推定したときのバイアスは

bpred(G) = EG(y)[log h(Y |Y ) − nEG(z)[log h(Z|Y )]]

で与えられ，バイアスを補正した

ICpred = −2 log h(y|y) + 2bpred(Ĝ)(4.3)

が予測分布に対する情報量規準である（Akaike, 1980a）．
Konishi and Kitagawa（1996, p.878）は，汎関数の枠組みでこのバイアスを求めて，予測分布

モデルに対する情報量規準を導出した．さらに，積分のラプラス近似（Tierney and Kadane,
1986; Davison, 1986）を用いて，最尤法によって推定したモデル f(z|θ̂ML) に対して，予測分布
を h(z|y) = f(z|θ̂ML) + Op(n−1)と近似して，TIC，AIC と同様の情報量規準が求まることを示
した．Kitagawa（1997）は，モデルと事前分布がともに多変量正規分布と仮定した線形ガウス
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型ベイズモデルの情報量規準を導出し，これを PIC（predictive information criterion）と呼んだ．

4.2 逸脱度情報量規準 DIC
Spiegelhalter et al.（2002)は，ベイズの観点から AIC と同タイプのモデル評価基準を提唱
し，これを DIC（deviance information criterion; 逸脱度情報量規準）と呼んだ．AIC の評価の対
象とするモデルは，最尤法によって推定したモデル f(z|θ̂ML)であった．これに対して，DIC
は最尤推定量をパラメータのベイズ推定量である事後平均 θ̂B = Eπ(θ|y)[θ|y]で置き換えたモデ
ル f(z|θ̂B)を評価の対象とした．モデル f(z|θ̂B)と真のモデルとの近さを，K-L 情報量で予測
の観点から測ったとき，AIC のモデルの自由パラメータ数に対応する有効自由度を次の式で与
えた．

bDIC = 2{log f(y|θ̂B) − Eπ(θ|y)[log f(y|θ)]}
従って，バイアスを補正した DIC は

DIC = −2 log f(y|θ̂B) + 2bDIC(4.4)

で与えられる．
一般に，最大対数尤度 log f(y|θ̂) がモデルのデータへの当てはまりの良さを表すのに対して，

逆に当てはまりの悪さを表す −2 log f(y|θ̂)を逸脱度という．DIC の −2 log f(y|θ̂B) は事後平
均に対する逸脱度に基づいており，この意味で逸脱度情報量規準と呼ばれている．

DICの有効自由度 bDICは，ベイズモデルの設定によっては負の値を採ることもあり，このた
め有効自由度を事後分布に関する log f(y|θ)の分散 bDICa = 2Varπ(θ|y){log f(y|θ)} とした DIC
も提案されている（Gelman et al., 2013）．

4.3 情報量規準 WAIC
Spiegelhalter et al.（2014）では，DICの果たしてきた役割を再考するとともに，いくつかのデ
メリットも議論されている．これに対して，Watanabe（2009, 2010）の提唱したWAIC（widely
applicable information criterion）は，ベイズモデリングの過程の中にマルコフ連鎖モンテカルロ
法による予測分布の積分計算を組み込んだ汎用性の高い情報量規準として用いられている．

WAIC は，（4.2）式の予測分布に対して期待対数尤度
∑n

i=1 EG[log h(zi|y)]を
n∑

i=1

log h(yi|y) =
n∑

i=1

log
∫

f(yi|θ)π(θ|y)dθ

で推定したときのバイアスを

bWAIC = 2

{
n∑

i=1

log h(yi|y) −
n∑

i=1

Eπ(θ|y)[log f(yi|θ)]

}

で与えた．この結果，ベイズ型予測分布モデルの評価を可能とする WAIC は，

WAIC = −2
n∑

i=1

log h(yi|y) + 2bWAIC(4.5)

で与えられた．その特徴は，事後分布 π(θ|y)から反復発生させた θs によって

bWAIC = 2
n∑

i=1

{
log

(
1
S

S∑
s=1

f(yi|θs)

)
− 1

S

S∑
s=1

log f(yi|θs)

}
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とシミュレーションによって求めることができ，また特異モデルにも適用可能であることにあ
る．さらに，DIC の事後分布に関する分散に基づく有効自由度に対応する

bWAICa =
n∑

i=1

Varπ(θ|y){log f(yi|θ)} =
n∑

i=1

[Eπ(θ|y)[{log f(yi|θ)}2] − {Eπ(θ|y)[log f(yi|θ)]}2]

で補正した WAIC を提唱した．

5. 赤池ベイズ情報量規準 ABIC とベイズ型モデル評価基準 BIC

AIC としばしば比較の対象として取り上げられるモデル評価基準が，Schwarz（1978）によっ
て提唱された BIC である．BIC は，候補モデル集合の中でベイズ理論による事後確率が最も
高くなるようなモデルを最適なモデルとして選択するもので，K-L 情報量に基づいて予測の
視点から導出された AIC とは考え方を異にしている．従って，BIC は，Bayesian information
criterion というよりも，ベイズ型モデル評価基準と呼ぶ方が適切である．
一方，Akaike（1980b）の提唱した ABIC（Akaike Bayesian information criterion）は，AIC の考
え方に基づいてベイズモデルの評価を目的としたもので，この点でベイズ情報量規準といえる
評価基準である．本節では，AIC，ABIC と BIC の違いを見るために BIC 導出の概略を示し
た後，ABIC について述べる．また，モデル選択の一致性についてふれる．

5.1 モデルの事後確率と BIC
いま，r個のモデルの候補を M1, M2, . . . , Mr とし，各モデル Mi は確率分布モデル fi(y|θi)

（θi ∈ Θi ⊂ Rpi）とパラメータベクトル θi の事前分布 πi(θi) によって特徴付けられているとす
る．ベイズアプローチでは，データ yが観測されたとき，パラメータベクトル θi の事前分布
πi(θi) で積分した

pi(y) =
∫

fi(y|θi)πi(θi)dθi

を評価の対象とする．この pi(y)は，データ yがモデル Mi から観測される尤もらしさを表し
ており，周辺尤度あるいは周辺分布と呼ばれる．
次に，i番目のモデルが生起する事前確率を P (Mi)とすると，i番目のモデルの事後確率は，
ベイズの定理より

P (Mi|y) = pi(y)P (Mi)∑r

j=1 pj(y)P (Mj)
, i = 1, 2, . . . , r(5.1)

で与えられる．この事後確率は，データ yが観測されたとき，そのデータが i番目のモデルか
ら生起する確率であり，従って，r個のモデルの中から一つのモデルを選択するとき，事後確
率最大のモデルを採用するのが自然である．これは，（5.1）式の分母がすべてのモデルに共通で
あることから，分子の pi(y)P (Mi)を最大にするモデルを選択することと同等である．さらに，
事前確率 P (Mi)はすべて等しいとした場合には，データの周辺尤度 pi(y)を最大にするモデル
を選択することになる．

Schwarz（1978）の提唱した BIC は，積分で表された周辺尤度を，積分のラプラス近似
（Barndorff-Nielsen and Cox, 1989, p.169; 宮田, 2018）を用いて近似した結果得られたもので，一
般に，周辺尤度 p(y)に対して次の式で与えられた．

−2 log p(y) = −2 log
{∫

f(y|θ)π(θ)dθ

}
≈ −2 log f(y|θ̂ML) + p log n.(5.2)
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ただし，θ̂ML はモデル f(y|θ)の p次元パラメータベクトル θの最尤推定値である．BIC の値
を最小とするモデルを最適なモデルとして選択する．導出の詳細は，小西・北川（2004, p.155），
Konishi and Kitagawa（2008, p.215）を参照されたい．
導出方法からも分かるように，BIC は想定したモデル集合の中に真のモデルが含まれるとい

う仮定を陽に置いているわけではない．事前確率は，想定した各モデルが真のモデルである確
率を与えていると考えることができる．しかし，導出の過程ですべて等しいとしており，また
モデルの複雑さを表すパラメータ数の項には，パラメータの事前分布の情報も現れていない．
この問題に対して，積分のラプラス近似を精密化して導いたのが，一般化ベイズ型モデル評価
基準 GBIC（Konishi, Ando and Imoto, 2004）である．

5.2 赤池ベイズ情報量規準 ABIC
ABIC は，季節調整法の大規模モデリングの過程で用いられた正則化法をベイズの観点から
捉えて，ベイズモデリングに本質的な評価基準として提唱されたもので，以下のように述べる
ことができる．
一般に正則化最尤法は，対数尤度関数に正則化項あるいはペナルティ項と呼ばれる制約

R(θ, λ)を課した正則化対数尤度関数

log f(y|θ) − 1
2R(θ, λ)

の最大化によってパラメータを推定する．ここで，λ (∈ Λ ⊂ Rq; q < p)は q次元パラメータと
し，正則化法の枠組みでは平滑化パラメータに相当する．この式は，

log f(y|θ) + log
{

exp
(

−1
2R(θ, λ)

)}
= log

{
f(y|θ) exp

(
−1

2R(θ, λ)
)}

.

と書き表すことができる．さらに，指数関数の項を規格化して確率分布 π(θ|λ)とすると，こ
れはハイパーパラメータ λによって規定される θの事前分布である．このとき，データ y の
周辺分布あるいは周辺尤度は

p(y|λ) =
∫

f(y|θ)π(θ|λ)dθ

で与えられる．
ベイズモデルの周辺分布 p(y|λ)を，ハイパーパラメータ λを持つパラメトリックモデルと

考えると，モデルの評価は次の AIC の枠組みで捉えることができ，その評価基準は

ABIC = −2
{

max
λ

log p(y|λ)
}

+ 2q = −2 max
λ

log
{∫

f(y|θ)π(θ|λ)dθ

}
+ 2q(5.3)

で与えられる．この評価基準は，Akaike（1980b）によって提唱され，赤池ベイズ情報量規準
（Akaike Bayesian information criterion）と呼ばれている．この方法によると，ベイズモデルの
ハイパーパラメータ λは，対数周辺尤度 log p(y|λ)の最大化，すなわち，最尤法によって推定
しており，また，ハイパーパラメータによって特徴付けられた複数のベイズモデルの相対的な
良さを比較するには，ABIC 最小化法によってモデルを選択すればよい．
このようにして推定したハイパーパラメータを λ̂とすると，パラメータ θの事前分布 π(θ|λ̂)
に対して，θの事後分布

π(θ|y; λ̂) = f(y|θ)π(θ|λ̂)∫
f(y|θ)π(θ|λ̂)dθ
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が求まる．パラメータ θ の推定値としては通常，事後分布のモード，すなわち π(θ|y; λ̂) ∝
f(y|θ)π(θ|λ̂)を最大とする θ̂ が用いられる．ABIC 最小化法によるモデリングは，周辺分布
p(y|λ)に対して最尤法によるハイパーパラメータの推定とモデル選択を行ったあと，パラメー
タ θの事後分布 π(θ|y; λ̂) の最大化によって θの推定値を求めていることが分かる．

ABIC 最小化法は，当初経済データの季節調整法の開発に用いられた（Akaike, 1980b, 1980c;
Akaike and Ishiguro, 1980）．その後，コホート分析（中村, 1982），2 値回帰モデル（Ishiguro
and Sakamoto, 1983），地震学（Ogata, Katsura and Tanemura, 2003; Ogata, 2004; 尾形, 2015），
状態空間モデリング（Kitagawa, 1987, 1996, 1998）など様々な分野のモデリングに利用されて
いる．

5.3 モデル選択の一致性
AIC と BIC は，それぞれ K-L 情報量とベイズ事後確率という異なる基準に基づいて導出さ
れたものであり，適用上異なる性質をもつことは明らかである．一般に，理論的側面からは，
BIC はモデル選択に対して一致性を有していることが強調され，これに対して，AIC は ミニ
マックス最適性を有することを両者の違いとして見ることが多い．

Shibata（1976）は，AIC 最小化法によって次数選択を行う場合，標本数 nを無限に大きくす
るとき，真の次数を選択する確率は 1とならない，すなわち次数選択の一致性を有しないこと
を示している．また，Shibata（1983）は，想定したモデルの中に真のモデルが含まれない場合，
AIC によって選択されたモデルは，平均 2乗誤差の意味で漸近的に最適であることを示した．
Nishii（1984）は，ガウス型線形回帰モデルに対して AIC, BIC を含むいくつかの評価基準の一
致性をもつ条件等について検討した．Akaike（1978a）は，AIC 最小化法のベイズの観点からの
捉え方を述べ，多変量ガウス分布モデルに対して，等事前確率の仮定の下で AIC は一致性は
有しないが，ミニマックス解を与えることを示した．AIC タイプのモデル選択基準に対するミ
ニマックス最適性と関連論文については，Yang（2005）を参照されたい．

AIC と BIC を比べるとき，モデル選択の一致性という観点からしばしば議論されてきた．
一致性は，真のモデルが想定したモデル集合に含まれているという仮定のもとでの証明である
こともあり，これに対して様々な指摘がなされた．Burnham and Anderson（2002），小西・北
川（2004, p.66），甘利（2007, 第 II編 1章, p.66），北川（2007, 第 II編 2章, p.83），Konishi and
Kitagawa（2008, p.73）は，一致性をめぐる議論に否定的で，実際問題に対峙し現象解明に向け
てモデリングを行うという観点から，それぞれの見解を明確に述べている．
実際，モンテカルロ・シミュレーションによって，AIC，BIC 等のモデル評価基準を比較検

証するとき，データを発生させるモデルを真のモデルとすることが多い．さらに，真のモデル
は想定したモデルの中に含まれ，しかも単純なモデルからデータを発生させることから，BIC
との比較において一致性を有しない AIC が劣るという検証結果がしばしば見受けられる．こ
のような設定のもとでのモデル評価基準の比較は，現象をモデル化するという立場からみると
必ずしも実際的ではないことが指摘されている．赤池（1995, p.199），Burnham and Anderson
（2002, p.20）は，真のモデルとは，本来，無限次元であり，従ってそれを観測された有限個の
データから完全に再現することは現実的でない．そこでモデル集合を想定して，その中から最
良の近似モデルを選択するという考えに基づいており，少なくとも想定したモデル集合の中
には，データを発生した真のモデルは含まれていないとしている．このような点を踏まえて，
Burnham and Anderson（2002）は実データの解析，シミュレーションを通して，AIC の有用性
を様々な角度から検証している．
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6. モデル選択の不確定性と Akaike ウェイト

情報量規準によるモデル選択では，その値によってデータから構築した複数の候補モデルを
順位付けして，データ発生の確率構造を最も良く近似するモデルを一つ選択する．しかし，評
価基準はデータに依存しており，それ自身確率変数であることからモデル選択に起因する不確
定性を生じる．したがって，評価基準値の近い他の候補モデルとの差をどのように解釈するか
という問題に繋がる．

Akaike（1978a, 1978b, 1979, 1983）は，（2.5）式の AIC に対して (−1/2) AIC が期待対数尤度
（×n）の漸近的不偏推定量であることから

exp
(

−1
2AIC

)
= exp{log f(y|θ̂ML) − p} = f(y|θ̂ML)e−p

は最尤法によって推定したモデルの尤度とみなせ，また近似的に事後分布を表しているとした．
したがって，この式を利用して AIC 値にそれほど大きな差のない候補モデル集合に対しては，
平均化によって融合したモデルの構築を示唆している（Akaike, 1978b, 1979; Bozdogan, 1987）．
この考え方を発展させて Akaike（1978b），Burnham and Anderson（2002）は，最小 AIC 値と
各候補モデルの AIC 値との差に基づくモデルの相対的な確からしさを，尤度と関連づけて，以
下のように定式化している．
いま，データ y に基づいて推定したモデル集合を {fi(y|θ̂i); i = 1, . . . , r} とする．各モデル

に対する AIC値を AICi とし，最小 AIC値を AICmin とおく．このとき，両者の差

ΔAICi = AICi − AICmin, i = 1, . . . , r

は，最小 AIC 値を基にしたモデルの相対的な比較を表している．さらに，

exp
(

−1
2ΔAICi

)
は，データが与えられたとき，モデル iの近似的な尤度を表すことから，この AIC 値の差を基
準化した次の式は Akaike ウェイトと呼ばれる（Burnham and Anderson, 2002, p.75）．

wi =
exp

(
− 1

2 ΔAICi

)
∑r

k=1 exp
(
− 1

2 ΔAICk

)
ウェイトの総和は

∑r

i=1 wi = 1であることから，wi はモデル集合に属する各モデルの相対的
な確からしさの指標となっている．Burnham and Anderson（2002）の提唱したマルチモデル推
測とは，Akaike ウェイトを複数のモデルの相対的な良さとして用いて，モデル集合に基づく推
論を実行する方法であるといえる．AIC 最小化法によって選択された一つのモデルが，明らか
に他のモデルより現象予測に優れたモデルであればよいが，そうでない場合には順序付けられ
た複数のモデルを融合してモデルの推測を行う方が有効であり，Akaike ウェイトはそのための
基準指標を示すと考えることができる．
マルチモデル推測は，モデル選択の不確定性に対処するための一つのアプローチであると

いえる．同様に，2つのモデルの AIC の差の有意性の検定や信頼集合を構成して不確定性を
検証する方法（Linhart, 1988; Shimodaira, 1997），さらに観測データからブートストラップ標
本を反復抽出してモデル選択を繰り返し実行し，各モデルが選択される頻度を推定するブー
トストラップ選択確率に基づく方法などが提唱されている．モデル選択の不確定性について
は，Kishino and Hasegawa（1989），Shimodaira and Hasegawa（1999），Burnham and Anderson
（2002, Chapter 6），下平（2004, 2007）を参照されたい．
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7. おわりに

本稿では，AIC 導出の理論を振り返ってみることから始め，一連のモデリングのプロセスの
中で AIC の果たしてきた役割を再考し，一般に情報量規準と呼ばれるモデル評価基準がどの
ように提唱されてきたかを述べた．
情報量規準 AIC 導出の基本的考え方は，最尤法によって推定したモデルを確率分布で表現
し，それを Kullback-Leibler 情報量によって予測の視点から評価したことであった．この基本
概念は，データからの情報を確率分布モデルで捉え，当該分野で蓄積された知識を事前分布と
してベイズ理論によってモデルに同化させた予測分布モデルの評価・選択へと繋がった．1980
年に提唱された赤池情報量規準 ABIC は，5.2 節で述べたようにモデルのパラメータ数がデー
タ数を超えるような大規模モデリングの過程で用いられた正則化法をベイズの観点から捉え
て，ベイズモデリングに本質的な評価基準として提唱されたものであった．本稿は，理論的側
面から情報量規準について述べてきたが，AIC, ABIC は，自然科学はもとより社会科学の様々
な分野で，現象解明のためのモデリングに重要な役割を果たしてきた．
近年，諸科学・産業界では，計測・測定技術，計算機関連技術の高度な発展によって，大規

模・高次元データが獲得，蓄積され，次々とデータベース化されつつある．特に，少数かつ高
次元データ，大量かつ超高次元データからの効率的な情報抽出技術の開発研究が強く希求さ
れ，国際的に研究が推進されている．このような状況の中で，正則化法，L1 ノルム正則化法，
ベイズモデルは，現象分析のための重要な解析手法として用いられ，適用上の問題点の克服と
汎化能力の向上を目指して，AIC タイプのモデル評価基準が提唱されてきたといえる．
情報量規準 AIC の理論は，これからますます多様な形式で獲得される複雑な大規模データ
の背後に潜む有益な情報やパターンを高効率に抽出・処理するための新しいモデリングの中で
も活かされるものと思われる．同時に，過去から学び未来を予測する技術を獲得するために
は，新たな発想でモデリングに取り組む必要があることも確かである．
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The Akaike information criterion (AIC) provides a useful tool for evaluating models
estimated by the maximum likelihood method, and a number of successful applications
of AIC have been reported in diverse fields of the natural and social sciences. AIC was
essentially derived as an estimator of the Kullback-Leibler information from the predictive
point of view, and it provided a new paradigm for model selection and evaluation problems
in statistical science. The first objective of this paper is to provide a brief explanation of
the concept and derivation of the AIC and related criteria.

With the development of modeling techniques such as regularization, sparse mod-
eling, and Bayes modeling, it is necessary to present criteria that enable us to evaluate
models constructed by various estimation procedures. The second objective of this pa-
per is to review the AIC type of information criteria for evaluating models estimated by
various techniques, with emphasis on the choice of the adjusted parameters, including a
smoothing parameter. We review some advances in Bayesian information-theoretic cri-
teria, where criteria were constructed, using the concept of the degrees of freedom as a
bias-corrected adjustment. We also describe information-theoretic criteria for evaluating
a Bayesian predictive distribution, derived from the fundamental principle behind AIC.
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