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要 旨

農業をはじめとする多くの分野では，1つの個体が時間や位置の変化に伴い繰り返して計測
されたデータが多く用いられる．本論文では，このような形式で与えられたデータを分析する
ための方法の 1つである，関数データ解析に基づくさまざまな分析手法を紹介する．関数デー
タ解析では，経時測定データを関数化処理し，得られた関数データ集合を対象として分析を行
う．特にここでは，関数データ解析の枠組みで回帰分析，時系列解析，空間データ解析を行う
ための方法を紹介する．また，各手法に対して適用例を示し，どのようなデータに対して，ど
のような結果が得られるかについて説明する．

キーワード：回帰分析，関数データ解析，空間データ解析，経時測定データ，時系列
解析．

1. はじめに

データ科学に基づく意思決定や価値創造が，さまざまな分野で行われるようになってきた．
農業分野もその例に漏れず，ICT化による栽培データ管理によって，作物の増産に繋げる動き
が強まっている．近年の計測・測定機器の発展に伴い，大量のデータが比較的安価で容易に取
得できるようになったことも，この流れを後押ししている．測定されるデータの形式は多岐に
わたるが，その中でも多いのが，1つの個体が時間や位置などの変化に応じて繰り返して測定
される形式のデータである．例として，日ごとの気温や日照時間，深さに対する土壌成分，波
長ごとのスペクトル強度など，さまざまなものが挙げられる．本論文ではこのような形式の
データを経時測定データとよぶ．
農業においては，作物の成長具合は，生育期間中の気温や日照時間といった環境要因が大き

く関わっているとされ，これらの関係性を統計モデルによって明らかにすることができれば，
収量増産のための栽培管理などに役立つと考えられる．環境要因に関するデータとしては，例
えば気象庁のウェブサイト（http://www.jma.go.jp/jma/index.html）からダウンロードできる．
これらのデータの多くは，各観測地点において経時測定データとして与えられている．このよ
うな形式のデータを直接多変量データとして扱い，回帰分析などの統計手法を適用することが
まず考えられるが，次のような問題点が生じる．1点目に，観測データは一般的にはノイズが
混入されており，経時測定データのばらつきが大きい場合は本質構造を捉えにくくなる．2点
目として，観測時点数の増加はそのままデータの次元の増加につながるため，推定量が不安定
になる可能性がある．観測時点数が多いデータほどより多くの情報をモデルに取り込むことが
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できるが，その分解析が困難になってしまう恐れがある．また，計測機器の故障などにより，
本来計測されるはずの時点で計測が行われない（欠測する）状況が考えられる．あるいは，デー
タの取得環境によっては，個体ごとに観測時点数が不均一であったり，観測時点が不揃いであ
る状況もあり得る．このような場合，欠損値補間（高井 他, 2016）を適用する方法も考えられ
るが，特に観測時点が不揃いである場合は，一般的には古典的な多変量解析手法を直接適用す
ることは困難となる．これが 3点目の問題である．
このような形式のデータに対して，個々のデータを関数化し，得られた関数をデータとして

扱う方法が Ramsay and Silverman（2005）によって確立され，関数データ解析（Functional Data
Analysis; FDA）とよばれている．関数データ解析では，経時測定データを本論文の 2節で述べ
る方法などを用いて関数化処理することで，観測ノイズを除去し，さらに，観測時点数の増大
により引き起こされるデータの高次元化を抑えることができる．また，データを関数化する
ことにより，個体ごとに観測時点や観測時点数が異なっていたとしても，連続時間上でデー
タを表現できるため，容易に分析が行えるようになる．これにより，上記の 3点の問題点が
解決される．関数データ解析について詳しく書かれた書籍としては，Ramsay and Silverman
（2005）の他に，Ferraty and Vieu（2006），Horváth and Kokoszka（2012）で全般的な方法につい
ての紹介がある．Hsing and Eubank（2015）は，関数データ解析の理論を詳しく述べている．
Shi and Choi（2011）は，ベイズアプローチの観点から関数データ解析におけるモデル推定法
を紹介している．Ramsay et al.（2009），Kokoszka and Reimherr（2017）では，関数データ解析
に基づく手法と，それらを実行するための Rなどのプログラムがまとめられている．Ramsay
and Silverman（2002）は関数データ解析の応用事例を幅広く紹介している．関数データ解析に
関するレビュー論文も数多く報告されており，例えば Cuevas（2014），Morris（2015），Shang
（2014），Jacques and Preda（2014），Wang et al.（2015），Reiss et al.（2017）が挙げられる．Ullah
and Finch（2013）では，さまざまな分野への関数データ解析の応用研究に関する文献を紹介し
ているが，医学への応用が多く，農学への応用は僅かであることが分かる．さらに，関数デー
タ解析を行うための Rパッケージも数多く実装されており，その一覧が Scheipl（2018）にまと
められている．
関数データ解析では，スカラーデータに対する統計的分析手法を関数データの枠組みへ拡張

したものが数多く提案されている．本論文では，経時測定データを関数データとして扱い，分
析するための方法をいくつか紹介する．紹介する手法は農業データ分析に特化したものではな
く，汎用的に用いることができるものであるが，農業データへの応用が有効であると考えられ
るものをまとめた．まず，説明変数と目的変数のいずれか一方，あるいは両方が関数データと
して与えられたとき，両者の関係を表す関数回帰モデルについて説明する．次に，関数データ
に基づく手法として提案された，各個体が関数データとして与えられた時系列データの予測に
用いられる関数時系列解析として，Hyndman and Ullah（2007）の方法を紹介する．さらに，複
数地点で観測された関数データから，未観測地点の曲線を予測する関数空間データ解析とし
て，Giraldo et al.（2011）の方法についても紹介する．いずれの手法に対しても，適用例を通し
て，どのようなデータに対して，どのような分析を行うことができるかについて説明する．
本論文の構成は次の通りである．2節では，関数データに基づく分析手法について紹介する
前に，取得された経時測定データを関数データ化するための方法について紹介する．続く 3節
では，関数データに基づく回帰モデルである関数回帰モデルについて，モデルおよび推定方法
の概略を紹介する．4節では，関数データの枠組みでの時系列解析の方法について紹介する．
そして 5節では，空間データ解析に基づき未観測地点の関数データを予測するための方法につ
いて解説する．3節から 5節については，各手法の適用例についても紹介する．なお，4節と 5
節の適用例については，Kokoszka and Reimherr（2017）に掲載されている Rのプログラムを参



関数データに基づく統計的モデリング 75

考にした．最後に，6節でまとめと今後の展望について述べる．

2. データの関数化

本節では，1年間の日別平均気温や平均湿度といった経時測定データを，関数データとして
表すための方法について述べる．後の節で紹介する，関数回帰分析をはじめとした関数データ
解析の多くの方法に対しては，まず第 1段階で経時測定データの関数化を行い，続く第 2段階
で関数データ集合に対して分析を行うという 2段階法が用いられている．
いま，第 i 番目の個体が，第 α 時点 tiα で観測値 xiα を得たとする．ここで，個体番号は

i = 1, . . . , n，時点番号は α = 1, . . . , niの値を取るものとする．時点 tiαやその数 niは，個体ご
とに異なっていてもよい．また，ここでは分かりやすさのために tを時間とみなして説明して
いるが，tは位置や深さ，波長など，本来は連続的に変化するようなものであればよい．経時
測定データの例として，図 1左は，世界のいくつかの都市で観測された月別平均気温のデータ
を図示したものである．このようなデータを関数化するために，各個体に対して平滑化を適用
する．すなわち，第 i個体のデータ xiα (α = 1, . . . , ni)は，次式のように関数 xi(t)が時点 tiα

において誤差 eiα が加わって得られたものと仮定し，xi(t)を推定する方法である．

xiα = xi(tiα) + eiα.

関数 xi(t)を推定する方法の 1つとして，xi(t)は基底関数展開，すなわち，基底関数とよばれ
る既知の関数系 φ1(t), . . . , φM (t)の線形結合によって表されると仮定する．

xi(t) =
M∑

m=1

wimφm(t) = wT
i φ(t).(2.1)

ただし wi = (wi1, . . . , wiM )T は係数パラメータで，これを推定することで関数データ xi(t)が
得られる．また，φ(t) = (φ1(t), . . . , φM (t))T とする．基底関数の種類としては，さまざまな
ものが提案されている．汎用的に用いられているものとしては，B -スプライン（井元・小西,
1999; de Boor, 2001）や動径基底関数（Bishop, 1995; 安道 他, 2001）などが挙げられる．また，1
年間の日別平均気温のデータのように，周期性をもつデータに対してはフーリエ級数が，心電
図のようにスパイク状の変動に重要な意味をもつようなデータにはウェーブレット（Donoho
and Johnstone, 1994）が有効である．基底関数展開以外の方法としては，局所線形回帰などの
ノンパラメトリック回帰（Härdle, 1990）に基づく平滑化によって関数データを得る方法も考
えられている（Yao et al., 2003）．平滑化の詳細に関しては Green and Silverman（1994），小西
（2010）などを，関数データ解析の枠組みでの関数化については Ramsay and Silverman（2005）
の 4章および 5章，荒木・小西（2004），Araki et al.（2009b），Fujii and Konishi（2006）などを
参照されたい．図 1左における各個体のデータに対して，基底関数展開に基づく平滑化を行う
ことで，図 1右のような関数データ（曲線）が得られる．
関数データを表現するもう 1つの方法として，関数主成分分析（Besse and Ramsay, 1986; 茅

野 他, 2006）を用いるものがある．これは，確率的に変動するランダム関数X(t)が，適当な仮
定の下で次のように表されることを利用する.

X(t) = μ(t) +
∞∑

l=1

ξlvl(t).(2.2)

ただし，μ(t)は平均関数とする．ランダム関数の厳密な定義や仮定の詳細については，Ferraty
and Vieu（2006），Horváth and Kokoszka（2012）などを参照されたい．ここで，ξl (l = 1, 2, . . .)
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図 1．左：世界の各都市の月別平均気温データ．破線でつながった点は同じ都市のデータを表
す．右：左のデータに対して基底関数展開に基づく平滑化を適用し得られた関数データ．

は平均 0，分散 λl (
∑∞

l=1 λl < ∞, λ1 > λ2 > · · · )をもつ確率変数，vl(t) (l = 1, 2, . . .)は正規直
交関数とする．この表現は Karhunen-Loéve展開としても知られている．実際には，上述した
基底関数展開やノンパラメトリック回帰に基づく平滑化によって得られた関数データ xi(t)を，
次のように vl(t)の有限個の線形和で表現する．

xi(t) = x̄(t) +
L∑

l=1

ξilvl(t).(2.3)

ここで x̄(t) = 1
n

∑n

i=1 xi(t) とし，λl (ξil の分散) と vl(t) はそれぞれ標本共分散関数
c(s, t) = 1

n−1
∑n

i=1(xi(s) − x̄(s))(xi(t) − x̄(t)) の第 l 固有値，固有関数として求められる．
また，ξil は xi(t) − x̄(t)と vl(t)の内積を計算することで得られる．(2.1)式で用いた基底関数
φm(t)は汎用的に用いられる形状の関数であったのに対して，固有関数 vl(t)は直交性の条件の
下で，与えられたデータを l = 1, 2, . . .の順に最もよく表現する関数を与える．このことから，
一般的に固有関数の個数 Lは（2.1）式の基底関数の個数M よりも少なくなり，時点数の多い経
時測定データ分析における次元縮小には特に有効である．固有関数の個数 Lの決定に関して
は，累積寄与率や，交差検証法，AICなどを用いた方法が考えられている（Yao et al., 2005a;
Crainiceanu et al., 2009）．なお，関数主成分分析は，一度関数化したものを主成分によって表
現するため，関数主成分による関数データの近似精度は，関数化の精度に依存する．
データによっては，各個体が非常にまばらな時点でのみ観測されるような場合もある．例え

ば図 2左は，図 1左のデータの一部だけを人工的に取り出したもので，各個体が限られた時点
でのみ観測されていることがわかる．このような形式のデータはスパース経時測定データとよ
ばれている．スパース経時測定データに対して，前述のように個体ごとに独立して平滑化を行
うと，観測時点数が少ないために適切な曲線推定ができない可能性が高い．そこで，個体それ
ぞれではなく，全個体の観測情報を使ってデータを関数化する方法が考えられている．1つは，
データ集合 {xiα; i = 1, . . . , n, α = 1, . . . , ni} を局所線形回帰などを用いて平滑化する方法で
ある（Yao et al., 2005a, 2005b）．また，基底関数展開に基づく非線形混合効果モデルを適用す
ることで，全個体の観測情報を使って個体 1つ 1つを関数化することもできる（James et al.,
2000; Rice and Wu, 2001; 松井 他, 2016）．非線形混合効果モデルを適用することで，全ての個
体の情報を共有し，図 2左のような，1つの個体がまばらな時点で観測されたデータであって
も，図 2右のように，データが観測されている時間の範囲で各個体の曲線を当てはめること
ができる．Zhang and Wang（2016）は，時点数がスパースな場合とそうでない場合の経時測定
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図 2．左：図 1左のデータの一部のみを人工的に抜き取ったもの．右：左のデータに対して非
線形混合効果モデルを適用し得られた関数データ．

データについて，局所線形回帰により関数化した際の，推定値の理論的な性質を統一的に示し
ている．

3. 関数回帰モデル

説明変数，あるいは説明変数と目的変数の両方が関数データとして与えられたとき，これら
の関係をモデル化する関数回帰モデルの概要を説明する．例えば，作物の生育期間中の気温や
日照時間の推移を説明変数，作物の生育状況のデータを目的変数とし，これらの関係をモデル
化することを考える．年に 1度だけ収穫される作物の収量を考えたい場合は，目的変数は一般
の回帰モデルと同様にスカラーとして与えられるだろう．一方で，トマトなどのように特定の
期間で毎日のように収穫される作物に対しては，目的変数も経時測定データとなるため，関数
データとして扱うこともできる．本節では，目的変数がスカラーおよび関数データで与えられ
た場合のモデルと，その推定方法についてそれぞれ解説する．

3.1 スカラー目的変数に対するモデル
いま，目的変数と説明変数に対して，n組の観測値 {(yi, xi(t)); t ∈ T ∈ R, i = 1, . . . , n}を得
たとする．ここで，yi はスカラーとして得られた目的変数，xi(t)は関数として表された説明
変数とする．また，T は関数 xi(t)の定義域とする．説明変数に関するデータについては，実
際には離散時点で観測されたものであるため，2節で述べた平滑化手法などを用いて関数化さ
れたものとする．このとき，yi と xi(t)との関係を表す関数線形回帰モデルは，次で与えられ
る（荒木・小西, 2004; Ramsay and Silverman, 2005; Araki et al., 2009b）．

yi = β0 +
∫

T
xi(t)β1(t)dt + εi.(3.1)

ただし β0 は切片，β1(t)は回帰係数関数，εi は平均 0，分散 σ2 を持つ観測誤差とする．
関数線形回帰モデル（3.1）の推定問題は，未知パラメータである β0，β1(t)，σ2 を推定するこ
とに対応する．しかし，β1(t)は無限次元のパラメータとなるため，これを直接推定すること
は困難である．これらのパラメータを推定するためのアプローチの 1つとして，基底関数展開
を用いる方法がある．まず，説明変数 xi(t)が，（2.1）のように基底関数展開によって表される
とする．ここで，wi は関数化の段階で推定されたものであり，ここでは既知とする．基底関
数の代わりに固有関数を用いてもよい．そして，係数関数 β1(t)も同様に，次のように基底関
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数展開によって表されるとする．

β1(t) =
M∑

m=1

b1mφm(t) = bT
1 φ(t).(3.2)

ここで，b1 = (b11, . . . , b1M )T は未知パラメータとする．また，（2.1）式の基底関数と（3.2）式の
基底関数について，ここでは共通のものを用いているが，その個数や種類は異なっていても
よい．基底関数展開（2.1），（3.2）の仮定により，関数線形回帰モデル（3.1）は次のように変形さ
れる．

yi = β0 +
∫

T
wT

i φ(t)φT (t)b1dt + εi

= β0 +
M∑

m=1

wT
i Φb1 + εi

= zT
i b + εi.(3.3)

ここで，Φ =
∫

T φ(t)φT (t)dtは基底関数ベクトル φ(t)の各成分の積の積分を要素にもつM ×M

行列，zi = (1, wT
i Φ)T はここでは既知のベクトル，そして b = (β0, bT

1 )T は未知パラメータベ
クトルとする．特に，φ(t)がフーリエ級数や固有関数などのように正規直交基底の場合，Φは
単位行列となる．（3.3）式の形から，最小 2乗法や正則化法といった，古典的な線形回帰モデル
に対する推定法と同様の方法を用いて，パラメータを推定できる．例えば，（3.3）式のモデルの
パラメータ βを正則化最小 2乗法により推定する場合は，次の正則化誤差 2乗和を最小にする
bを求める．

n∑
i=1

(yi − zT
i b)2 + nλbT Ωb.

ただし，λ > 0は正則化の度合いを調整する正則化パラメータで，Ωは非負値定符号行列とす
る．正則化誤差 2乗和の最小化により，次の推定量が得られる．

b̂ = (ZT Z + nλΩ)−1ZT y.

ただし，Z = (z1, . . . , zn)T，y = (y1, . . . , yn)T とする．パラメータの推定値 b̂ = (β̂0, b̂
T

1 )T を
用いて，新たな観測 x0(t) が得られたときの目的変数の値を予測したり，係数関数の推定値
β̂1(t) = b̂

T

1 φ(t) から，説明変数の任意の時点 t における寄与を定量化できる．Ogden et al.
（2002）は，水田の俯瞰撮影により得られた画像のデータを関数データとして表現し，イネの倒
伏度合いを表す指標を予測するために関数回帰モデルを適用した．
関数線形回帰モデルは，説明変数が複数の場合へも容易に拡張できる．それだけでなく，

説明変数として関数データだけではなく，スカラーデータを説明変数に加えることもでき
る．すなわち，p1 変数のスカラー説明変数 xij (j = 1, . . . , p1)と，p − p1 変数の関数説明変数
xij(t) (j = p1 + 1, . . . , p)が与えられたとき，関数線形回帰モデルは

yi = β0 +
p1∑

j=1

xijβj +
p∑

j=p1+1

∫
T

xij(t)βj(t)dt + εi(3.4)

のように与えられる．なお，関数データ xij(t)の係数がスカラー βj として与えられる，すなわ
ち，関数説明変数 xij(t)の目的変数 yiへの寄与が tによらない場合，対応する項は

∫
xij(t)dt ·βj

となり，xij(t)の T 上の積分値
∫

xij(t)dtを説明変数としたものとして（3.4）式右辺第 2項に含
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めることができる．（3.4）式に対して，説明変数が 1つのみのモデルに対するものと同様の仮定
を置くことで，このモデルも（3.3）式と同様のベクトル表記を行うことができ，やはり一般の線
形回帰モデルと同様に推定できる．
複数の説明変数の中から，目的変数に実際に寄与している変数の組み合わせを選びたい場合

は，変数選択問題を考える必要がある．例えば，気温，日射量，大気中の CO2 濃度といった
複数の環境要因の経時変化のうち，どの組み合わせが作物の収量に寄与しているかを調べると
いう問題に対応する．変数選択の方法としては，古典的なステップワイズ法などを関数線形回
帰モデルに適用することができる．一方で，スパース推定（Hastie et al., 2015; 川野 他, 2018）
を利用することで，ある j について，説明変数 xj(t)に対する係数関数を β̂j(t) ≡ 0と推定す
ることができる．このとき，xj(t)は目的変数に寄与していないものとみなすことができ，変
数選択が行われたことになる．関数回帰モデルに対するスパース推定については，Matsui and
Konishi（2011），Gertheiss et al.（2013），Lian（2013），Zhao et al.（2015）などを参照されたい．
また，James et al.（2009），Lee and Park（2012）は，スパース推定の考えを利用して，係数関
数 β(t)の定義域 T の全区間ではなく一部区間のみを 0と推定することで，目的変数に寄与す
る説明変数の区間の選択を行っている．
線形モデルの枠組みを拡張した関数回帰モデルの 1つとして，次の関数 2次回帰モデルが提

案されている（Yao and Müller, 2010; Fuchs et al., 2015; Usset et al., 2016）．

yi = β0 +
p∑

j=1

∫
T

xij(t)βj(t)dt +
∑
j,k

∫∫
T ×T

xij(s)xik(t)βjk(s, t)dsdt + εi.(3.5)

ここで，βjk(s, t)は 2変数の係数関数である．すなわち，2次回帰モデルは，説明変数 xij(t)の
2次の情報だけでなく，単一および 2つの説明変数の，異なる 2時点 s, t間の交互作用まで考
慮に入れたモデルとなっている．Wei et al.（2014）は，スカラーデータとして与えられた遺伝
型と，経時測定データとして与えられた環境情報の相互作用（遺伝子-環境相互作用）を関数回帰
モデルの枠組みで表現している．
本項で述べたモデルはさらに，目的変数がスカラーであることから，一般化線形モデル（Mc-

Cullagh and Nelder, 1989）の枠組みへも容易に拡張できる（James, 2002）．例えば，気温や日
照時間を説明変数としたとき，目的変数として年間の総収量といった連続量ではなく，生育に
成功したか否か，あるいは病害の有無といった 2値のデータの判別を行いたい場合や，生育
に成功した株の割合といった比率のデータの推定および予測を行いたい場合は，関数ロジス
ティック回帰モデルを用いることが考えられる（Araki et al., 2009a; Matsui et al., 2011; Kayano
et al., 2016）．あるいは，病害が発生した回数などのカウントデータを目的変数として扱いた
い場合は，関数ポアソン回帰を用いることもできる．関数回帰モデルはこの他にも，適応モ
デル（James and Silverman, 2005）やニューラルネットワークモデル（Rossi et al., 2005），加法
モデル（Müller and Yao, 2008; Müller et al., 2013; Zhu et al., 2014），一般加法モデル（Mclean
et al., 2014），ノンパラメトリックモデル（Ferraty et al., 2007; Rachdi and Vieu, 2007）といっ
た非線形モデルなどへ拡張されている．さらに，Reiss and Ogden（2007, 2010）は主成分回帰の
枠組みでの関数回帰モデルの推定法を提案している．このように，目的変数がスカラーの場合
は，従来の回帰モデルと同様の拡張が行われている．
本項では，関数化を行った後に関数回帰モデルを推定するという，2段階法に基づく方法を
紹介した．一方で，Crainiceanu et al.（2009）は，関数回帰モデルの推定において，2段階法では
なく，1段階で同時にモデルを推定する方法を提案している．そして，真の係数関数の値が大
きいときや，説明変数に対応する経時測定データの誤差分散が大きいとき，1段階法とは異な
り 2段階法では係数関数の推定値にバイアスが生じることを示している．しかし Crainiceanu
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et al.（2009）は同時に，2段階法はロバストな推定結果を与える上，1段階法と比べて計算コス
トが少なく，推定結果に大きな差がないことから，必ずしも 2段階法を否定しておらず，両手
法を適用し結果を比較するのがよいと述べている．

3.2 関数目的変数に対するモデル
3.1項では，目的変数 yi は古典的な回帰モデルと同様にスカラーを想定した．一方で，トマ
トなどのように年間の一定期間を通して繰り返して収穫される作物に対して，気象情報と収量
との関係を回帰モデルで表現する場合は，目的変数も説明変数と同様に関数データとして扱う
方法が考えられる．本項では，説明変数および目的変数が共に関数データで与えられた場合の
モデルについて紹介する．
目的変数と説明変数に関する n組の観測値 {(yi(t), xi(s)); t ∈ T ⊂ R, s ∈ S ⊂ R, i = 1, . . . , n}

が得られたとする．なお，xi(s)，yi(t)はいずれも中心化されたもの，すなわち，それぞれの標
本平均 1

n

∑n

i=1 xi(s)， 1
n

∑n

i=1 yi(t)を引いたものを扱うこととする．このとき，関数線形回帰
モデルは次で与えられる（Ramsay and Dalzell, 1991; 下川 他, 2000; Matsui et al., 2009）．

yi(t) =
∫

S
xi(s)β1(s, t)ds + εi(t).(3.6)

ここで，β1(s, t)は説明変数 xi(s)の時点 sによる，目的変数 yi(t)の時点 tへの寄与を表す 2変
数の係数関数，εi(t)は平均 0の誤差関数とする．
係数関数 β1(s, t)を推定する方法の 1つとして，積分誤差 2乗和

∑n

i=1

∫
T ε2

i (t)dtを最小にす
るものがある．推定量を求めるにあたり，次の仮定をおく．まず，xi(s)および yi(t)が，次の
ように基底関数 φ(s) = (φ1(s), . . . , φMx (s))T，ψ(t) = (ψ1(t), . . . , ψMy (t))T に基づく線形結合に
よって表されるとする．

xi(s) =
Mx∑

m=1

wimφm(s) = wT
i φ(s), yi(t) =

My∑
m=1

vimψm(t) = vT
i ψ(t).

ここで，wi = (wi1, . . . , wiMx )T，vi = (vi1, . . . , viMy )T であり，これらは 2節で述べた方法で
あらかじめ関数化の段階で推定されているものとする．さらに，β1(s, t)は 2種類の基底関数
φ(s)，ψ(t)を用いて次のように表されると仮定する．

β1(s, t) =
Mx∑

m=1

My∑
m′=1

φm(s)bmm′ ψm′ (t) = φT (s)Bψ(t).

ここで，B = (bmm′ )mm′ はパラメータからなる行列とする．これらの仮定より，（3.6）式は次
のように表される．

vT
i ψ(t) =

∫
S

wT
i φ(s)φT (s)Bψ(t)ds + εi(t)

= wT
i ΦBψ(t) + εi(t).

これを用いて，積分誤差 2乗和は次で与えられる．
n∑

i=1

∫
T

ε2
i (t)dt =

n∑
i=1

∫
T

(vT
i − wT

i ΦB)ψ(t)ψT (t)(vT
i − wT

i ΦB)T dt

= tr{(V − ZB)Ψ(V − ZB)T }.
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ここでW = (w1, . . . , wn)T，V = (v1, . . . , vn)T，Ψ =
∫

T ψ(t)ψT (t)dt，Z = W Φとする．これ
を Bについて最小化することで，推定量

vec(B̂) = (Ψ ⊗ ZT Z)−1vec(ZT V Ψ)

を得る．ただし，vecは行列の列ベクトルを全て 1列に並べる作用素で，⊗はクロネッカー積
を表す．モデル (3.6)を推定するための他の方法として，誤差関数 εi(t)にガウス過程を仮定
し，ベイズアプローチに基づきパラメータを推定する方法（Shi and Choi, 2011）も考えられる．
ここで，説明変数および目的変数が時間の関数データである場合に（3.6）式のモデルを適用す
る場合，注意が必要である．（3.6）式では，s > tを満たす範囲の係数関数 β1(s, t)は，時点 sの
説明変数が，それよりも過去の時点 tの目的変数への寄与を表していることになり，矛盾した
関係性を表す可能性がある（ただし例外として，データに周期性を仮定している場合は，例え
ば「12月の気温が翌年 1月の収量に影響を及ぼす」というように，次の周期の時点への寄与を表
していると解釈できる）．この問題点を解消するために，Malfait and Ramsay（2003）は，時間
の前後関係を考慮に入れた関数線形回帰モデルを構築し，その推定方法を提案した．この他に
も，同様の目的に対する研究が Harezlak et al.（2007），Şentürk and Müller（2010），Kim et al.
（2011）によって行われている．
説明変数と目的変数間の関係性を調べるにあたって，説明変数と同じ時点での目的変数への

影響にのみ興味がある場合，すなわち s = tでの関係性のみを考える場合は，回帰モデルは次
で与えられる．

yi(t) = β0(t) + xi(t)β1(t) + εi(t).(3.7)

ここで，β0(t)は説明変数に関する定数項に対応するベースライン関数，β1(t)は xi(t)の係数
関数とする．このモデルは関数同時モデルとよばれているほか，Hastie and Tibshirani（1993）
によって提案された変化係数モデルの特別な場合とみなすこともできる（Hoover et al., 1998）．
関数同時モデルの推定方法については，Fan and Zhang（2008），Manrique et al.（2018）などを
参照されたい．

3.3 適用例
3.1節で紹介した関数線形回帰モデルを用いて，作物のデータを分析した例を紹介する．こ
こでは，兵庫県神戸市にある農場で 2012年から 2014年の間の 2期で計測されたトマトの単位
区画あたりの収量を目的変数，農場で計測された環境情報の経時測定データを関数データの説
明変数として扱い，これらの関係をモデル化する．
収量のデータは 10 月から翌 7 月まで日ごとに測定されているが，ここでは各週で総和を

とったものを 1個体，つまりスカラーデータとして扱った．収量が計測された期間は 1期目，
2期目ともに 39週分であった．つまり，分析に用いる週の数（サンプルサイズ）は 78である．
トマトの収量については，その実が開花してから結実するまでのおよそ 60日間の環境要因が
関係していると考えられている．そこで，週次の単位区画あたり収量 [kg]を目的変数，その
週から遡った 60日間の気温 [◦C]および日射量 [W/m2]のデータを説明変数とした．説明変数
に対応するデータは毎分測定されているが，ここでは 1日のデータの平均値をとり，さらに
関数データ化したものを扱った．図 3は，各週（個体）から遡った 60日間の気温および日射量
を，関数データとして表現したものである．また，図 4に，2期分の単位区画あたりの週次収
量を示す．収量は春から初夏にかけて大きく伸びる時期があるなど，年間の時期にも依存し
ている．そこで，上記の変数に加えて，季節成分も説明変数に加えた．具体的には，第 i週の
初日の年間での通算日数 di ∈ {1, . . . , 365}を，B -スプライン基底関数展開によって変換した
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図 3．週次収量を計測した週から遡った 60日間の環境情報のデータ．左：気温，右：日射量
を関数データ化したもの（一部を抜粋）．各グラフの左側ほど過去の日付を表す．

図 4．2012年 10月から 2014年 7月の間に計測されたトマトの週次収量（破線）および，関数
回帰モデルにより得られた収量の予測値（実線）．

ψ(di) = (ψ1(di), . . . , ψM′ (di))T を説明変数としてモデルに加える．基底関数の個数M ′は 30と
固定した．以上をまとめて，収量を推定するためのモデルを次で与える．

yi =
2∑

j=1

∫
T

xij(t)βj(t)dt + ψ(di)T γ + εi.

ここで，γは季節成分 ψ(di)の係数，xi1(t)，xi2(t)はそれぞれ気温，日射量の関数データ，β1(t)，
β2(t)は対応する係数関数である．2種類の説明変数については，フーリエ級数による基底関数
展開によって表現し，基底関数の個数は共に 7個とした．また，関数回帰モデルを正則化最小
2乗法で推定し，推定に伴う正則化パラメータの値を，交差検証法を用いて選択した．
図 4に，関数回帰モデルによる収量 yiの予測値を示している．収穫期間を通じて大まかな変
動は捉えられていることが分かるが，各期の収穫初めの時期や，春から夏にかけての収量増産
期の局所的な変動までは捉えられていない．図 5左は，季節成分 ψ(d)T γ の推定値である．上
述の通り，春から初夏にかけて収量が伸びている様子が捉えられていることがわかる．また，
図 5中央と右に，それぞれ係数関数 β1(t)，β2(t)の推定曲線を示す．例えば，気温については
収穫のおよそ 40日前に比較的大きな重みがかかっていることから，この期間の気温が高いほ
ど収量が増加すると解釈することができる．しかし，2つの係数関数の信頼帯がほぼすべての
区間で 0を含んでいることから，今回の方法では，収量・環境要因間の関係性を適切に捉えて
いるとは言い難い．果実の生育には環境情報だけでなく様々な要因が複雑に絡み合っていると
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図 5．左：季節成分 ψ(t)T γ の推定値．横軸は 10月 1日から翌 9月 30日までの期間に対応
している．中央，右：それぞれ気温と日射量の係数関数．左側ほど過去の日付を表し，

破線は 95%信頼帯を表す．

考えられるため，それらのデータを含めた分析を行う必要がある．さらに，今回の分析では
説明変数の時間区間を収穫週から遡った 60日間と固定したが，この区間も不変の事実ではな
く，実際には前後している可能性がある．そのため，例えば James et al.（2009）の方法を応用
して，何日前までの環境要因が収量に影響を及ぼしているかを推定するといった方法も考えら
れるが，この点は今後の課題とする．

4. 関数時系列解析

時系列解析は，データが経時的に観測されたとき，その傾向を捉えたり，将来の時点の値を
予測することが目的である（たとえば 北川, 2005）．主な時系列解析のための方法は，一連の時
系列データに基づいて次の 1点，または複数の点を予測するものであった．これに対して，時
系列解析を関数データの枠組みへ発展させ，将来の点ではなく関数（曲線）を予測するための研
究も行われている（Bosq, 2000; Horváth and Kokoszka, 2012; Hörmann and Kokoszka, 2012; 北
川 他, 2016）．このような解析は関数時系列解析とよばれている．
関数時系列解析を，気温のデータを例に挙げて説明する．いま，ある地点の 20年分の月別
平均気温のデータが観測されたとする．1年間のデータを 1個体の関数データとして捉えると，
20個体の関数データが与えられていることになる．このデータ集合を用いて，次の年の（1時
点ではなく）年間の気温曲線を予測することが，関数時系列解析の目的となる．
ここでは，Hyndman and Ullah（2007）の方法に基づく関数時系列の予測方法について紹介す
る．この方法は，アメリカにおける各年齢層の死亡率の毎年の推移のデータから，将来の死亡
率を予測することを目的に提案されたものだが，一般的な関数時系列データに対しても適用で
きる．

4.1 固有関数展開による予測
いま，第 i期の関数データ xi(t)からなる関数時系列データ集合 {xi(t); i = 1, . . . , n}が与え
られたとする．このデータを用いて，h期先のデータ xn+h(t)を予測することを考える．xi(t)
は，各 iに対して (2.2)式のように，関数主成分分析に基づいて次のように表されると仮定する．

xi(t) = μ̂(t) +
L∑

l=1

ξ̂ilv̂l(t).

ここで，平均関数の推定値 μ̂(t)としては，例えば標本平均 1
n

∑n

i=1 xi(t)などが考えられる．一
方で，Hyndman and Ullah（2007）は外れ値にロバストな関数を得るために，x1(t), . . . , xn(t)の
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図 6．左：1894 年から 2017 年までの，彦根市の月別平均気温データ．右：観測データを関
数データ化したもの．

中央値曲線を推定値として用いている．続いて，各 lについて，ξ̂1l, . . . , ξ̂nl にスカラーデータ
に対する時系列解析を適用し，第 n期に対する h期先の係数 ξn+h,l の予測値 ξ̂n+h|n,l を得る．
ここで，固有関数 v̂1(t), . . . , v̂L(t)は正規直交であることから，ξ̂i1, . . . , ξ̂iL は無相関となる．し
たがって，l = 1, . . . , Lそれぞれに対して，単変量の時系列解析手法を適用する．こうして得ら
れた予測値 ξ̂n+h|n,1, . . . , ξ̂n+h|n,L を用いて，h期先の関数データ xn+h(t)の予測値 x̂n+h|n(t)を
次で与える．

x̂n+h|n(t) = μ̂(t) +
L∑

l=1

ξ̂n+h|n,lv̂l(t).(4.1)

この方法により，関数時系列データの傾向を，固有関数とその係数を使って表現できる．

4.2 適用例
滋賀県彦根市にある地上気象観測装置で観測された，1894 年から 2017 年までの月別平均
気温のデータ（気象庁ウェブサイトより取得）に対して，関数時系列解析を適用する．図 6左
は，1894年から 2017年までの年間月別平均気温を図示したものである．このデータを用いて，
2018年の年間月別平均気温曲線の予測を試みる．
まず，Rパッケージ fdaを用いて，月別平均気温のデータを関数データ化した．ここでは各
個体の曲線が周期性を持つことから，基底関数としてフーリエ級数を用いた．基底関数の個数
は 7個とした．図 6右は，各年の気温のデータを関数化したものである．続いて，得られた関
数データに対して関数主成分分析を適用し，平均関数 μ̂(t)および固有関数 v̂l(t)，その係数 ξ̂il

を導出した．第 1主成分から第 4主成分の寄与率はそれぞれ 46.8%，16.7%，10.2%，9.1%で，
第 4主成分までで累積寄与率が 80%を超えたため，ここでは第 4主成分までを採用した．図 7
は，関数主成分分析により得られた平均関数の推定値および，第 4主成分までの固有関数と各
年の係数を並べたものである．固有関数から，第 1主成分は年間を通じた気温の高さを表して
おり，係数の推移を見ると年の経過に伴い緩やかに増加していることが分かる．また，第 2主
成分は冬が寒く（暖かく），夏が暑い（涼しい）年の特徴を表していると考えられる．
次に，図 7右下に示す第 1～第 4主成分の係数をそれぞれ時系列データとみなして，時系列解

析を適用した．ここでは Rの forecastパッケージを利用して自己回帰和分移動平均（ARIMA）
モデルを適用し，2018年以降に対応する点の予測を行った．その結果を図 7右下に併せて示
している．この結果から，第 1主成分である「年間を通じた気温の高さ」の係数の予測値として
は若干の上昇傾向が見られ，第 2～第 4主成分の係数の予測値も僅かな変化はあるが，いずれ
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図 7．気温の関数データ集合に対して関数主成分分析と関数時系列解析を適用し得られた結
果．上：年間の平均関数．左下：上から第 1～第 4主成分の固有関数．横軸は時間（月）
を表す．右下：各主成分に対応する各年の関数主成分．横軸は個体（年）を表す．右側に

ある太線および帯（濃色・淡色）は，それぞれ時系列解析によって得られた将来の係数の

予測値および 80%，95%信頼帯を表す．

図 8．左：2013年から 2017年までの月別平均気温曲線（破線）と，2018年の予測気温曲線（実
線）．右：1900年から 2000年までの 20年ごとの月別平均気温曲線（破線）と，2020年
の予測気温曲線（実線）．

も信頼帯を考慮に入れると有意な変化であるとは言い難い．図 8は，過去の年の月別平均気温
と，予測した将来の年の月別平均気温を図示したものである．この結果から，将来の予測値は
直近の気温と比べても大きな変化は無いように見える．
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4.3 その他の関数時系列解析手法
4.1節で述べた方法以外にも，関数データの枠組みで自己回帰モデルを構築し，パラメータ
を推定することで関数時系列データを予測する方法などが考えられている．いま，関数時系列
データ xi(t)(i ∈ Z)が与えられたとき，1次の関数自己回帰モデル FAR(1)は，次で与えられ
る（Bosq, 2000）．

xi(t) = Φ(xi−1(t)) + εi(t).

ここで，Φは関数の L2 空間上への作用素，εi(t)は平均 0の誤差関数とする．Φとしては，実
際は積分作用素 Φ(x)(t) =

∫
ϕ(t, s)x(s)dsが多く用いられる．すなわち，FAR(1)モデルは次で

表される．

xi(t) =
∫

ϕ(t, s)xi−1(s)ds + εi(t).

この他に，関数データに対するARCHモデルやARMAモデルなども提案されている（Hörmann
et al., 2013; van Delft and Eichler, 2018）．FARモデルの一致性や収束率といった理論的な性質
は，Horváth and Kokoszka（2012）にまとめられている．しかし，FARモデルについては既存の
パッケージでは実装が容易ではないこと（FAR(1)を推定するための Rプログラムは Kokoszka
and Reimherr（2017）に掲載されている）や，FAR(1)を一般化した p次の関数自己回帰モデル
FAR（p）に関する研究はあまり報告されていないという指摘がある（Aue et al., 2015）．
その一方で，4.1節で述べた Hyndman and Ullah（2007）の方法は，FARモデルに比べて定
常性や特定の自己相関構造の仮定を必要とせずさまざまなデータに応用できる上，実装も非
常に簡単である．しかし，理論的な最適性などの保証はされていない．Aue et al.（2015）は，
Hyndman and Ullah（2007）の方法のように係数に対する単変量時系列解析を適用する方法で
は，ラグを考慮した主成分間の相関を考慮できておらず情報の損失が起こると指摘している．
その上で，係数に対して単変量ではなく多変量時系列解析を適用する方法を提案し，予測量の
一致性などの理論的性質を示している．

5. 空間関数データ解析

複数の地点で得られた観測値について，計測された位置情報を保持した形式のデータは空間
データとよばれる．空間データ解析は，その位置情報を用いて，距離に応じたデータの関係性
の分析や，未観測地点における予測を行うことなどが目的である．空間データ解析に関連する
文献としては，例えば Gelfand et al.（2010），間瀬（2010），堤・瀬谷（2012），瀬谷・堤（2014）
が挙げられる．また，時間と空間の変化に応じて計測された時空間データの解析法について
は，矢島・平野（2012）による詳細な解説がある．
ここでは，複数の地点でそれぞれ経時測定データが観測された状況を考える．例えば，全国

のさまざまな都市における年間の月別平均気温の推移や，農場内におけるさまざまな区域で生
育されている同一品種の作物の草丈といった生育過程のデータなどが考えられる．このよう
な，各地点で計測された経時測定データを関数データとして扱ったものは空間関数データとよ
ばれ，空間関数データを対象とした分析は空間関数データ解析とよばれている．空間関数デー
タを用いて，データが計測されていない地点の関数データの予測を行う問題などがこれに該当
する．空間関数データ解析に関しては，Delicado et al.（2010）によって最近の研究がまとめら
れているほか，Menafoglio et al.（2013），Aguilera-Morillo et al.（2017）などによる解析方法の
研究がある．応用例として，Giraldo et al.（2011）は土壌の硬度を表す貫入抵抗性を，複数地点
それぞれでさまざまな深度で計測したデータに対して適用し，任意の地点での，深度に対する
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貫入抵抗性を表す曲線の予測を行っている．また，Hörmann and Kokoszka（2013）は空間関数
データの推定量に対する漸近的な性質について述べている．
本節では，時点 tおよび d次元空間上の地点 sで観測された空間ランダム関数 {X(s; t); s ∈

D ⊂ R
d, t ∈ T ⊂ R}を考え，D上の複数の地点それぞれで関数データが与えられたとき，新た

な地点における関数データを予測する方法について紹介する．なお，ここでは，空間ランダム
関数に 2次定常性および等方性を仮定する．すなわち，任意のベクトル h ∈ Dと，sに依存し
ない関数 μ(t), σ2(t), C(h; t, u)を用いて，

E(X(s; t)) = μ(t), V (X(s; t)) = σ2(t),

Cov(X(s; t), X(s + h, u)) = C(h; t, u)

と表すことができるとする．つまり，データの平均，分散関数は地点 s に依存せず，共分
散関数は 2 地点間の距離 r = ‖h‖ のみに依存するものとする．2 次定常性の仮定により，
γ(r; t) = 1

2 E[x(s + h; t) − x(s; t)]2 = 1
2 V [x(s + h; t) − x(s; t)]も sに依存しない関数となる．こ

れは時点 tにおける（セミ）バリオグラムとよばれている．空間関数データ解析についても，関
数回帰モデルや関数時系列解析と同様に，スカラーデータに対する空間データ解析の枠組みへ
帰着させることができる．

5.1 関数クリギング
いま，n個の観測地点 si (i = 1, . . . , n)において関数データ x(si; t)を得たとする．このとき，
新たな地点 s0 における関数データの予測値 x̂(s0; t)は，次のように x(si; t) (i = 1, . . . , n)の線
形結合

x̂(s0; t) =
n∑

i=1

λix(si; t)(5.1)

によって表されるとし，未知パラメータ λi (i = 1, . . . , n)を推定する問題を考える（Goulard and
Voltz, 1993; Giraldo et al., 2011）．ここで，x0(s; t)の 2次定常性を保証するために，

∑n

i=1 λi = 1
という条件が必要となる．この条件を踏まえて，パラメータ λi (i = 1, . . . , n)は，ラグランジュ
の未定乗数法を用いて，次の積分予測 2乗誤差の制約付き最小化問題によって推定される．

min
λ1,...,λn,μ

∫
T

E[x(s0; t) − x̂(s0; t)]2dt + μ

(
n∑

i=1

λi − 1

)
.(5.2)

ただし μはラグランジュの未定乗数とする．2次定常性および（5.1）式の仮定を利用すること
で，パラメータ λ1, . . . , λn, μの推定量は，次の方程式の解として与えられる．⎛

⎜⎜⎜⎝
γ(‖s1 − s1‖) · · · γ(‖s1 − sn‖) −1

...
. . .

...
...

γ(‖sn − s1‖) · · · γ(‖sn − sn‖) −1
−1 · · · −1 0

⎞
⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎝

λ1
...

λn

μ

⎞
⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎝

γ(‖s0 − s1‖)
...

γ(‖s0 − sn‖)
−1

⎞
⎟⎟⎟⎠ .

ここで，γ(r) =
∫

T γ(r; t)dtはトレースバリオグラムとよばれる．また，積分予測 2乗誤差は，
次のように表すことができる．

σ2
s0 =

n∑
i=1

λiγ(‖si − s0‖) + μ.



88 統計数理 第 67 巻 第 1 号 2019

パラメータの推定量や積分予測 2乗誤差の最小値の導出については，スカラーデータに対する
クリギングとほぼ同様の流れで行うことができる．
実際には，トレースバリオグラム γ(r)は未知であるため，これを推定する必要がある．ト
レースバリオグラムは，観測された 2地点間の距離が rとなるようなデータの分散を求めるこ
とで得られるが，距離がちょうど rとなるようなデータは存在しないか，あったとしてもごく
僅かである．そこで，2点間の距離が rに近い点の集合 Nr = {(si, sj) : ‖si − sj‖ ≈ r}を考え，
次のようにトレースバリオグラムを推定する．

γ̂(r) = 1
2|Nr|

∑
i,j∈Nr

∫
T

[x(si; t) − x(sj ; t)]2dt.(5.3)

ただし，|Nr|は集合 Nr の元の数とする．また，（5.3）式の積分については，関数データ x(si; t)
が（2.1）式と同様に基底関数展開 x(si; t) = wT

i φ(t)によって表されると仮定することで，次の
ように表せ，計算できるようになる．∫

T
[x(si; t) − x(sj ; t)]2dt = (wi − wj)T Φ(wi − wj).

2節で述べた関数化の結果は，関数クリギングの予測に影響を与える（このことは，3節の回
帰分析や 4節の時系列解析でも同様である）．より具体的には，トレースバリオグラムの推定
値 (5.3)は，基底関数展開に基づく関数化における平滑化パラメータや基底関数の個数といっ
た調整パラメータに依存する．Giraldo et al.（2011）は，関数クリギングの予測精度の観点か
ら，関数データ x(si; t)を得る際の調整パラメータを選択するための基準として，次の関数交
差検証法を提案した．

F CV =
n∑

i=1

ni∑
α=1

{x(si; tiα) − x̂(si; tiα)(−i)}2.(5.4)

ここで x̂(si; tiα)(−i) は，n地点のデータのうち第 i地点を抜き取った n − 1地点のデータを用
いて，第 i地点のデータを（5.1）式で予測したものである．（5.4）式を最小にするような，関数化
における調整パラメータの値を，パラメータの最適値とみなして選択する．これにより，関数
クリギングの予測の観点から，経時測定データの関数化が行われることになる．

5.2 適用例
地上気象観測装置が設置されている日本国内の観測所のうち，各都道府県で 1か所の 2017
年の月別平均気温のデータ（気象庁ウェブサイトより取得）を用いる．ただし，沖縄県のデータ
に関しては，他都道府県に比べて大きく距離が離れているためここでは除外し，46地点のデー
タを扱った．観測地点は，図 9左の地図上に点で示した場所にある．各地点における月別平均
気温のデータは，図 9右で与えられる．ここでは，東京以外の 45点のデータに対して関数ク
リギングを適用することで，東京の年間気温曲線を予測することを試みる．
データの関数化については，Rパッケージ fdaを用い，基底関数としてフーリエ級数を用い
た．また，関数クリギングについては Rパッケージ geofdを適用した．関数データ集合に対し
て，トレースバリオグラム（5.3）の推定値を求めた結果が図 10左である．図 10左中の黒点は，
集合 Nr の中心が等間隔に 13個となるように選択されたものである．この黒点に対して，指数
型を仮定してトレースバリオグラムの当てはめを行った．日本の都道府県は位置が細長く分布
しているため，距離が大きく離れた 2地点のデータが少ない．このこともあり，2点間の距離
が離れたデータについては当てはまりがよくない．推定されたトレースバリオグラム γ̂(r)を
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図 9．（左）データが観測された地上気象観測装置の位置．予測地点である東京は「+」で示して
いる．（右）各地点の月別平均気温のデータ．実線は東京のデータ．

図 10．関数クリギングの推定．左：各 2地点間の距離に対するデータの分散（灰丸）および近
傍でまとめられた点（黒丸）と，当てはめられたトレースバリオグラム（曲線）．右：東

京からの距離（横軸）に対する，重みパラメータ λi の推定値（縦軸）．破線は全地点に対

する重み λi を全て等しくした（1/45とした）もの．

用いて得られた，（5.1）式の重みパラメータ λi の推定値を図 10右に示す．この図より，東京か
ら近い地点ではより強い重みが与えられている一方で，そこからやや離れた地点の重みはほぼ
0であり，それらの情報はほぼ加味されていないことが分かる．（5.1）式に基づいて東京の気温
x(s0, t)を予測した結果を，図 11に示す．破線で示した，45地点の気温の平均関数を用いた
予測に比べて，よい予測ができていることが分かる．なお，関数クリギングを適用するにあた
り，（5.4）式の関数交差検証法を用いて基底関数の個数を選択した結果，3個が選択された．

6. まとめと今後の展望

本論文では，農業データの分析に有用であると考えられる関数データ解析について，さまざ
まなデータ形式や分析目的に応じた手法を紹介した．ここでは特に，関数データに基づく回帰
分析および時系列解析，空間データ解析について説明した．加えて，それぞれの手法に対して
実データを含む適用例を通して，各手法がどのようなデータに対して，どのように分析できる
のかについて議論した．

3節では，気温といった環境情報を時間の関数データとみなし，これらを説明変数として関
数回帰モデルを適用することで，トマトの収量の予測を試みた．しかし，作物の成長に関わる
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図 11．関数クリギングによる東京の気温の予測結果．灰破線は 45 地点の実測値，黒破線は
東京の気温の実測値を関数化したもの，黒実線は関数クリギングによる東京の予測気

温曲線，黒点線は 45地点の平均関数を表している．

環境要因は，気温や日射量以外のものも含めて複雑に絡み合っていると考えられるため，作物
成長のメカニズムに応じたより適切なモデルを構築する必要があると考えられる．今回用いた
モデルに関しても，収量に関連すると考えられる環境情報やその期間を主観で与えたが，これ
らについてもデータから推定，選択するための方法を適用することが望ましい．4節では，関
数時系列解析について説明し，日本の気温の年間推移の予測に用いた．今回は予測結果だけを
示したが，より厳密には予測精度などの検証を行う必要がある．5節では，日本全国の気温の
データに対して関数クリギングを適用した．しかし，日本の各都道府県の空間データに対し
て，関数クリギングの適用において用いた 2次定常性の仮定は強いと考えられる．この仮定を
緩めた方法の検討が必要である．
そのほかの課題として，2節で述べた関数データ化の方法によるその後の関数データ解析へ
の影響や，関数データ解析を見越した関数化の方法について言及された研究はあまり報告され
ていない．3.1節の最後でも述べたように，関数回帰モデルに対して，2段階推定では推定量に
バイアスが生じてしまうが，その一方で 1段階法では計算コストが問題になる．関数クリギン
グに対する関数交差検証法（5.4）のように，関数データ化およびその後の分析までを包括した
モデル評価を行うことでも，関数データ解析に適した関数データを得られると考えられるが，
関数回帰モデルなどに対してはやはり計算コストが問題になることが予想される．また，関数
主成分表現（2.3）における，固有関数の個数の選択についても検討の余地があると考えられる．
Yao et al.（2005a）や Crainiceanu et al.（2009）の方法では，固有関数の数を交差検証法や AIC，
累積寄与率を使って決定しており，これによって良い推定結果が得られているようであるが，
固有関数の個数による，関数回帰モデルなどへの推定精度の影響の理論的評価についても，今
後調査すべき課題であると思われる．
本論文で述べた方法以外にも，関数データ解析についてはさまざまなものが提案されてい

る．例えば，関数データに対する判別分析（Hastie et al., 1995; James and Hastie, 2001），クラ
スター分析（James and Sugar, 2003; Misumi et al., 2019），統計的仮説検定（Fan and Lin, 1998;
Hall and Van Keilegom, 2007）などの研究がある．さらに，関数データに対する微分を対象と
した分析（Ramsay, 1996）や，微分方程式の解の導出への応用（Ramsay et al., 2007）など，関数
データならではの研究もある．1節でも述べたように，関数データ解析の農業分野への応用は
まだ少ない．今後，農業分野の様々な経時測定データに対する関数データ解析の適用が期待さ
れる．
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The development of technologies for measurement devices enables us to obtain high-
throughput data. In agriculture in particular, more and more repeated measured data
with respect to time, position, depth, etc. for individual have been obtained. However,
sometimes it is difficult to analyze such data for the following three reasons. First, they
usually contain observational errors, making it difficult to reveal unknown structures. Sec-
ond, repeated measurements lead to the high-dimensional data, to which it is hard to apply
traditional statistical analyses. Third, the observed numbers and time points may differ
for individual. This leads to difficulties in applying the traditional multivariate analysis.
Functional data analysis is one of the most useful tools for resolving the aforementioned
problems. In this approach, longitudinal data are expressed as a smooth function for
each individual, and then information is drawn from the collection of functions. In this
paper, we introduce several techniques for functional data analysis that would be useful
for analyzing agricultural data. In particular, we describe regression analysis, time series
analysis, and spatial data analysis for functional data. For each method, we provide an
empirical example in which the technique is used to analyze real data.

Key words: Functional data analysis, longitudinal data analysis, regression analysis, time series analysis,
spatial data analysis.


