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要 旨

近年，分子動力学の分野ではパスサンプリング（path sampling）と総称される非平衡のパス・
アンサンブルを生成する手法が盛んに使われるようになってきているが，この手法はベイズ推
定を用いたパラメータ推定と密接な関係がある．本稿ではその関連について，主に分子動力学
の例を用いて，どのように分子系の動的なパラメータや反応座標などが推定されるのかという
ことを解説する．

キーワード：分子動力学，パスサンプリング，ベイズ推定，遷移状態，遷移パス，最
小自由エネルギー経路．

1. パスサンプリングとは何か

パスアンサンブル（path ensemble）（藤崎, 2014）とは，ある力学系によって生成される軌道を
統計的なアンサンブルとして考える上での基本的な概念である．具体的には，時間の関数として
軌道（簡単のために 1次元で考えるが，多次元への概念的な拡張は容易である）x(t)を考えたとき
に，その重み P [x(t)]を x(t)の汎関数として与えるということである．軌道の重みを考えるとい
う概念は歴史が古く，たとえばWiener 過程を考えるときに定義されるWiener 測度がその一例
である．より一般の確率過程に対してはWentzell-Freidlin 作用（Freidlin and Wentzell, 2012;

E, 2011）と呼ばれるものが定義されており，これは物理や化学の分野では Onsager-Machlup

（OM）作用（Onsager and Machlup, 1953; Adib, 2008）と呼ばれるものと数学的に等価である．
たとえば，1次元の位置 x(t) に対する強摩擦のランジュバン方程式を考える．

dx

dt
=
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ζ
F (x) +

√
2Dη(t)(1.1)

ここで F は力，ζ は質量を含んだ摩擦係数，Dは拡散定数であり，η(t)は 〈η(t)η(0)〉 = δ(t)を満
たすガウス型の白色ノイズである．すると，OM作用は以下のように定義される（Adib, 2008）．

S =
ΔU

2
+

1

2

∫ t

0

ds

[(
dx

dt

)2

+

(
F

ζ

)2

+
2D

ζ

dF

dx

]
(1.2)

ただし，ここでは力がポテンシャル関数の微分として書かれる（F = −∂U(x)/∂x）場合を考えて
おり，U(x)はそのポテンシャル関数，ΔU ≡ U(xf ) − U(xi) は経路の始点 xi と終点 xf の間の
ポテンシャル差である．この作用を用いることで，経路の重みは
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P [x(t)] =

∫ x(t)=xf

x(0)=xi

Dx(s)e−S[x(s)]/2D(1.3)

と具体的に表される．ここで測度 Dx(s) はこれが経路積分として定義されていることを意味
する．
これに類するような作用，つまり軌道の重みを用いることで，軌道を生成するためのアルゴ

リズムが作れる．それは通常のモンテカルロ法と同様に，トライアルの軌道をまず生成し，こ
の重みを使って，例えばメトロポリス法でそれをアクセプト/リジェクトするかどうかを決めれ
ばよい．これは分子動力学法（molecular dynamics, MD）のような方法とは非常に異なる軌
道の生成のアルゴリズムであり,このような方法の総称をパスサンプリング（path sampling）
と言う．分子動力学法の場合は初期状態を与え，あとは力学系の運動方程式を差分化して解く
ことで，時系列 x(t)を得る．しかし，パスサンプリングの場合は x(t)そのものを 1つの「実体」
と考えて，その全体をパス空間で動かすわけである．これが既存のMDと比べたときの，パス
サンプリングの概念・アルゴリズム的な違いである．
これは一見，MDと比べて，過剰なコストのかかる方法のように見える．しかし，例えば，始
点と終点が決まっているときの力学系の性質が知りたい場合が往々にしてある．そのときは始
点からMDを始めるとしても，それが終点に行き着くという保証はない．また，後で述べるよ
うに，作用を使った方法であれば，Δtを比較的大きくとれる．そこで，作用に基づく方法が優
位になるような状況が出現することが期待される．
このことから容易に分かるように，配置空間 x の場合と異なり，今の場合はパス空間 x(t) な

ので，サンプルする空間は膨大なものになり（配置空間の t/Δt 倍は必要になる），効率的なアル
ゴリズムの開発は欠かすことはできない．特に系の自由度が大きくなったときにそれは本質的
な問題になるので，ここ 10年ほどで様々なアルゴリズムが提案されている．パスサンプリング
は，複雑な系における非平衡の振る舞いを調べるためには重要な概念であるので，軌道の重み
に基づく軌道アンサンブルの生成法は今後ますます重要になるだろう．（このことに関しては，
藤崎, 2014を参照．）
本稿では上記の考えを「ひっくり返した」手法について考える．例えば，実験的な測定などに

より，時系列 x(t) が与えられたときに，軌道の重みに基づいて系の性質を知ることはできな
いのか，という問題である．例えば生体分子などであれば，そのダイナミクスを決定する力場
（force field）がある程度精度よく決められており，そこから軌道アンサンブルを作ることができ
る．しかし，場合によってはこの力場の精度が十分でない場合があり，力場のパラメータを実験
的な時系列から refineしたいという欲求が生じる．これはまさに統計科学のデータ同化（data

assimilation）と同じ考え方であり，現在では物理・化学の分野の研究者たちもこの考えを用い
るようになってきている．つまり，パスサンプリングで用いる軌道の重みを尤度（likelifood）関
数のように考えて，それからパラメータ推定を行うということである．本稿では，著者の専門
である化学物理・生物物理の分野からいくつかの具体例を取り出し，それらについて解説する
が，最後に一般的な議論も行う．

2. ベイズ推定と分子動力学

上記のパスサンプリングは複雑な系の非平衡現象を理解する上で非常に強力な方法であるが，
いくつかの弱点・難点がある．その一つは前節で述べたパス空間のサンプリングの問題である
が，それが解決できたとしてもその結果得られたパスアンサンブルから何を計算するか，それを
どう解析・解釈するかという問題が残る．もちろん系の個別性が表に出る問題ではあるが，一
般的な問いとしては，
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•ある状態から別の状態にどのくらいの時間スケールで遷移するか？
•その遷移のメカニズムは何か？

といったものが考えられる．化学物理・生物物理の分野では，前者に関しては，遷移レート
（reaction rate），もしくは拡散定数（diffusion constant）のような動的な指標となる量をどの
ように推定するか，後者に関しては反応座標（reaction coordinate）をどのように推定するか
という問題と考えることができる．

2.1 動的パラメータの推定
上で動的なパラメータとして遷移レートと拡散定数を挙げたが，本稿では拡散定数の話題を

取り上げよう．（遷移レートを拡散定数を使って表現する問題は古くから Kramers の問題とし
て知られている．確率過程の教科書 Risken, 1989などを参照のこと．）
まず，単純で一様な系であれば，拡散定数を求めるのは容易であり，以下の estimator を使
えばよい．

D = lim
T→∞

〈[x(T ) − x(0)]2〉
2T

(2.1)

しかし，これは非一様な系に対しては単純には使えない．たとえば，タンパク質の折りたたみ
の問題で，ある集団座標（collective variable）Qに注目し，その拡散定数を考えたときに，Dは
Qに依存することがある．つまり，Q の関数としての拡散「係数」D(Q)を考えなければならな
い．これにはいくつかの方法が考えられるが（例えば，Hummer, 2005など），ここでは上のOM

作用を用いた重みを尤度関数として用いたMicheletti らの仕事（Micheletti et al., 2008）を紹介し
よう．
彼らは具体的な系としては，Asakura-Oosawa 相互作用を感じる粗視化されたモデルポリマー

（混みあった環境中のクロマチンを想定している）を考え，その末端間距離を集団座標 s とした
ときの，最適なランジュバン・モデルは何かという問題を調べた．（これと同じ系のパスサン
プリングの問題に関しては，Fujisaki et al., 2013を参照．）その際に上で述べたように拡散定数
が sの関数となるので，これは式 1.1を以下のように拡張しなければならない（Risken, 1989の
3.3.2 節を見よ）．

dsi = vi(s(t))dt +
√

2D
1/2
ij (s(t))dWj(t)(2.2)

ただし，vi は

vi(s) = Dij(s)∂jF(s) − ∂jDji(s)(2.3)

と定義されるドリフト項であり，その中身の F は平均力ポテンシャルに相当する項，Dij は s

に依存する拡散定数（係数）である．また，dWj(t) は Wiener 過程を表す．ここで重要なことは
拡散定数が sに依存するので，これは乗法性雑音（multiplicative noise）の場合になっているとい
うことと，その帰結としてドリフト項に余分な項が付け足される（式（2.3）の第 2項）ということ
である．
これから χi(t) = dsi(t) − vi(s)dt を定義すると，経路の重みは

P [s(t)] =
∏

t

π(s(t), ds(t))(2.4)

π(s, ds) ∝ 1

det D(s(t))1/2
exp

[
− 1

4dt
D−1

ij (s(t))χi(t)χj(t)

]
(2.5)

となる．微小時間の遷移に対する重み π(s, ds) の指数部（に det D の寄与も更に含めたもの）は



304 統計数理 第 62 巻 第 2 号 2014

微小時間に対する OM作用を拡散定数が一定でない場合に拡張したものと見なすことができ
る．π(s, ds) を尤度関数と見なすと，最適な vi, Dij を求めるためには，π(s, ds)の対数をとっ
て，vi, Dij に関して微分（実際は変分）し，ゼロとすればよい．（その際に，Dij が対称行列であ
ること，ln det D を Dij で微分すると D の逆行列の転置行列が得られるということ，D−1(x)

を x で微分すると −D−1(∂D/∂x)D−1 となることなどを使う．）ただし，それから得られるも
のは Kramers-Moyal 展開して得られる通常の定義

vi(s) =
1

dt
〈dsi〉,(2.6)

Dij(s) =
〈dsidsj〉 − 〈dsi〉〈dsj〉

2dt
(2.7)

と同じである．ここでの平均 〈∗〉 は集団座標が左辺の s にある状態でのものであり，拘束付き
の平均である．ここまでは外力なしの自然のダイナミクスを考えている．
そこで，この系を外力 θ(t) で引っ張ってみよう．実験的には，カンチレバー（cantilever）や光

ピンセット（optical tweezer）などで分子を引っ張ることに対応する（Hummer and Szabo, 2001）．
この結果として得られるダイナミクスはもちろん天然のものと違うが，外力まで含めた OM作
用の重みを考えると，最適化された vi, Dij として外力のかかっていない自然の状態の推定がで
きるはずである．効率の点からの期待は，バイアスをかけたダイナミクスによるサンプリング
が高速に行われれば，以下の式によって元のダイナミクスの情報を効率よく見積もれるという
ことである．集団座標が 1次元のときには vi, Dij として，それぞれ 1次元の量 v, D を考えれ
ばよいので，それらは

(2.8)

v(s) =
1

dt
〈ds〉 − D(s)〈θ〉

D(s) =
−1 +

√
1 + (〈θ2〉 − 〈θ〉2)(〈ds2〉 − 〈ds〉2)

dt(〈θ2〉 − 〈θ〉2)
となる（Micheletti et al., 2008）．また，ここでのベイズ推定を使った議論は尤度関数（重み）に基
づいているので，これらの推定値の誤差を見積もることもできる．
その結果得られた sの関数としての v, D の推定値と誤差は図 1に示されている．それらを用

いてランジュバン・ダイナミクスを走らせると，自由エネルギー地形や滞在分布が得られるが，
それは外力を加えずにMDを長時間走らせたものから計算したものとほぼ一致する（Micheletti

et al., 2008）．また，このランジュバン・モデルは強摩擦を仮定しているので，記憶のある一般
化されたランジュバン方程式ではなく，記憶項のない（雑音の相関が急速に減衰する）マルコフ
的な方程式である．Micheletti らはマルコフ性についても調べているが，ある程度以上長い dt

を用いれば，マルコフ性が成立することを確かめている．しかし，dtが長すぎると今度はエネ
ルギー地形を十分にサンプルしなくなるので，よいモデリングではなくなる（ノイズのガウス性
も成り立たなくなる）．つまり，ランジュバン・モデルが精度よく成立する dtの上限と下限が
存在するということである．

OM作用を用いたパラメータ推定に関しては，Miyazaki, Harada の仕事も面白い（Miyazaki

and Harada, 2011）．そこでは，系を外部から観測することで，内部のパラメータを推測してい
るが，観測の条件をきちんと選ばないと「精度が失われる」という相転移のような現象が起こる
ことが報告されている．また，パスの重みを尤度関数と考えて動的なパラメータを求める方法
を実際のペプチドに応用した例としては，Marinelli et al.（2009）などを参照されたい．

2.2 反応座標の推定
反応座標とは，「反応」を記述するために「最適化された」座標と考えることができる．ここで
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図 1．粗視化ポリマーモデルの末端間距離に対して，ランジュバン・モデリングを行った結

果．上：末端間距離の関数としての拡散定数．下：末端間距離の関数としてのドリフト．

Reprinted with permission from Micheletti, C., Bussi, G., and Laio, A.（2008）.

The Journal of Chemical Physics, 129, 074105. Copyright 2008 AIP Publishing

LLC.

図 2．分子系におけるレアイベントの概念図．

反応とはある状態 Aから別の状態 Bに遷移することであり，それは従来の化学反応や構造変化
などの一般的な状態遷移も含むものとする．まず，状態をどのように定義するかという問題か
らして自明ではないが，ここでは化学反応のように反応物（reactant）と生成物（product）があ
り，それが何らかの障壁（barrier）で隔てられていると考えておこう（図 2）．化学反応などを考
える上では，この障壁上の状態を考えることがよくあり，それは遷移状態（transition state）
と呼ばれる．反応座標を求めるということは大雑把に言って，この遷移状態とその周辺がどう
なっているか，それがどのように反応物，生成物につながっていくか調べることに相当する．ま
た，Aから遷移状態を越えて Bにいたるパスを遷移パス（transition path, TP）と呼ぶ．その
統計的な性質を調べることが以下では課題となる．
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遷移パスの「道筋」のみに興味があるのであれば，それを求める方法は多数存在する．化学物
理・生物物理・物質科学など分野で近年よく使われるものとしては nudged elastic band 法や
string 法と呼ばれる方法がある（藤崎, 2011）．これらは経路を離散化して，ビーズの集まりと
し，それらが一定の間隔を保つように制御しながら，系のエネルギー地形に合わせて，最小エネ
ルギー経路（minimum energy path）を探すという方法である．これは非常に有効な方法であ
り，大きな系に関しては，集団座標を考えて，それに対する最小自由エネルギー経路（minimum

free energy path）を求めることも可能である（酵素の構造変化への応用例としては，Matsunaga

et al., 2012を参照）．
しかし，このような手法の問題点は，本来ダイナミックなパスの情報を必ずしも引き出すこ

とができないということである（それを近似的に扱うのが遷移状態理論（transition state theory）
であり，またそれに基づく反応流束の考えである（Chandler, 1987））．しかし，パスサンプリン
グであれば，そこには動的な情報が乗っているので，パスの重みを使って反応経路の情報を引
き出せないかと考えるのは自然である．そこで，Hummerは以下の条件付き確率の式（実質的に
ベイズ推定（伊庭, 2003）の式）を用いることを考えた（Hummer, 2004）．

p(x|TP)p(TP) = p(TP|x)peq(x)(2.9)

ここで peq(x) は平衡状態の分布（つまりボルツマン分布），p(x|TP) は遷移パスの配置空間 xに
おける分布，p(TP) は遷移パスの占める割合（平衡における長時間の軌道を考えて，そのトー
タルな時間に対する遷移パスが費やす時間として定義できる），p(TP|x) は x が遷移パス上に
ある確率を表す．x = (q, p) は相空間上の 1点を表す記号とする．ここで一番知りたいことは
p(TP|x) であり，もちろん

p(TP|x) =
p(x|TP)p(TP)

peq(x)
(2.10)

によって得ることができる．これは TP 上にあれば有限の値を持つが，遷移状態で最大になる
ことが期待される．よって，これを尤度関数と見なして最大化することで動的な遷移状態を求
めるというアルゴリズムを考えることができる．
一方，自由度の大きな系に関しては，詳細な相空間の座標 x ではなく，集団座標 r(x) を使
うことが多い．ただし，ここでは議論を簡単にするために，rは 1次元の座標とする．それに
対しては条件付き確率の式は

p(TP|r) =
p(r|TP)p(TP)

peq(r)
(2.11)

となる．ただし，ここで

p(TP|r) =

∫
p(TP|x)δ[r − r(x)]peq(x)dx∫

δ[r − r(x)]peq(x)dx
(2.12)

である．この場合も遷移状態は p(TP|r) が最大となる r としてよいだろう．
集団座標 r(x) は原理的には x の関数として任意に選べる．しかし，それが反応座標と呼べ
るためには，この条件付き確率 p(TP|r)が r の関数として 1つのシャープなピークをもってい
たほうがよい．つまり，これは図 2のような描像が明確に現れるということであり，1つの遷
移状態があることを仮定していることになる．（もちろん，ある現実の系に対して，1次元の反
応座標の問題も含め，この描像が成り立つかどうかは別の検証がいる．）
比較的小さなタンパク質の折りたたみに関しては，native contact Q と呼ばれる量がよい 1次

元の反応座標であることが知られている（Best and Hummer, 2006）が，Bestと Hummerはこの
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図 3．粗視化されたタンパク質モデルに対する，反応座標のダイナミクス（左），その分布（中央），

遷移パス上にある確率（右）．上は最適化されていない反応座標，下はベイズ推定から最

適化された反応座標．Reprinted with permission from Best, R. B. and Hummer,

G.（2005）. Proceedings of the National Academy of Sciences of the United States

of America, 102, 6732. Copyright 2005 National Academy of Sciences, U.S.A.

問題を上の条件付き確率を使って再検討した（Best and Hummer, 2005）．まず，Q によく似た
量を以下で定義した．

rW =
1

2

∑
i,j

wijqij(2.13)

ここで qij は contact matrix と呼ばれる量で，残基 iと jの間の距離が 12Å以下であれば 1，そ
れ以外は 0となるようなものである．wij は重みで，

∑
ij wij = 1を満たす．そして，これがよ

い反応座標になるために，どのように重み wij を選べばいいのかという問題を考えた．そこで
上で述べたように，p(TP|rW )を尤度関数と思って，wij を最適化する解法を提案した．これは
まさに動的な軌道を使ったパラメータ推定を行うということに相当する．その際には，wij をラ
ンダムに 2つ選んで，それらを変更するMonte Carlo（MC）ムーブを考えるが，そのとき wij の
確率としての規格化を満たすようにして変更する（つまり，wij , wkl を wij + Δwij , wkl + Δwkl

と変えるときに，Δwij + Δwkl = 0 となるようにする）．
まず，MCムーブを行う前の初期状態として，一様な wij を考えると，図 3上のような結果

が得られる．p(TP|rW ) のピークはあまり高くなく，r が大きいところで別の分布の山も見られ
る．それに対して， p(TP|rW ) の最大値の最適化を行った結果が図 3下である．まず，rの関
数としての分布は非常にガウシアンに近く，ピークの値も大きい．よって，こちらの rW のほ
うがより反応座標としてふさわしいと判断できる．
反応座標が得られれば，それに基づいて，「反応」（いまの場合はタンパク質の折りたたみ）の

理解をすることができる．その結果，rW = 6.5 付近の非折りたたみの状態から，rW = 6.9 付
近で 2つのヘリックスが形成される状態を経て，rW = 7.4 付近の 3つのヘリックスが形成され
る折りたたみ状態に落ち着くことが分かった．
このような計算を行うときは 2通りのやり方がある．まず，理想的な状況として，長時間の
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軌道が大量にある場合を考える．上の場合，rW の計算は簡単なので，図 3のように rW の軌道
から peq(r), p(r|TP) などを計算すればよい．しかし，それほど大量の軌道がない場合は，

p(TP|x) = φA(x)φB(x) + φA(x)φB(x)(2.14)

という関係（Hummer, 2004）を使って，コミッター（committor）関数 φA,B(x) から直接 p(TP|x)

を計算する．ここでコミッター関数とは，相空間の一点 x = (q, p) から出発して，A,B どちら
かのベイスンを最初に訪れるかを表す確率である．（この概念に確率が割り振られるためには，
ランジュバン・ダイナミクスのようなものを考えるのが普通である．）また，x = (q,−p) であ
り，これは逆向きに軌道を走らせるという意味である．
もっと粗視化された集団座標 rを考えて，rが従うダイナミクスが強摩擦のランジュバン方
程式に従うと仮定すれば，

p(TP|r) = 2φA(r)(1 − φA(r))(2.15)

が成り立つ．2つのベイスンを考える場合は，コミッター関数の最大値は 1/2 であり，そのと
き状態は遷移状態付近にあると考えることができる．
また，慣習的なパスサンプリングのアルゴリズム（例えば，Chandler らの shooting アルゴリ
ズム）を使うと，MC ムーブをする軌道の断片（ビーズ）が遷移状態付近にないとリジェクトさ
れてしまうことが多い（reactant か product 側に大部分の軌道が流れていってしまうため）ので，
Hummer はもっと巧みな方法を考えた．それは遷移状態付近のビーズのみをMCムーブすると
いう方法であり，その際にはまたパスサンプリングの時間を決め打ちしなければならない問題
も回避される．また，そうして得られたパスアンサンブルから反応レートを見積もることも可
能である．これは原理的に非常によい方法であるが，複雑な分子系に適用する時にはまず遷移
状態を求めるのが難しいために簡単にはいかない．（Best と Hummer は粗視化されたタンパク
質モデルやナノチューブ中の水の集団的な双極子のダイナミクスにこの手法を用いたが，これ
らの場合は遷移状態を見つけるのは比較的簡単である．）この考えをさらに一般化し，現実的な
分子系に適用しやすくすることは今後の課題である（Peters and Trout, 2006）．

3. まとめと展望

生体分子の機能においては「揺らぎ」が非常に重要だということはよく言われている．しかし，
それらは平衡状態付近での揺らぎを指していることが多く，タンパク質の折りたたみや構造変
化のような，より動的で複雑な非平衡の「揺らぎ」とは区別しなければならない．この後者の部
分を強調するような生体分子の教科書（Zuckerman, 2010）も出版されており，そこでも軌道の重
みという概念が強調されている（この本の 11章には，OM作用の分かりやすい解説がある）．軌
道の重みに基づいて，生体分子の経路を統計的に生成したり，本稿で解説したように動的なパ
ラメータや反応座標を推定することは，今後ますます行われるようになってくるだろう．
また，ここでは生体分子のシミュレーション周辺の話題を取り上げたが，経路の重みや OM

作用という概念はランダムなダイナミクスに一般的なものであるので，生体分子に限った話では
ない．例えば，Apte et al.（2007）らの研究では，気象データのようなものに対するデータ同化を
行う際に，ダイナミクスとしてはランジュバン方程式を仮定しているが，それは OM 作用を用
いたパラメータ推定と同等になる．また，もちろん多変数に対する拡張も（概念的には）容易であ
り，Ginzburg-Landau方程式や反応拡散方程式に対応する OM作用（等価だがWentzell-Freidlin

作用）を考えることもできる（E et al., 2004）．その結果として，パターン形成のようなダイナミ
クスをレアイベントと捉えてサンプルする，もしくはそのダイナミクスからパラメータ推定を
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することもできる．よって，このような概念・方法を分子レベルから接続していくことで，ミ
クロからセミマクロにつながるマルチスケールな方法論（E, 2011）が確立できると期待される．
古田忠臣氏（東京工業大学）と重田育照氏（大阪大学）には原稿を読んでいただき，貴重なコメ

ントをいただいた．ここに感謝します．
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Molecular Dynamics Using Path Sampling and Bayesian Inference
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Recently “path sampling” methods to generate non-equilibrium path ensembles have
been extensively used along with molecular dynamics simulations. These techniques are
closely related to the parameter estimation using the Bayesian estimation in statistics.
Reviewing related works of molecular dynamics simulations, this article explains how the
dynamic parameters and/or reaction coordinates in such a molecular system can be effi-
ciently estimated using both path sampling and Bayesian inference.
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