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要 旨

2008年後半に起こった金融危機前後の商品先物相場が激しく変動した状況下で，商品先物へ
の投資参加者が負うべきリスクの定義と評価を行った．商品先物へ投資する際には，規定の証
拠金を預託する．価格が下落し，損失が預託した証拠金の半額を上回った際に，取引を続ける
ためには追加の証拠金（追証）を預託する必要がある．追証を預託せず取引を中止する場合は，
仲介者が翌日以降に当該投資家の資産を清算する．清算時点の損失額が証拠金を上回った場合，
その超過分を一時的に補填する必要がある．本稿では，仲介者が清算時に損失額を補填する事
象を投資家のデフォルトと呼ぶ．当時，東京商品取引所が採用していた価格変動と取引機会に
制約を課す値幅制限制度が，追証とデフォルトの発生に与える影響について分析した結果，価
格変動を抑える機能により価格変動が激しい期間では追証の発生とデフォルト時の補填額を抑
制する働きがある一方で，取引機会が制約されるためデフォルト発生率が上昇することが示さ
れた．

キーワード：商品先物，値幅制限，取引追証拠金，金融危機．

1. はじめに

2008年後半に起こった金融危機の前後では商品先物相場も激しく変動した．本稿では，東京
商品取引所（東商取）にこの時期に上場された商品先物に着目し，投資参加者が負っていたリス
クの評価と，当時の取引制度が与えた影響について分析した結果を報告する．なお 2008年当時
は，東京工業品取引所（東工取）という名称であったが，本稿では一貫して東京商品取引所（東商
取）と呼ぶ．
本稿での評価対象リスクは，「取引追証拠金（追証）が発生するリスク」と「投資家のデフォルト
リスク」の 2種類である．商品先物へ投資を始める際には，定められた取引本証拠金を預託する
必要がある．取引本証拠金は，取引所が設定する取引本証拠金基準額をもとに商品取引員（仲介
者）が設定したものである．投資家が取引本証拠金を預託し商品先物に投資した後，価格の下落
によって保有資産の累積損失額が取引本証拠金基準額の半額を上回った場合，投資家には「追証
を入金し取引を継続する」または「追証を入金せずに取引を終了し，保有資産の清算をする」の 2

つの選択肢が存在する．本稿では，この選択が迫られることを「追証の発生」と定義する．投資
家が取引終了を選択した場合，商品取引員は翌日以降に当該投資家の保有資産を清算する．価
格が下落し続けた結果，清算時に預託された取引本証拠金を上回る損失が起こった場合は，一

†総合研究大学院大学 複合科学研究科統計科学専攻：〒 190–8562 東京都立川市緑町 10–3



136 統計数理 第 62 巻 第 1 号 2014

時的に損失額の超過分を都合する必要が生じる．このように，清算時に預託された取引本証拠
金を上回る損失が出た場合を本稿では「投資家のデフォルト」と呼ぶ．以降では 2種類のリスク
をまとめて単に信用リスクと呼ぶことにする．
商品先物のリスク評価に関する先行研究は，VaR（Value at Risk）などのリスク指標の計測をは

じめとした市場リスクを対象としたものが多い（Giot and Laurent, 2003; Chiu et al., 2006; 青木
他, 2012など）．一方で，信用リスクは取引制度の影響が大きく，取引所ごとの特殊性が反映さ
れたものであるため，その評価法を論じたものは少なく，東商取の商品先物に関する信用リス
クを対象とした先行研究は見当たらない．

2008年当時の東商取では，日々の価格変動に制限を課す値幅制限制度（日本商品先物取引協
会, 2007a, 2007b）が採用されており，現在のサーキットブレーカ制度（2009年 5月より導入）と
は異なっていた．本研究は旧制度の下での議論であり，今日的な観点から分析結果の実用性は必
ずしも高いとは言えないが，従来取り扱われていない商品先物取引における信用リスクの評価
法と，相場が荒れていたという特殊な時期に東商取が採用していた旧制度の影響を振り返って
分析したという点で記録にとどめる価値があると判断し研究ノートとしてまとめたものである．
東商取で採用していた値幅制限とは，不確定な事象によって相場が急激に変動することを防

ぐため，1日の価格変動に上下限を設ける制度である．値幅制限のもとでの価格変動をモデル化
する際には，制度によって打ち切られた価格の扱いが問題となり，先行研究では値幅制限がな
ければ実現したであろう価格を制度の影響を受けない価格（真の価格）として導入し，実際の取
引所で取引されている価格を値幅制限のもとで観測される価格（観測価格）として，2つの価格
系列を定義している（Brennan, 1986; Chou, 1997; Wei, 2002; Wei and Chiang, 2004; Hsieh and

Yang, 2009; Lin and Chou, 2011; 青木 他, 2012）．
本稿では，打ち切りのない真の価格変動をモデル化する一方で，打ち切りの情報を観測方程

式での制約条件とすることで，価格変動モデルから切り離している．ただし，真の価格は一部
観測が不可能であるため，観測できなかった時点の真の価格を補間してからパラメタを推定す
べく，マルコフ連鎖モンテカルロ法（MCMC 法）を用いて，真の価格のデータ補間と未知パラメ
タの推定を同時に行うアルゴリズムを構築する．真の価格変動は自己回帰モデルで定式化する
が，高次のラグを持つモデルでも定常性を満たす領域が複雑にならないようサンプリング対象
を自己回帰係数から偏自己相関係数に変換するサンプリング法（Marriott et al., 1996）に修正を
加え，データ補間と同時に自己回帰係数を推定するアルゴリズムを提案する．
信用リスクの評価に際しては，金，白金，ガソリン，原油の商品先物価格に対して，データ

補間とパラメタ推定を同時に行うアルゴリズムを適用し，選択されたモデルに基づき，追証発
生リスクとデフォルトリスクに値幅制限が与える影響を分析する．実証分析にもとづく数値実
験からは，値幅制限には，価格変動に上限を課すために価格変動が大きい時期については追証
発生率をわずかながら抑え，デフォルト時に商品取引員が補填する金額を抑制する効果がある
一方で，取引を停止させてしまうことからデフォルトの発生率を上昇させる可能性があること
が読み取れる．
本稿の構成は以下の通りである．第 2節では，価格変動と証拠金取引のモデル化を行う．価

格変動については，値幅制限の影響を受けない真の価格変動にもとづく価格変動モデルを構築
し，第 3節では，一部観測不能となる真の価格のデータ補間法と自己回帰モデルの未知パラメ
タの推定方法の概略を述べ，具体例は付録に記す．第 4節では，証拠金取引をモデル化したの
ちに，追証とデフォルト発生の定式化を行い，計測方法の概略を述べる．第 5節では，金，白
金，ガソリン，原油の価格を用いた実証分析と数値実験を行い，第 6節では，結論と今後の課
題についてまとめる．
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2. 値幅制限と価格変動モデル

本稿では，値幅制限下の取引所で取引される価格の背後に，制度の影響を受けない新たな価
格系列（真の価格）を導入し，真の価格変動にもとづくモデル化を行う．また，価格の変動につ
いては，値幅制限と証拠金の関係を論じた Brennan（1986）で提唱されたように，収益率ではな
く価格差にもとづいて定式化する．

2.1 真の価格と観測価格
本稿では，値幅制限がなければ実現したであろう価格を，真の価格とし，実際の取引所で取

引されている価格を，値幅制限のもとで観測される価格（観測価格）と呼ぶ．いま，時点 tにお
ける観測価格を Pt，真の価格を Xt とすると，両者の関係は

Pt =

⎧⎪⎨
⎪⎩

Pt−1 + L , Xt − Pt−1 ≥ L

Xt , |Xt − Pt−1| < L

Pt−1 − L , Xt − Pt−1 ≤ −L

(2.1)

と表せる．ここで，Lは 1日における価格変動の上限幅（制限値段幅）であり，定義は取引所の制
度によって異なる．東商取では，毎月末に次の 1ヶ月間の制限値段幅 Lを公表していた．2008

年 5月から 2009年 4月までにおける制限値段幅の推移は，金は 150円，白金は 300円に 1年間
固定されており，ガソリン，原油は，2008年 5月から 7月までが 2,700円，それ以降は 3,600円
に固定されていた．このように，東商取での制限値段幅は時点 tに伴って確率的に変動するも
のではなく，一定期間の値を確定的なものとして事前に発表していたため，本稿では Lを定数
として扱う．
つぎに，Lを定数とした下で，複数期間に渡る観測価格 Pt と真の価格 Xt，それぞれの前日
差 ΔPt := Pt − Pt−1 と ΔXt := Xt − Xt−1 の関係性について述べる．
図 1の（a）の通り，Xtが急激な上昇をしても，値幅制限により変動が抑制された Ptは緩やか

な上昇を示す．Xt は，t = 2で大きく上昇，t = 3で上昇が和らぎ，t = 4でやや下落するよう
な激しい変動であっても，同時期の Ptは，値幅制限によって上昇し尽くせなかった影響が翌日
以降にも残るために，t = 2, 3で連続してストップ高となり，t = 4でも上昇が続くように，緩
やかな変動を示している．また，Xt �= Ptとなる時点は t = 2, 3 であるが，ΔXt �= ΔPtとなる
時点は，t = 2, 3, 4 の 3時点となり，特に ΔX4 と ΔP4 では正負が逆になっている．この図に
例示される通り，本来であれば価格が急激に変動する状況であっても，値幅制限によって緩や
かに変動し当日に反映しきれなかった価格の変動要因が翌日以降に持ち越されることに注意が
必要である．

2.2 価格変動モデルの時系列構造
観測価格の前日差ΔPtを直接モデル化しようと思うと，値幅制限によって値域に制限がある
ため，イノベーションに切断処理を含めなければならず，モデルが複雑になる．したがって，本
稿では，値幅制限の影響を受けない真の価格の前日差ΔXt に時系列モデルを仮定し，

Pt = Xt × I{|Xt−Pt−1|<L}(t) + (L + Pt−1) × I{Xt−Pt−1≥L}(t)(2.2)

+(−L + Pt−1) × I{Xt−Pt−1≤−L}(t)

ΔXt = μp +

p∑
k=1

φpkΔXt−k + εp,t, εp,t
i.i.d.∼ N(0, σ2

p)(2.3)
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（a）

（b）

図 1．真の価格 Xt と商品先物価格 Pt の関係．（a）真の価格 Xt と商品先物価格 Pt の関係，

（b）真の価格の前日差 ΔXt と商品先物価格の前日差 ΔPt の関係．

と定義する．ここで，IA(t)は指示関数であり，t ∈ Aでは 1，それ以外の場合では 0をとる．ま
た，真の価格は値幅制限の影響を受けないため，（2.3）に示す通り，イノベーションに打ち切り
の条件を含める必要はなく，値幅制限による打ち切りを観測方程式（2.2）での制約として捉え，
ΔXt のモデル（2.3）と切り離して考える．
青木 他（2012）ではΔXt に定数項のない 1次の自己回帰モデルを当てはめているが，本稿で

は μp を導入し，より高次の自己回帰モデルまで考慮する．収益率にせよ価格の前日差にせよ，
金融時系列の変化分では平均構造に顕著な過去依存性が見られることは稀であり，仮に検出され
ても，それで説明できる変動の程度に限りがあることはしばしば経験的に指摘されている（Tsay,

2002, 3.2節など）．本稿で高次の自己回帰まで含めることには，可能性として探索範囲を広くと
る以上の意味合いはない．μpは価格前日差の自己回帰モデルにおける切片であるため価格水準
では線形トレンドに対応する．本稿のモデルが機能する局面は値幅制限に多く抵触するような
期間であるが，ストップ高・ストップ安が数多く起こる期間は，実際の商品先物価格の観察か
らは価格の上昇・下落が続きやすく，短期的に価格水準がトレンド構造を持つと考えられるた
め，μp をモデルに導入したほうが良い．

3. 自己回帰モデルの推定

本稿では，自己回帰係数の推定に際しMCMC法を用いたベイズ推定を行うが，標準的な自己
回帰係数の推定法（Chib and Greenberg, 1994; 伊庭 他, 2005の 4章など）とは異なり，Marriott
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et al.（1996）が提唱した，Levinson-Durbin アルゴリズム（Brockwell and Davis, 1991の Chapter

5.2; 北川, 2005の 7章を参照）を利用してサンプリング対象を自己回帰係数から偏自己相関係数
に変換する手法を採用する．偏自己相関係数は定常性を満たす領域が平易であるため，自己回
帰係数のサンプリングよりも簡便になるという利点がある．そのため，本稿ではMarriott et al.

（1996）の推定アルゴリズムを採用するが，本稿で提唱する定数項をもつ自己回帰モデルへの適
用のため，推定アルゴリズムを微修正している．
本稿で提案する推定アルゴリズムは，「データ補間：値幅制限に抵触し真の価格が観測不能と

なった時点で，真の価格の前日差を補間」と「未知パラメタ推定：データ補間された真の価格の
前日差をもとに，未知パラメタを推定」の 2段階で構成されている．本節では，本稿のモデリン
グの特徴を示すうえで必要な個所に焦点をあてて推定アルゴリズムの概要を示し，アルゴリズ
ムの詳細については p = 2の場合を例にとり付録で解説する．

3.1 データ補間
本節では，パラメタ推定に先立ち，真の価格の前日差ΔXtの算出方法について述べる．値幅
制限に抵触し商品先物価格が打ち切られた場合，真の価格を観測することはできないため，デー
タ補間を行う必要がある．なお，値幅制限に抵触しているか否かは，|ΔPt| = Lであるかを確
かめればよく，ΔPt = Lはストップ高，ΔPt = −Lはストップ安である．
はじめに，値幅制限に抵触しなかった場合，|ΔPt| < Lのときについて考えよう．値幅制限
に抵触しなかった場合であっても ΔPt = ΔXt とは限らない（図 1における t = 4時点を参照）．
そのため，次の関係式

ΔXt = Xt − Xt−1 = Pt − Xt−1 =
t∑

k=1

ΔPk −
t−1∑
k=1

ΔXk

を用いて算出する．
続いて，値幅制限に抵触した場合のデータ補間法について述べる．
いま，ストップ高に抵触した場合の観測価格は Pt = Pt−1 +Lであり，その前日差はΔPt = L

となる．このとき，真の価格 Xt は観測不能であったが，観測価格 Pt と真の価格 Xt の関係式
（2.1）より，その値は Xt ≥ Pt−1 + Lであったと考えられる．データ補間にあたっては Xt の従
う分布からのサンプリングを利用したいが，本稿におけるモデル化の対象は Xt ではなく ΔXt

であり，本稿ではΔXtの従う分布の利用が可能である．そのため，ストップ高に抵触した場合
の Xt の値域ではなく，ΔXt の値域を求める必要がある．（2.1）より，

Xt − Pt−1 =

t∑
k=1

ΔXk −
t−1∑
k=1

Pk = ΔXt +

t−1∑
k=1

(ΔXk − ΔPk)

が得られるため，ストップ高に抵触した時点での真の価格の前日差ΔXt の値域は，

ΔXt ≥ L −
t−1∑
k=1

(ΔXk − ΔPk)

であったと考えられる．
いま，ΔXt が AR(0)モデルに従うと仮定すれば，1 ≤ t ≤ nにおいて ΔXt ∼ N(μ0, σ

2
0)であ

るため，ストップ高に抵触した場合の ΔXt のデータ補間は，

ΔXt ∼ TN
(L−∑t−1

k=1(ΔXk−ΔPk), +∞)
(μ0, σ2

0)

からのサンプリングを考えればよい．ここで，TNA(μ, σ2)は，平均 μ, 分散 σ2，区間 Aで切断
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される切断正規分布である．
一方で，ストップ安に抵触した場合のΔXt の値域は，

ΔXt ≤ −L −
t−1∑
k=1

(ΔXk − ΔPk)

と考えられるため，ΔXt のデータ補間は，

ΔXt ∼ TN
(−∞, −L−∑t−1

k=1(ΔXk−ΔPk))
(μ0, σ2

0)

からのサンプリングを行えばよい．
これまでに述べた ΔXt の値の算出法をまとめると，値幅制限に抵触していない場合には，

(3.1) ΔXt =

t∑
k=1

ΔPk −
t−1∑
k=1

ΔXk

から算出すればよく，ストップ高に抵触した場合には，

(3.2) ΔXt ∼ TN
(L−∑t−1

k=1(ΔXk−ΔPk), +∞)
(up,t, v2

p,t)

ストップ安に抵触した場合には，

(3.3) ΔXt ∼ TN
(−∞, −L−∑t−1

k=1(ΔXk−ΔPk))
(up,t, v2

p,t)

より，それぞれ発生させればよい．以上の（3.1）から（3.3）を t = 1から nまで順々に適用してい
くことで，MCMC法の各ステップにおけるΔXt が得られる．ただし，仮定するモデルに応じ
て ΔXt が従う分布は異なり，（3.2）と（3.3）の up,t と v2

p,t が変化していく．参考までに，AR(1)

モデルを仮定した場合の ΔXt の従う分布は以下のように計算できる．
いま，ΔXtが AR(1)モデルに従うと仮定したとき，ΔX1が与えられた場合の条件付尤度は，

n∏
k=2

(2πσ2
1)−

1
2 exp

{
− 1

2σ2
1

(ΔXk − μ1 − φ11ΔXk−1)
2

}

で与えられる．したがって，ΔXtは tの値に伴って変化する平均と分散パラメタをもつ正規分
布 N(u1,t, v

2
1,t)に従う．具体的に 2 ≤ t ≤ n − 1の場合は，

u1,t =
(1 − φ11)μ1 + φ11(ΔXt−1 + ΔXt+1)

1 + φ2
11

, v2
1,t =

σ2
1

1 + φ2
11

であり，t = nの場合は，
u1,t = μ1 + φ11ΔXt−1, v2

1,t = σ2
1

である．
以上を t = 1から nまで行っていくことで，MCMC法の各ステップにおける真の価格の前日

差を生成する．

3.2 パラメタ推定
未知パラメタ推定のためのサンプリングは，データ補間が行われた後に実行するため，以降

の説明では少なくとも 1度データ補間のサンプリングが行われており，その意味でMCMCの
第 iステップでの時系列 ΔXt[i], t = 1, 2, . . . , nが得られているものとする．
パラメタの発生手順は，μp，σ2

p をそれぞれ発生させた後に，自己回帰係数のサンプリングを
行う．次数が 2以上の場合には，p次までの自己回帰係数を Levinson-Durbin アルゴリズムで
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示される関係式に基づいて p次までの偏自己相関係数に変換することで，定常性を満たす領域
からのサンプリングを簡便に行う．未知パラメタのサンプリングを終えた後には，次のステッ
プに移りデータ補間に戻る．なお，具体的なサンプリング法については，次数 2の自己回帰モ
デルを仮定した場合を例にとり付録で説明している．

3.3 条件付事後分布の収束とサンプリングの効率性
条件付事後分布の収束については，Gewekeの収束判定法を用いる（Geweke, 1992; 渡部・大森,

2000）．Gewekeの収束判定法とは，サンプル発生数がM 回のときに，初期値に依存する初め
の N 回を捨てた残りのM − N 個のサンプルを 2つの集団に分け，それぞれの平均値が等しい
かどうかを検定する方法である．本稿では Geweke（1992）に従い，始めから 0.1 × (M − N)個，
後ろから 0.5 × (M − N)個の 2つに分ける．ここで，収束判定に用いる統計量は，帰無仮説：
「両者の平均が等しい」のもとでは標準正規分布に従う．
次にサンプリング効率を調べるために Chib（2001）の非効率因子（Inefficiency Factor, IF）を計

算する．IFは，ランダム・サンプリングで得られた標本から計算する標本平均の分散と同じ分
散となるためには何倍の標本数が必要であるかを示す指標であり，IF = 1 + 2

∑∞
l=1 ρ̂l で定義さ

れる．ここで，ρ̂lは l次の標本自己相関係数であるが，本稿では，大塚（2011），各務 他（2011）
にならい，自己相関係数が有意でなくなる次数で切断し，それ以降の高次の自己相関係数を 0

とする．
本稿のパラメタ推定法では，サンプリング対象を自己回帰係数から偏自己相関係数に変換して

いるため，AR(2)モデルを仮定した場合では，サンプリング対象は φ11と φ22であり，φ21の推定値
は，各ステップでの φ21[i]の平均値は用いずに，φ11, φ22の推定値を求めた後に Levinson-Durbin

アルゴリズムを利用して算出する．また，φ21 はサンプリング対象でなく条件付事後分布を計
算していないため，Gewekeの収束判定統計量，IFは計測しない．

4. 信用リスク

本節では，取引開始時点で預託した取引本証拠金の不足によって発生する 2つのリスク「取引
追証証拠金（追証）発生のリスク」「投資家のデフォルトリスク」の定義と評価法について述べる．
東商取の商品先物に投資するに当たっては，取引する商品ごとに定められた取引本証拠金を預
託する必要がある．取引本証拠金は，東商取が定めた取引本証拠金基準額をもとに，商品取引
員（仲介者）が個々に設定していた．なお，東商取は毎月末に次の 1ヶ月間の取引本証拠金基準
額を公表していた．一般的に取引本証拠金は，取引本証拠金基準額に金額を上乗せする形で定
められていたため，厳密には取引本証拠金は取次先である商品取引員によって金額が異なって
いる．しかしながら，追証の発生条件は，制度上，取引本証拠金基準額によって定められてい
る点に加え，「投資家のデフォルトリスク」の評価においては商品取引員にとって好ましくない
状況の下での考察を行うという観点から，本稿では取引本証拠金基準額と取引本証拠金の金額
が等しいという前提をおく．

4.1 リスクの定式化
追証とデフォルトの発生条件は，投資家の保有資産の累積損失額を計算する必要がある．取

引所での価格 Ptは商品の受け渡し時に用いる単位「呼値」に対応したものであり，実際の投資家
が用いる取引単位「枚」とは異なっており，例えば，白金の呼値は 1gであるが 1枚当たりの取引
単位は 500gであるため，白金の価格が 1円変動した場合に投資家の資産は 500円変動する．こ
の呼値と 1枚当たりの取引単位の関係を倍率 ηで表すと，取引所での価格変動が ΔPt の場合，
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投資家の保有資産の変動は η ΔPtと表せる．その他の商品では，金が呼値 1gに対して 1枚当た
りの取引単位は 1kgであり，η = 1000である．ガソリンと原油は，呼値 1klに対して取引単位
が 50klであるので η = 50である．なお，取引所における価格の最小変動幅を呼値単位と呼び，
その値は商品ごとに異なっている．金，白金は 1円刻みで価格が変動するが，ガソリン，原油
の場合には 10円刻みでの変動となる．
東商取では，1日の取引が終了するたびに清算処理を行っており，取引開始時点からの累積損

失額が取引本証拠金基準額（K）の半額を上回った場合，投資家は追加の証拠金（追証）を預託し
て取引を継続するか，預託せずに取引を終えるかの選択をする（日本商品先物取引協会, 2007a,

2007b）．本稿では，この事象を追証発生と呼ぶ．いま，t0 から取引を開始し l期間（l ≥ 1）保有
した場合の累積損失額は

η( Pt0+l − Pt0 ) = η

l∑
j=1

ΔPt0+j(4.1)

で表されるので，追証発生条件は時点 lごとに，次の不等式

l∑
j=1

ΔPt0+j < −K

2η
(4.2)

によって判定すればよい．一方で，収益率にもとづいた場合には累積損失額を

η( Pt0+l − Pt0 ) = ηPt0

{
l∏

j=1

(1 + Rt0+j) − 1

}

と書き改めることができる．同様に，追証発生条件は

l∏
j=1

(1 + Rt0+j) < − K

2ηPt0

+ 1(4.3)

となるが，（4.2）と比べると，判定条件は複雑になる．
（4.2），（4.3）のいずれにもとづく実装も可能であるが，表現が平易であること，制度に照ら
して自然であること，実際に価格の前日差にもとづくモデル化をしていることから，本稿では
（4.2）の判定条件を採用する．
次に，商品取引員が考慮すべき「投資家のデフォルト」を定式化する．追証が発生した場合，投
資家には「追証を預託し取引を継続する」または「追証を入金せずに取引を終了とし，保有資産の
清算を行う」の 2つの選択肢が存在する．投資家が取引終了を選択した場合には，商品取引員は
翌日以降にその投資家の保有資産を清算する．翌日の精算前に再び値幅制限に抵触すると，取
引ができなくなるため，清算は翌日以降に持ち越されることもある．
追証発生後から，さらに価格が下落し続けると，清算時点での累積損失額がさらに大きくな

り，取引本証拠金基準額を上回る場合があるが，その場合であっても，商品取引員は投資家の
資産を清算しなければならない．累積損失額は，清算後に投資家へ請求されるのだが，一時的
にせよ，商品取引員は超過分の損失額を都合する必要がある．以上の制度的背景を考慮し，本
稿では，清算時に投資家の保有資産の累積損失額が，予め預託した取引本証拠金基準額を超過
する事象をデフォルトと定義する．
それでは，デフォルトの発生条件とデフォルト時の損失補填額を具体的に定義しよう．いま，

t0 + l時点で追証が発生し，投資家が取引終了を選択したとする．商品取引員は，翌日以降で取引
が可能となった時点で清算を行う．取引可能とは，商品先物価格が値幅制限に抵触せず Pt = Xt

となる場合である．ここで，追証発生からm日後に取引可能となったと仮定したとき，すなわ
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ち t0 + l + m時点での累積損失額は

η(Pt0+l+m − Pt0) = η

l+m∑
j=1

ΔPt0+j(4.4)

である．商品取引員が都合すべき金額は，累積損失金額が（4.4）が予め預託された取引本証拠金
基準額を上回る金額であるため，累積損失額から取引本証拠金基準額を控除した値として，次
のように定義できる．

max

{
−
(

K + η

l+m∑
j=1

ΔPt0+j

)
, 0

}
.(4.5)

ここで，（4.5）が 0の場合にはデフォルトが起こらずに清算できたと考える．なお本稿では，デ
フォルトリスクを示す指標として，発生頻度だけでなくデフォルトによる損失の大きさを商品
取引員の立場から測るために，（4.5）の平均損失補填額も採用する．
ここまでに述べてきた追証，デフォルトの議論は値幅制限の下でのものである．仮に値幅制

限が存在しない場合では，（4.2），（4.4），（4.5）のΔPtをΔXtに変更すればよく，常に取引可能
であるためm = 1に固定される．
また，商品先物では通常の保有（買建て保有）だけでなく空売りの保有（売建て保有）が可能で

ある．本稿では価格変動を収益率ではなく価格前日差で定式化しているため，売建て保有時の
信用リスク評価は，累積損失額の定義（4.1），（4.4）の正負を逆転させるだけでよい．一例として
価格 1000円の商品が 3日間連続で 100円ずつ下落した場合と上昇した場合を考えると，価格
前日差で考えた場合は，仮定と同様に下落時は −100円，上昇時は 100円が 3日間続くとすれ
ばよい．しかしながら，収益率で表した場合には前日の価格で割るために，下落時は −10.00%,

−11.1%, −12.50%，上昇時は 10.00%, 9.09%, 8.33%となり，正負を逆転するだけでは問題が生
じる．以上のように，売建て保有時のリスク評価を簡便にすることも，価格変動を価格前日差
で定式化する利点である．

4.2 リスクの推定
追証・デフォルトリスクの推定に際しては，仮定したモデルがデータ期間以降も妥当性を失

わないという前提を置き，先物価格データを用いた外挿によりデータ期間以降のリスクを推定
する．しかしながら，モデルの未知パラメタ推定には不確実性を伴う．本稿では未知パラメタ
の不確実性を考慮したリスク計測を行うため，MCMCアルゴリズムの各ステップにおいて発生
させたパラメタ値にもとづいて，推定したい期間まで真の価格の前日差の予測パスを生成する．
そのため，本稿では未知パラメタ推定についてもギブスサンプラーによるサンプリングを行う．
ここで，データ補間とパラメタ推定ともにMCMC法によるサンプリングに統一した理由につい
て述べておく．例えば，データ補間を終えた後に，各ステップのパラメタ推定を最尤法で求め
る推定方法も考えられる．しかしながら，このように 2つを掛けあわせた推定方式では，未知
パラメタの不確実性を考慮したリスク計測を行えない．また，全体の推定方式を統一させ，次
数選択を DICで行うという観点からも，本稿ではデータ補間とパラメタ推定ともにMCMC法
によるサンプリングに統一している．
いま，価格の前日差データの収録期間が t = 1, . . . , nであり，リスク推定のために j期間までの
予測パスΔXn+j（j = 1, 2, . . .）を生成することを考える．ここで，MCMC法によるパラメタ推定
に際して，サンプル発生数がM 回，初期値に依存する初めのN 回を捨てる場合を考えると，パラ
メタ推定アルゴリズムの終了時にはΔXn+j がM −N 本生成されている．商品ごとの倍率 ηを
考慮すれば，値幅制限が撤廃された状況下で l日間保有したときの累積損失額は η

∑l
j=1 ΔXn+j
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で算出できる．一方で値幅制限を考慮する場合では，商品ごとの制限値段幅 Lと（2.2）の関係を
ΔXn+j（j = 1, 2, . . .）に適用することで，同時点の観測価格の前日差ΔPt+j（j = 1, 2, . . .）を生成
することができるため，値幅制限を考慮した場合の累積損失額を η

∑l
j=1 ΔPt+j で算出できる．

以降では，それぞれの累積損失額を用いて，追証・デフォルトリスクの計測を行う．
追証の発生は，保有日数 l（l ≤ j）までの各時点で条件式（4.2）を用いて判定する．デフォルト
発生については，追証が発生した場合には，常に投資家が追証をおさめずに清算を選択すると
仮定し，（4.5）を用いて判定を行う．追証発生後も引き続き損失が膨らみ，取引本証拠金基準額
を使い果たすまで累積損失額が大きくなった場合にデフォルトが発生するため，追証が発生し
たとしても必ずしもデフォルトが起こるとは限らない．したがって，発生した追証がデフォル
トにつながる割合を確かめるため，デフォルトの条件付発生率をデフォルト発生頻度を追証発
生頻度で割った値で定義する．以上，追証発生率，デフォルト発生率・条件付発生率について
はM − N 本の予測パスの中で，それぞれが発生した頻度を用いて比率を計算する．一方でデ
フォルト時の平均損失補填額は（4.5）が正である条件のもとでの平均値として計算する．

5. 数値実験による確認

本稿では，金，白金，ガソリン，原油の先物価格の日次データについて，次の 3期間を対象
とした実証分析の結果を報告する．それぞれの期間の観測価格 Pt とその前日差 ΔPt の時系列
プロットを図 2, 3, 4に示し，特徴を述べていく．
第 1期間（2008/05/01から 2008/07/31）は，金融危機前の時期であり，商品先物価格が上昇傾
向を示している．特にガソリンと原油は価格が急騰し，数回のストップ高を記録している．ま
た，金は上昇傾向を示しているものの，5月 1日の 2,900円近辺から最高でも 3,300円程度の価
格にとどまり，大きな値動きは示しておらず，ストップ高，ストップ安についても記録されて
いない．
第 2期間（2008/08/01から 2008/10/31）は金融危機を含む時期であり，図 3が示すように全

ての商品が急落している．価格前日差の図から分かるように，価格が下落傾向をとりながらも
日々の価格変動は必ずしも負の値だけをとり続けているわけではなく，ストップ安だけでなく，
ストップ高も記録されている．
第 3期間（2008/11/01から 2009/01/31）では，金融危機によって引き起こされた価格の下落傾

向に歯止めが利き始め，価格が持ち直していく様子が図 4に示されている．価格前日差の図に
示されている通り，全商品に渡って，値幅制限に抵触した日が少ない．そのため，全体として
相場があまり荒れていない期間といえる．
商品先物価格系列に対する自己回帰モデルの当てはめでは，次数に応じた複数の推定アルゴ

リズムを適用し，DIC（Spiegelhalter et al., 2002）によって自己回帰モデルの次数を選択する．本
稿のデータ補間と未知パラメタ推定は条件付尤度にもとづいている．次数選択における DICの
比較時にそれぞれの次数で分析に用いるデータ数を等しくするため，分析期間以前の価格デー
タを各次数で必要となる初期条件として与える．
また，値幅制限による打ち切りを考慮する効果について論じるために，データ補間を行って

パラメタ推定をした場合と，データ補間を行わずにパラメタ推定をした場合の 2種類の推定法
を用いる．なお，それぞれの推定アルゴリズムでは，サンプル発生数を 12,000回，最初の 2,000

回を捨てるため，残りの 10,000回の平均値をパラメタの推定値として採用し，リスク推定に用
いる予測パスは 10,000本を生成する．

5.1 価格変動の構造とデータ補間の効果
本節では，データ補間を行わずに実際に観測される価格（値幅制限により打ち切られた価格）
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図 2．第 1 期間：2008/05/01 から 2008/07/31 までの商品先物の市場価格 Pt（上段）と価格

前日差ΔPt（下段）の推移．価格前日差の図中にある上下の破線は，値幅制限の上限と下

限を示す．

の変動と，データ補間を行うことで推定した真の価格変動を比較することで，値幅制限が価格
変動の構造に与える影響とデータ補間を行うことの意義について検証する．
はじめに，今回の数値実験における条件付事後分布の収束について述べておくと，Gewekeの

統計量の絶対値はすべて 1.645以内に収まっていたため，有意水準 10%ですべての事後分布は
収束していると判断した．また，IFの値は，商品，期間などで目立った特徴はなく，2.00程度
で推移しており，大きなものでも高々 2.73であったため，本稿で用いたアルゴリズムはサンプ
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図 3．第 2 期間：2008/08/01 から 2008/10/31 までの商品先物の市場価格 Pt（上段）と価格

前日差ΔPt（下段）の推移．価格前日差の図中にある上下の破線は，値幅制限の上限と下

限を示す．

リングの効率性については問題ないと判断して良いだろう．
それぞれの期間の各商品についての分析結果を表 1にまとめた．表中には，それぞれの商品

の制限値段幅 Lと当該期間中に値幅制限に抵触した回数をストップ高とストップ安に分けて記
し，観測日数に対して値幅制限に抵触した日数の割合を記した．ガソリンと原油では第 1，2期
間ともに何度も値幅制限に抵触しており観測数に対する値幅制限抵触の割合が 15%程度と高く，
第 2期間の金，白金でも 10%程度まであるため，価格の打ち切りによる影響は少なくなく，適
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図 4．第 3 期間：2008/11/01 から 2009/01/31 までの商品先物の市場価格 Pt（上段）と価格

前日差ΔPt（下段）の推移．価格前日差の図中にある上下の破線は，値幅制限の上限と下

限を示す．

切な処理が必要であると考えられる．
また，データ補間を行った場合と行わない場合のそれぞれについて，DICで選択された自己

回帰モデルの次数を記してある．各期間における商品ごとのパラメタ推定の詳細は，表 2, 3, 4

に示した．
データ補間を行わないことがイノベーションの標準偏差に与える影響に注目しよう．値幅制

限に抵触した回数の多い，第 1・2期間の原油，ガソリンでは 2割程度，第 2期間の金と白金で
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表 1．各期間における ARモデルの次数．

表 2．第 1 期間の推定結果．

は 1割程度小さく推定される．価格が激しく変動するような期間に，値幅制限により大きな価
格変動を打ち切った影響を無視した場合には本来の価格変動を正しく評価できない．イノベー
ションの標準偏差を過小評価することは，市場リスク，追証・デフォルトリスクの過小評価に
つながるため，適切なデータ補間を行う必要がある．
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表 3．第 2 期間の推定結果．

表 4．第 3 期間の推定結果．

次に，データ補間の有無により，選択される自己回帰モデルの次数が変化する点に注目しよ
う．ガソリン，原油では，第 1期間にデータ補間なしの場合に正の係数をもつ AR(1)モデル，
データ補間を行うと AR(0)モデルが選択され，第 2期間にデータ補間なしの場合に AR(0)モデ
ル，データ補間を行うと負の係数をもつ AR(1)モデルが選択される．本来ならば当日に価格が
上昇・下落し尽くし翌日には反対の動きをする場合であっても，値幅制限のもとでは，価格変
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動の抑制のために当日に変動しきれなかった影響が翌日にも残り，上昇・下落が緩やかに続い
ているように観測される．そのため，第 1期間では短期間の急激な上昇が，値幅制限によって
緩やかな上昇を続けることで正の係数をもつ AR(1)モデルとして観測され，第 2期間では本来
であれば下落と回復を繰り返す負の係数をもつ AR(1)モデルの挙動が，値幅制限によってなだ
らかな変化になったと考えられる．なお，金，白金ではデータ補間による自己回帰モデルの次
数変化は観測されなかった．

5.2 値幅制限が信用リスクに与える影響
本節では，営業日ベースで 1日間，5日間（1週間），10日間（2週間），20日間（1ヶ月間），保
有したときの追証とデフォルトの発生率，デフォルト時の平均損失補填額の評価と，値幅制限
の有無が与える影響について数値実験による考察を行う．本来ならばあり得なかった値幅制限
が撤廃されている状況下でのリスク評価を行う理由は，次の通りである．投資家ではなく制度
設計をする立場からは，値幅制限制度による制限を緩めることで信用リスクに与える影響を観
察することが必要である．ここで，最大限緩和した場合は値幅制限を撤廃した状況に等しいた
め，本節では値幅制限が撤廃された状況下での信用リスクを計測し，値幅制限下の信用リスク
と比較することで値幅制限制度が信用リスクに与える影響について分析する．
信用リスクの計測にあたっては，3つの分析期間でのパラメタ推定時に発生させた価格前日
差の予測パスに基づき各指標の算出を行っている．それぞれの分析期間以降も仮定したモデル
が妥当性を失わないという前提をおき，第 1期間に続く 1ヶ月間である 2008年 8月に運用する
場合の指標を，2008年 8月に設定されていた制限値段幅 Lと取引本証拠金基準額 K を用いて
算出した結果を表 5にまとめた．以降，第 2期間に続く 1ヶ月間である 2008年 11月に運用す
る場合の指標を表 6，第 3期間に続く 1ヶ月間である 2009年 2月に運用する場合の指標を表 7

にそれぞれまとめた．
値幅制限の影響について調べるためには，値幅制限抵触回数が多い商品，期間に注目すれば

よい．第 1期間のガソリン，原油では，売建て保有時も含めて，値幅制限を課した場合に追証
発生率が 0.01とわずかながら減少している．第 2期間は先物価格が上昇と下落を激しく繰り返
していた時期であるため，売建て保有時も含め 4商品ともに値幅制限を課した場合に追証発生
率が減少している．特に，ガソリンと原油で減少幅が大きく，ガソリンを 5日間保有した場合
には 0.03減少している．しかしながら，全体を通しても値幅制限による追証発生率の減少幅は
高々 0.03と小さいものである．その理由としては，値幅制限は 1日における価格変動に上限を
課しているため追証発生が抑えられるが，当日に下がりきらなかった価格の影響は当然翌日以
降に持ち越されるため，結果的には追証が発生してしまい，追証発生を抑制する機能は大きく
ないと考えられる．
一方でデフォルトの発生については，第 2期間における買建て保有時のガソリンと原油では

顕著に値幅制限の影響を受けている．値幅制限を撤廃することで，デフォルトの発生率，デフォ
ルト条件付発生率ともに最大で発生率が 0.05減少している．値幅制限を課すとデフォルトリス
クが高まる原因は，取引を停止することで清算の機会を奪うことにあると考えられる．仮に追
証が発生した翌日以降も価格が大きく下落し続けた場合を考えると，値幅制限下ではストップ
安のために取引が停止され清算できないまま累積損失額が膨らみ続けていくことによって，結
果的にデフォルトに至ってしまう恐れがあるが，値幅制限がなければ取引は停止されず翌日に
清算ができるため，累積損失額が膨らみ続けるような状況が回避でき，デフォルトに至らずに
すむ可能性がある．なお，デフォルト発生時の平均損失補填額は，値幅制限を課すことにより
小さく抑えられる．値幅制限の急激な価格変動を抑制する機能により，過度な損失が出ること
が抑えられていると考えられる．
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表 5．第 1 期間のパラメタ推定にもとづく数値実験による追証・デフォルト発生リスク．

数値実験から得られる結果からは，買建て保有時と売建て保有時の追証・デフォルトのリス
クは，各期間で価格変動の平均構造が異なるために単純に正負を逆転させた対称関係とはなら
ず，それぞれの指標の水準は異なっている．しかしながら，値幅制限が与える影響という観点
からは買建てと売建てに違いは見られなかった．
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表 6．第 2 期間のパラメタ推定にもとづく数値実験による追証・デフォルト発生リスク．

次に取引本証拠金基準額について考えよう．追証・デフォルトの発生条件は，累積損失額と
取引本証拠金基準額の比較であるため，取引本証拠金基準額の設定はそれぞれのリスクに大き
く影響を与える．2009年 2月には全ての商品で取引追証拠金基準額が増額されているため，こ
の期間に注目し，値幅制限と追証・デフォルトの関係について考察する．白金，ガソリン，原
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表 7．第 3 期間のパラメタ推定にもとづく数値実験による追証・デフォルト発生リスク．

油の 3商品は，全ての分析期間の中で第 3期間の価格変動が最も小さくなっている．以降では，
価格変動が小さい状況での影響を考えるため，3商品のリスク指標について焦点を当てて絞っ
て考える．
追証発生の定義を考えると，日々の価格変動が小さい場合でも，価格が下落し続ければ追証
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表 8．実際の商品先物価格データにもとづく追証・デフォルト発生リスクの実績値．

は発生する．大幅に価格変動が小さくなった白金であっても 20日間保有した場合の追証発生率
は 0.49であり，売建ても含めれば最も低い原油を売建て保有した場合でも 0.45と高い水準を
示しており追証発生率は必ずしも低くはない．一方で，デフォルトの発生条件は，追証が発生
してから清算をするまでの間に取引本証拠金基準額を使い果たしたか否かで判定される．ここ
で，制限値段幅 Lに対する価格変動 σが小さく（値幅制限に抵触しづらく），取引本証拠金基準
額K に対して資産変動 ησも小さい（資産変動も小さい）状況を考えてみよう．この状況下では
追証が発生したとしても，翌日にストップ安で取引が停止せずに清算できる可能性が高く，追
証発生から清算までの間に取引本証拠金基準額を使い果たすほどには累積損失額も膨らまない
ため，デフォルトには至りにくい．2009年 2月の白金，ガソリン，原油の 3商品は，他の期間
に比べて，価格変動が小さく（σが小さく）取引本証拠金基準額K が大きいため，値幅制限に抵
触しづらく資産変動も小さい期間であり，デフォルトの条件付発生率は買建て時で高々 0.25，
売建て時では高々 0.20と大きくなく，デフォルト時の平均損失補填額も他の期間のものと比べ
て少ない．
取引本証拠金基準額は取引所によって設定されるため，デフォルトの発生率を下げ，デフォ

ルト時の平均損失補填額を抑えたいならば，取引本証拠金基準額を増額すればよい．ただし，
取引本証拠金基準額の増額は，商品取引員の保護という観点からは望ましいことかもしれない
が，投資家の立場からは投資開始時点の出費が増えるために新たな投資を呼び込む妨げとなり
うるので，必ずしも商品取引員にとって歓迎されるとは限らないことに注意が必要である．
最後に，リスク指標の実績値との比較について述べよう．実績値の算出に際しては，分析に

用いた限月の商品先物を分析期間以降に運用すると考える．例えば，2008年 8月の 1ヶ月間で
あれば，金と白金ならば 2009/04限，ガソリンならば 2008/10限，原油ならば 2008/09限を運
用対象とする．なお，1日間保有したと考えると 2008年 8月の 1ヶ月間ではデータ数を 20確
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保でき，5日間の保有期間ではデータ数が 16のみ利用できる．このように確保できるデータ数
が限られるため，実績値の測定にあたっては，保有期間を 1日間と 5日間の 2つに絞った．そ
の他の期間については，2008年 11月では 1日間の保有でデータ数は 17，5日間の保有で 13，
2009年 2月では 1日間の保有で 18，5日間の保有で 14である．表 8ではそれぞれの期間で各
商品を保有した場合のリスク指標をまとめた．
信用リスクの予測精度という観点から，表 5，6，7と対応する表 8のリスク指標の実績値を
比べると，表 5の結果と 2008年 8月におけるガソリンと原油の売建ての実績値，表 6の結果と
2008年 11月のガソリンと原油の買建ての実績値で数値の乖離が小さい．その一方で，2008年
8月の金と白金の実績値は表 6の結果，2008年 11月の金の実績値は表 7の結果に近く，その他
の商品，期間では実績値との乖離が大きく，予測ができているとは言い難い．その原因は，予
測する上での前提条件が満たされていない可能性があると考えられる．リスク指標の予測に際
しては，パラメタ推定のための分析期間で仮定したモデルが，その後の 1ヶ月間も妥当性を失
わないという前提を置いた．しかしながら，2008年 8月は第 2期間，2008年 11月は第 3期間
のはじめの 1ヶ月間であるため，モデルの妥当性が失われている可能性がある．前節の結果が
示すところでは，商品先物における価格変動の平均構造は期間によって変化していると考えら
れるため，分析期間と予測期間の設定には十分に注意を払う必要がある．

6. 結語

本稿では金融危機前後という価格変動が大きい時期を対象に商品先物市場における信用リス
クの評価を行った．本稿で提案するリスク計測方法は，データ補間を通じて，本来は課されて
いた値幅制限制度が撤廃された状況下での価格変動を推定することが特徴である．そのため，
価格変動を過小評価せずに適切にリスクを評価すること，制限値段幅 Lを変更することで値幅
制限制度がリスク指標に与える影響を調べることが可能となっている．本稿では，値幅制限の
影響を最大限緩和した状態である値幅制限の撤廃時のリスク指標と，実際に適用されていた L

を用いた現実の値幅制限制度下のリスク指標を比較することで，値幅制限が追証とデフォルト
発生に与える影響を分析した．その結果，値幅制限制度は価格変動を抑える機能によりわずか
ながら追証発生を抑制しデフォルト時の損失補填額を抑えるが，その一方で取引停止により清
算する機会を奪うためデフォルト発生を高めるという負の側面を持つことが観測された．また，
価格変動に対する制限値段幅 Lと資産変動に対する取引本証拠金基準額 K の設定が追証とデ
フォルト発生に大きく影響を与えることが示された．なお，リスク指標の推定値と実際の商品
先物価格を用いたリスク指標の実績値との比較により，予測精度の観点から本稿で提案するリ
スクの計測方法を評価したところ，ガソリンと原油の一部期間では数値の乖離が小さく予測と
して利用できる可能性があるが，その他の商品，期間では乖離が大きく予測として利用できな
い．特に，商品先物価格は期間によって価格変動の構造が変わるために，パラメタ推定に用い
る分析期間と予測対象の期間の設定について十分に注意を払う必要がある．
取引所が設定する制限値段幅 Lと取引本証拠金基準額K については，2008年当時と 2013年

現在では東商取が課す制度が変更されているため，新制度のもとでの考察は今後の課題である．
2009年 5月より採用されたサーキットブレーカ制度は，1日の価格変動に上限を課してはいる
が，上限値に抵触した場合でも取引停止は一時的なものに留めているため，値幅制限と同様に
価格の過度な変動を抑制する効果と，取引停止により清算ができない事態を回避する効果を期
待できると考えられる．この観点から新制度の有効性を検討することは，今後の研究課題とし
たい．
さらに本稿の数値実験の示すところでは，デフォルト発生率とデフォルト発生時の平均損失
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補填額は，取引本証拠金基準額によって大きく影響を受ける．取引本証拠金基準額を増額する
ことは，デフォルトの発生率，デフォルト発生時の平均損失補填額を引き下げることに寄与す
るため，商品取引員（仲介者）にとって好ましい状況といえるが，その一方で，投資家にとって
は，取引開始時点で納めるべき証拠金が増大するという負の側面があるために，商品先物取引
を活性化させる観点からは必ずしも好ましいものではない．どうバランスを取るかの問題であ
るが，デフォルトの発生率をある水準以下に抑えながら，一方で透明性の高い新たな取引本証
拠金基準額をどう設定するのか．こうした観点から 2011年 1月より導入された，過去の価格変
動のデータをもとに証拠金額を決定する SPAN制度の影響を検証することも，今後の課題のひ
とつである．

付録A. パラメタ推定

Levinson-Durbin アルゴリズムを利用した推定法の実例として，AR(2)モデルを仮定した場
合のパラメタ推定法を述べる．なお，パラメタ推定に際してはMCMC法を採用しているため，
パラメタのサンプリングに必要となる条件付事後分布の計算法に焦点を当てて説明する．また
以降では，すでにデータ補間を終えており ΔX = {ΔXt}n

t=1 が得られているものとする．
2次の自己回帰モデルΔXt = μ2 + φ21ΔXt−1 + φ22ΔXt−2 + ε2,t を仮定した場合，ΔX1, ΔX2

が与えられたときの条件付尤度は，
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(μ2 − μμ2)
2

}

という正規分布として得られる．ただし，μμ2 と σ2
μ2 は次の通りである．

μμ2 =
σ2

2h2 + s2
2

∑n
t=3(ΔXt − φ21ΔXt−1 − φ22ΔXt−2)

2

σ2
2 + (n − 2)s2

2

, σ2
μ2 =

σ2
2s2

2

σ2
2 + (n − 2)s2

2

次に，σ2
2 の事前分布を逆ガンマ分布，σ2

2 ∼ IG(α0, β0) とすると，条件付事後分布
f(σ2

2 |μ2, φ21, φ22, ΔX)は，

f(σ2
2 |μ2, φ21, φ22, ΔX)

∝ (σ2
2)−(1+α0) exp

(
−β0

σ2
2

)

×(σ2
2)−

n−2
2 exp

{
− 1

2σ2
2

n∑
t=3

(ΔXt − μ2 − φ21ΔXt−1 − φ22ΔXt−2)
2

}

∝ (σ2
2)−(1+α0+ n−2

2 ) exp

[
− 1

σ2
1

{
β0 +

n∑
t=3

(ΔXt − μ2 − φ21ΔXt−1 − φ22ΔXt−2)
2

}]
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となり，逆ガンマ分布として得られる．
続いて，自己回帰係数 φ21 と φ22 の発生について述べる．定常性を満たす範囲からのサンプ

リングを行うために，Levinson-Durbinアルゴリズムの等式 φ21 = φ11 − φ11φ22 を用いて，モデ
ル式を偏自己相関係数で表現しなおせば，

ΔXt = μ2 + (φ11 − φ11φ22)ΔXt−1 + φ22ΔXt−2 + ε2,t

が得られる．ここで，ΔX1, ΔX2 が与えられたときの条件付尤度は，

(
2πσ2

2

)− n−2
2 exp

[
− 1

2σ2
2

n∑
t=3

{ΔXt − μ2 − φ11(1 − φ22)ΔXt−1 − φ22ΔXt−2}2

]

と計算できる．いま，定常性を満たす範囲を考慮し，φ11の事前分布を区間 (−1, 1)の一様分布
とすれば，条件付事後分布 f(φ11|μ2, σ

2
2 , φ22, ΔX)は，

f(φ11|μ2, σ
2
2 , φ22, ΔX)

∝ exp

[
− 1

2σ2
2

n∑
t=3

{ΔXt − μ2 − φ11(1 − φ22)ΔXt−1 − φ22ΔXt−2}2

]
× I(−1,1)(φ11)

∝ exp

{
− 1

2σ2
2,φ11

(φ11 − μ2,φ11)
2

}
× I(−1,1)(φ11)

であり，区間 (−1, 1)の切断正規分布 TN(μ2,φ11 , σ2
2,φ11)に従う．ただし，

μ2,φ11 =

∑n
t=3(ΔXtΔXt−1 − μ2ΔXt−1 − φ22ΔXt−1ΔXt−2)

(1 − φ22)2
∑n

t=3 ΔX2
t−1

,

σ2
2,φ11 =

2σ2
2

(1 − φ22)2
∑n

t=3 ΔX2
t−1

である．同様に定常性を満たす範囲を考慮して，φ22の事前分布を区間 (−1, 1)の一様分布とす
れば，条件付事後分布 f(φ22|μ2, σ

2
2 , φ11, ΔX)は，

f(φ11|μ2, σ
2
2 , φ22, ΔX)

∝ exp

[
− 1

2σ2
2

n∑
t=3

{ΔXt − μ2 − φ11ΔXt−1 − φ22(ΔXt−2 − φ11ΔXt−1)}2

]
× I(−1,1)(φ22)

∝ exp

{
− 1

2σ2,φ22

(φ22 − μ2,φ22)
2

}
× I(−1,1)(φ22)

と計算でき，区間 (−1, 1)の切断正規分布 TN(−1,1)(μ2,φ22 , σ2
2,φ22)に従う．ただし，

μ2,φ22 =

∑n
t=3(ΔXt−2 − φ11ΔXt−1)(ΔXt − μ2 − φ11ΔXt−1)∑n

t=3(ΔXt−2 − φ11ΔXt−1)2
,

σ2
2,φ22 =

σ2
2∑n

t=3(ΔXt−2 − φ11ΔXt−1)2

である．
以上が，それぞれの偏自己相関係数の条件付事後分布である．なお，iステップ目の偏自己相関係

数φ11[i]，φ22[i]を発生させた後には，次のステップのデータ補間のため，φ21[i] = φ11[i]−φ11[i]φ22[i]

を用いて，φ21[i]を更新しておく．
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Note of Risk Caused by Shortage of Margin in Commodity Futures Listed

on Tokyo Commodity Exchange under the Global Financial Crisis

Yoshimitsu Aoki

Department of Statistical Science, School of Multidisciplinary Sciences,
The Graduate University for Advanced Studies

We propose a method of evaluating risk when prices of commodity futures listed on
Tokyo Commodity Exchange（TOCOM）fluctuated widely before and after the global
financial crisis in late 2008. An investor needs to deposit an additional margin when the
loss of investor asset exceeds half the margin. That is defined as ‘Margin call risk’. If the
investor wants to exit trading without depositing the additional margin, brokers must
liquidate the assets of investors the next day or later. Even if the loss of assets of investors
is greater than the margin, the broker must temporarily compensate for the excess of loss.
After that, the investor should pay the excess to the broker. We define the shortage of
margin with respect to the loss of asset as ‘Investors Default Risk’. In those days, in order
to prevent rapid price fluctuations, TOCOM adopted the daily limit system in commodity
futures trading. We define two prices, true price and observation price, in order to analyze
the price fluctuation under the daily limit. When a price limit is hit, we cannot observe
the true prices on limit days. Hence, using the Markov Chain Monte Carlo method, we
solve interpolation of censored data simultaneously with the estimation of the parameter.
Analyzing impacts of the daily limit in terms of the two types of risk via empirical study
of commodity futures price data, we obtain the following results. Since the daily limit
system has a function to reduce price fluctuations, there is work to suppress margin call
slightly during the period in which price fluctuations are heavy. However, in order to lose
the liquidation opportunity, the default risk is increased.

Key words: Commodity trading, price limit, margin call, financial crisis.


