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要 旨

感染症の流行について，分岐過程や出生死亡過程および空間構造を持つコンタクトプロセス
などを代表として，これまでに様々な確率過程を基礎にした疫学モデルが提案されてきた．統
計学的推定を動機に疫学的な観察データを分析するとき，流行メカニズムを定量的に明らかに
するためには，利用するモデルが伝播の異質性（複数の異なる接触パターン・様式などによって
感染現象が起こること）を確実に捉えていることが望ましい．最も重要な異質性の 1つとして
家庭内伝播（household transmission）が挙げられる．家庭内は家族構成員の全てが濃厚な接触を
経験する人工的な実験環境と考えられ，その観察記録は数多くの推定問題を解決するために有
用な自然感染データとして利用されてきた．本稿は家庭内伝播に関する確率モデルについて，
各モデルの応用とデータの見方を議論しながら，重要な疫学的想定と伝播機構の考え方を解説
する．特に，家庭内の最終規模を利用した家庭内 2次発症割合の推定手法と家庭間再生産数に
基づく流行閾値の基礎理論について議論を展開する．これまでに複数の異なるモデルが提案さ
れてきたが，いずれを利用する場合も対象とする感染症と流行データがモデルの想定を十分に
満たすことを評価する作業が欠かせない．
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1. はじめに

直接伝播する感染症の疫学的な観察データは他の疾病のそれと比較して非常に特異的である．
最も重要な 2つの特徴として，（1）宿主から宿主へと伝播が起こるために 1人の感染者の観察
は他者の観察と独立でないこと，（2）性感染症の接触者追跡調査など特別な事例を除いて感染
現象や感染性の獲得は直接に観察できないこと，を常に念頭に置いてデータ分析を実施するこ
とが望ましい（西浦, 2008）．前者の特徴があるために，予防接種政策はワクチン接種個体だけ
でなくワクチン接種を実施した集団全体に対する感染防御能力（集団免疫）を与える．また，同
じ理由のために，他疾患の疫学研究で頻用されるリスク比やオッズ比を直接に感染リスクの分
析に適用することが不適切な場合も少なくない（Koopman and Longini, 1994）．結果として従
属性現象（dependent happening）である感染過程のデータを処理するために，新規感染に関
する非線形の流行動態を明示的に考慮した数理モデルが必要とされる（西浦・稲葉, 2006）．観
察データを基にモデルのパラメータ推定を実施する場合，さらに人口学的確率性（demographic
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stochasticity；感染個体数が有限および離散的であるために生じる確率性）に伴うデータ変動を
加味した確率論的モデルを適切に使用することが求められる．疫学モデルの多くは，他の分野
でも頻繁に利用される分岐過程や出生死亡過程および空間構造を持つコンタクトプロセスを代
表として，様々な確率過程を基礎に提案されてきた．本稿では家庭内伝播に焦点を絞るために
個々の基礎を詳述しないので，一般的な確率過程の基礎と感染症疫学における応用については
他書を参考にしていただきたい（Andersson and Britton, 2000; Bailey, 1964; 藤曲, 2003; Karlin

and Taylor, 1975）．
疫学モデルを用いて観察データを分析するとき，明らかにしたい流行動態を適切に定量化す

るためには，利用するモデルが伝播の異質性（複数の異なる接触パターン・様式などによって感
染現象が起こること）を確実に捉えていることが望ましい．様々な異質性に関する対処のうち，
最も重要な 1つとして家庭内伝播（household transmission）を家庭外（コミュニティ）のそれ
と区別することが挙げられる．ここで，家庭（あるいは家屋; household）とは，「（血縁関係の
あるなしに関わらず）1つの屋根の下で同じ生活環境を共有する個体群」と定義される（Becker,

1989）．少数の個体群が長い時間を共有する家屋は人工的に作り上げられた実験環境にほかな
らず，全ての家族構成員が濃密な接触を経験する特殊なデータを与える．直接伝播する感染症
の多くはコミュニティよりも家庭内で伝播する確率のほうが高いことが多い．そのため，興味
の対象とする人口集団において一世帯当たりの人員数や家屋数がどのように分布するかは感染
症の流行閾値（ある感染症が対象集団において非ゼロの確率で大規模流行を起こすか否かを決
定する閾値）を導く上で欠かせない情報と言えるだろう．また，これまでに，連鎖型二項分布
モデル（chain binomial model）と称される Reed-Frost型モデルや Greenwood 型モデルをは
じめとして，家庭内伝播の観察記録は数多くの推定問題を解決する有用な自然感染データとし
て利用されてきた（Abbey, 1952; Greenwood, 1931）．現に，わが国の先駆的な理論疫学の専門
書においても，本課題に関する古典的モデルの考え方が必ず議論されている（平山, 1958; 金光
他, 1966; 阪本, 1985）．
しかし，家庭内伝播に関するモデルの考え方は古典的な連鎖型二項分布の提案以降に飛躍的

に発展し，均質な接触を経験する個体群における感染症の流行理論と比較して非常に専門性の
高い分野に変容した（Daley and Gani, 2001）．また，モデルの考え方と用途が多様化したため，
その種類と想定は多岐にわたる．よって，初学者が家庭内伝播を適切に理解するためには，こ
の課題に関する網羅的なチャートを与える総説が必要とされるだろう．以上のことから，本稿
は家庭内伝播に関する確率モデルの基礎的な考え方を解説する．次節以降，モデルの応用と観
察データの見方を交えつつ解説するが，本稿は応用事例そのものよりも各モデルの重要な疫学
的想定と家庭内の伝播機構に対する考え方を習得するための基礎資料にすることを第一の目的
として，様々なモデル構造に関する議論を展開する．

2. 連鎖型二項分布モデルと家庭内伝播

最初に，家庭内伝播に関するアイデアの基礎を得るために，19世紀後半から 20世紀中盤ま
でに盛んに利用された連鎖型二項分布モデルを検討しよう．特に，同モデルを利用することに
よって家庭内感染データの考え方を議論する．連鎖型二項分布モデルは，元々は家庭内の感染
者数でなく，特定規模の集団における時系列の感染者数（流行曲線）を描写するために提案され
た．そこで，まずは集団の流行動態を説明するモデルに関して最も原始的な構造を紹介する．

2.1 En’koによる麻疹の流行モデル
最も古い疫学モデルは Daniel Bernoulliや Theophil Lotzなどによる天然痘流行の描写を代

表として 18 19世紀に提案されたが，それらは年齢別既感染者割合や幾何級数的な感染者数の
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増殖を説明する線形のモデルであった（Dietz and Heesterbeek, 2002; Nishiura et al., 2006）．感
受性宿主の減少によって特徴付けられる非線形の新規感染に関する動態は 19世紀後半まで明
らかにされず，それは 1889年にロシア人 Piotr Dmitrievich En’ko [1844 1916]が最も単純な連
鎖型二項分布を提案したことにはじまる．原文はロシア語で執筆されているが，En’koの没後
100年を機会に同文は Klaus Dietzによって英訳出版されている（En’ko, 1989）．1870年代のサ
ンクトペテルスブルグの麻疹（はしか）の流行を説明するために，En’koは以下の反復方程式を
用いた．

(2.1)

It+1 = St

{
1 −
(

1 − It

Nt − 1

)kNt
}

St+1 =St

(
1 − It

Nt − 1

)kNt

Nt+1 = Nt − It

ここで It は単位時間 tにおいて観察される感染者数，St は同期間の感受性宿主の数，Nt は総
人口である．パラメータ kは 1人の感受性宿主が単位時間当たりに経験する接触回数であり，
At = kNt は対象人口における総接触回数を与える．式（2.1）の流行モデルにおける最も重要な
想定を要約すれば，En’koは感染者が 1つの単位時間の後に直ちに隔離されるために人口から
除外されると想定し，さらに，接触回数は総人口に比例すると考えた（Dietz, 1988）．
流行開始前の総人口 N0 が既知であり（例えば 400人としよう），初期感染者数 I0(=1人とす

る）が観察されたとすると，初期の感受性宿主数 S0とパラメータ kの 2つによって流行動態が
説明できる．そして，It は単位時間 tに観察された感染者数の期待値を与える．図 1は 1874

年の麻疹の流行曲線に対して式（2.1）を適用した結果である．S0 および kはそれぞれ 133人お
よび 0.9と推定された．原文では，同モデルを利用して他年度の流行曲線も分析しているので
参考にしていただきたい（En’ko, 1989）．観察値と予測値に大きな乖離が見られる年度もあった
が，En’koはそれを個体間の感受性に関する異質性に帰することができると議論した．

En’koのモデル構造は約 40年後に提案される Reed-Frost型モデルを既に予期していた．こ
こで，総人口数に比例する総接触回数 At を利用せずに，接触回数の確率母関数 f を使って反
復方程式（2.1）を考えてみよう：

(2.2) f(x)=

∞∑
i=1

pix
i.

図 1. P. D. En’ko による 1874 年サンクトペテルスブルグの麻疹流行モデル．横軸は単位期
間，縦軸は各期間で観察された発症者数を表す．人口 N0 = 400 を想定し，式（2.1）を
流行曲線に適用することによって S0 = 133,k =0.9 と推定された（Dietz, 1988）．
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ここで piは 1人の感受性宿主が単位時間当たりに i回の接触を経験する確率である．En’koの
反復方程式（2.1）における感染過程は，1人の感受性宿主が感染性宿主と接触を経験する回数の
みに依存する．すなわち，It+1 は以下のように書き換えて一般化することができる．

(2.3) It+1 = St

{
1 − f

(
1 − It

Nt − 1

)}

En’koのモデルと同様に，Reed-Frost型モデルも単位時間当たりの感染者数（流行曲線）を描写
することに用いられるが，その基本構造は式（2.3）の特別な場合である．つまり，En’koが想定
した隔離を無視して（総人口数は時刻に独立と想定し），さらに接触回数が平均値を K とする
ポアソン分布に従うとすると

(2.4) It+1 = St

{
1 − exp

(
− KIt

N − 1

)}

を得る．ここで

(2.5) p =1 − exp

(
− K

N − 1

)

とすると，多くの疫学教科書に説明されている Reed-Frost型モデル，

(2.6) It+1 =St

{
1 − (1 − p)It

}
を得る（Abbey, 1952）．式（2.5）より，pは 1人の感受性宿主が単位時間当たりに他の 1個体と
少なくとも 1回の接触を経験する確率である．より明確に Reed-Frost型モデルを書いておこ
う．式（2.6）で明らかなように，単位時間 t毎に感染者数 Itが異なるため，一般的なReed-Frost

型モデルは単位時間当たりの感染者数に条件付けした 1人の感受性宿主の接触確率 pIt を用い
る．単位時間 tにおける感受性宿主および感染性宿主の数を St および It とする．これらの観
察値が与えられたとき，単位時間 t + 1における感染者数 It+1の条件付き分布は以下の二項分
布に従う：

(2.7) Pr(It+1 = x |St = s,It = i) =
s!

x!(s − x)!
px

i qs−x
i .

ここで qa = 1− paであり，a名の感染者が存在する集団において感受性宿主が単位時間当たりに
接触を経験しない確率を意味する．式（2.6）から明らかなように Reed-Frost型モデルは qa = qa

（q は時刻に独立な接触を回避する確率）を想定している．流行初期における感染者数と感受性
宿主数および世代に独立な 1人の感受性宿主当たりの接触確率 pが与えられたとき，式（2.7）は
全ての単位時間 tにおいて tより前の観察データに条件付けした感染者数の分布が得られるこ
とを意味する．つまり，時間 tにおける感染者数観察の尤度は流行開始時 0から t − 1までに
ついて，式（2.7）と同様の二項分布の積をとることで与えられる：

(2.8) Pr(I0 → I1 →·· ·→ It)=
S0!

I0! · · ·It!St!

t−1∏
k=0

p
Ik+1
Ik

q
Sk+1
Ik

.

式（2.8）に見られる各単位時間の観察に対する条件付き尤度の特徴から，Reed-Frost型モデルや
類似のモデルは（上述のEn’koのモデルも含めて）連鎖型二項分布モデル（chain binomial model）
と称される．Reed と Frost は提唱者の氏名（Lowell Reed [1886 1966] および Wade Hampton

Frost [1880 1938]）であるが，提唱者は 1928年に Johns Hopkins大学において同モデルに関す
る講義を行なったにも関わらず，それを論文として出版・報告しなかったことが知られている
（関連する Frostの研究記録に関してはMaxcy, 1941や Daniel, 2004が詳しい）．初回講義の 20
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年以上の後に，このモデルは同大学の Helen Abbey（1952）によって発表された．本稿は家庭内
伝播に着目するために，これ以上は Reed-Frost型モデルの流行曲線を対象とする応用につい
て説明しないが，同課題は Fine（1977）によって詳説されているので参考にしていただきたい．
また，古典的な理論ではあるものの，上述のように非線形の流行動態を離散的な反復方程式に
よって描写できるため，同様のモデルは簡便かつ定量的な発展性に富むことで知られている．
最近でも，背景にある想定の妥当性に注意しつつ連鎖型二項分布モデルを応用した研究が報告
されている（Longini et al., 2004; Tsutsui et al., 2003）．

2.2 家庭内伝播への応用
Reed-Frost型モデルは，家庭内伝播の観察データを説明するモデルとしても利用することが

できる．特に，このモデルは家庭内において「1人の感染者が侵入した場合」に，「最終的に何
名の者が感染を経験するか」を表す最終規模（final size）の分布を与える．家庭内伝播に関す
る疫学データの 1つとして，家庭内の最終規模（特定の世帯人員数の家屋を対象に，流行終息
までに何名が感染したのかを表す指標）が数多く観察されてきた．最終規模の考え方を理解す
るために，まずは具体的な数値例を考えてみよう．
例えば，流行開始前に 5人の感受性を有する者がいる家庭において，1人がコミュニティで

感染し（I0 = 1），残りの 4人に家庭内で伝播が起こるかどうか（S0 = 4）を分析したいものとす
る．この家庭内における最終規模は「初期感染者 1人の感染のみ（2次感染者は 0人）」，「1人の
2次感染者が観察される」あるいは「2人の 2次感染者が観察される」（同様に 2次感染者は最
大 4人まで可能）という 5通りの組合せがある．この 5人家庭における最終規模の分布を分析
するためには，各最終規模を観察する確率を与える家庭内の流行連鎖（epidemic chain）を個々
に検討すれば良い．その際，式（2.8）における単位時間は家庭内の感染世代で置き換える（感染
世代とは家庭内の感染順序を表す；初期感染者は第 0世代で初期感染者によって生み出された
2次感染者は第 1世代である）．例えば，最終的に 3人の 2次感染者が観察される場合のうち，
各感染世代が 1→ 1→ 2のような順序の感染者数で与えられるとき，

(2.9) Pr(1→ 1→ 2) = Pr(I1 = 1 |S0 = 4, I0 = 1) · Pr(I2 = 2 |S1 =3, I1 = 1)

· Pr(I3 = 0 |S2 = 1, I2 =2)

= 12p3
1q

4
1q2

といったように，直接的に手計算することで観察確率が導出できる．上述の通り，Reed-Frost型
モデルは，a名の感染者がいる集団において 1人の感受性宿主が接触を回避する確率が qa = qa

であると想定する．接触回避確率 q は感染世代に独立であることから，感染世代別の感染確
率は該当する世代における感染者数のみに依存すると想定している（Bailey, 1975）．よって式
（2.9）は 12p3q6(=12p3(1 − p)6)に単純化される．同様の手続きを他の全てのあり得る流行連鎖
について考えることで，多項分布に従う理論的な最終規模分布の期待値が得られる．密な接触
が起こりやすい家庭内では，個体別の接触パターンの違いを大まかに無視できる（全員がほぼ
同等に密な接触を経験する）と想定していることに注意しよう．家庭内において伝播の異質性
を無視できることは家庭内感染のデータがコミュニティのそれと異なる最も大きな特徴の 1つ
である．

Reed-Frost型モデルだけでなく，Greenwood（1931）によって異なる接触回避確率の想定が提
案されているので，それも紹介しておこう．Greenwoodは英国における麻疹の研究において，
「家庭内で少なくとも 1人の初期感染者が与えられたとき，それによって連鎖的な 2次感染が
起こる確率は各感染世代の感染者数に独立である」と考えた．すなわち，a名の感染者がいる
集団において 1人の感受性宿主が接触を回避する確率を qa = qと想定したのである．このため
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Greenwood型は Reed-Frost型モデルよりも若干単純な結果を与える（基本構造は大きく異なら
ない）．式（2.9）の結果をGreenwood型モデルの想定で書き換えれば，12p3q5(=12p3(1− p)5)に
単純化される．ここで，Reed-Frost型モデルも Greenwood型モデルも，1つのパラメータ p（1

人の感受性宿主が 1人の感染者と少なくとも 1回の接触を経験する確率）のみを推定すること
を覚えておこう．推定される pは家庭内における感染性の指標として有用と考えられてきた．
図 2は 1929 34年にロードアイランド州で観察された麻疹の観察データにGreenwood型モ

デルを適用した結果である（Wilson et al., 1939）．流行前に全ての家族構成員が麻疹に対して感
受性を有すると考えられる 3人家族において，うち 1人が初期感染者として侵入した場合に，
残りの感受性を有する 2人が感染を経験する確率を検討している．よって，最終規模は 1人，
2人および 3人という 3通りの結果があり，それぞれの予測値とともに上述の議論から得られ
る多項分布に従う確率を示している．確率 pの最尤推定値は 0.649である．
図 3は英国における 5人家族 664世帯を対象にした，かぜ症候群（common cold）に関する最終

規模の観察の一部である（Heasman and Reid, 1961; Schenzle, 1982）．Reed-Frost型モデルおよび
Greenwood型モデルの予測値を比較している．一般的に家庭の規模が大きくなると，Reed-Frost

型モデルの方がより適切に観察値を描写できる（特に，長い流行連鎖についてGreenwood型モ
デルの適合度が悪くなる）傾向が経験的に知られている（Bailey, 1975）．現に，図 3で χ2統計量
を用いた適合度検定を実施した場合，Reed-Frost型および Greenwood型モデルの p値はそれ
ぞれ 0.059と 0.001である．Reed-Frost型モデルのほうが良いと決定的に判断するものではな
いが，Greenwood型モデルが観察値から乖離する傾向を反映している．一方で，Greenwood型
モデルは世帯の規模が 3 4人のように比較的小さく，コミュニティと比較して家庭内で伝播が
起こる確率が非常に高い感染症に対して有用であることで知られる．典型的な疾患例は結核で
あり，家庭内における結核の感染予防効果判定に関しては，Greenwood型モデルが現在も尚，
頻繁に用いられている（Akhtar et al., 2007）．
最後に，図 2および図 3で用いた期待値の議論を一般化した順列を紹介しておこう．上述の

モデルでは流行の初期感染者 1人のみが家庭内に侵入した場合を考えたが，現実には複数の a

人（仮に a ≥ 2とする）が初期に侵入する場合もあるであろう．まず Greenwood 型モデルを考
える．いま，総数 n人の感受性宿主を有する家庭において（うち初期感染者数が a人である場
合），最終的に j 人が感染を経験する確率を aPn,j とする（a≤ j ≤n）．感染第 1世代において，

図 2. Greenwood 型モデルを利用した家庭内の麻疹感染に関する最終規模．1929 34 年の間
にロードアイランド州で観察された麻疹の家庭内感染の観察データに対する適用．1人
の初期感染者と 2人の感受性宿主が存在する家庭を対象に最終規模の分布が与えられて
いる（Wilson et al., 1939）．図内 p 及び q はある感染世代において 1 人の感受性宿主
が，ある感染性宿主との間で接触を経験する確率および接触を免れる確率（p =1 − q）で
ある．
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図 3. Reed-Frost 型および Greenwood 型モデルを利用した，かぜ症候群の家庭内感染デー
タの説明．英国の 5 人家族 664 世帯を対象にしたかぜ症候群の最終規模の観察値とモ
デル予測値の比較（Heasman and Reid, 1961; Schenzle, 1982）．R-F は Reed-Frost
型モデル，G は Greenwood 型モデル．図内 p 及び q はある感染世代において 1 人の
感受性宿主が，ある感染性宿主との間で接触を経験する確率および接触を免れる確率
（p =1 − q）である（Reed-Frost 型モデルの期待値のほうを常に上に表示している）．χ2

統計量を利用した適合度検定結果を比較すると，Reed-Frost 型モデルの p 値は 0.059,
Greenwood 型モデルの p 値は 0.001 であり，Greenwood 型モデルは長い流行連鎖の
想定を必要とする観察データに対応することが難しい点を裏付けている．

k人の感染者が生み出される確率は二項分布を利用して

(2.10)

(
n − a

k

)
pkqn−a−k

で与えられる．よって，この世代には k人の感染者と n − a − k人の感受性宿主が存在するこ
とになる．そのため，初期感染者 a人を除いて合計で j − a人の 2次感染者を生み出す確率は
kPn−a,j−a である．よって，

aPn,j =

j−a∑
k=1

(
n − a

k

)
pkqn−a−k

kPn−a,j−a(2.11)

と書くことができる．2次感染者が 1人も生み出されない確率は，aPn,a = qn−a である．同様
の手法で Reed-Frost型モデルの連鎖も一般化すると，

aP ′
n,j =

j−a∑
k=1

(
n − a

k

)
(1 − qa)kqa(n−a−k)

kP ′
n−a,j−a(2.12)

であり，2次感染者が生み出されない確率は，aP ′
n,a = qa(n−a) である（Bailey, 1975）．式（2.11）

と（2.12）があれば，図 2および図 3のような観察データに対して複数の初期感染者に対応した
最終規模の尤度方程式（多項分布に従う観察確率の期待値）を容易に導くことができるだろう．
ここまでに紹介した Reed-Frost型モデルおよび Greenwood型モデルは最も古典的な原文の

モデル構造を一般化したものであるが，20世紀中盤 後半には同様の連鎖型二項分布モデルに
ついて様々な発展と改良が加えられた．例えば，家庭内で感受性を有する者のうちで感受性の
性質が個体によって異なる場合や（Gart, 1972），感染個体間で感染性の異質性を考慮した一般
的な連鎖型二項分布など（Becker, 1981; Gani and Mansouri, 1987），現実の観察に可能な限り対
応するための工夫が加えられてきた．本稿では連鎖型二項分布の定量的パフォーマンスに関し
て述べないが，より詳しい歴史的発展は Dietz and Schenzle（1985）によって解説されており，
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さらに連鎖型二項分布の基礎的メカニズムは Bailey（1975）によって初学者向けに詳説されてい
る．Daley and Gani（2001）と Becker（1989）は一般化や詳細な応用的発展に関する議論を展開
している．

3. 家庭内 2次発症割合の推定

古典的な連鎖型二項分布モデルは理論的な流行連鎖の特徴をわかりやすく描写しており，か
つ尤度方程式の導出や数値計算が容易であることなどの理由から，20世紀中盤 後半にかけて
数多くの拡張と応用が繰り返された．それは，疫学モデルのパラメータ推定を実施する上で，
特定の家族構成員数の家庭を対象にした最終規模データが非常に有用であることが広く認識さ
れる機会になった．しかし，前節の解説で触れなかった 2つの問題点を理由に，Reed-Frost型
や Greenwood型のモデルを全ての感染症の観察データに応用することが不適切な場合も少な
くないことが後に明らかにされた（Longini and Koopman, 1982; Longini et al., 1982）．それら
理由を端的に書くと，（1）連鎖型二項分布モデルは初期感染者に条件付けした確率によって描写
されるため，コミュニティにおける感染確率を明示的に反映できないこと（式（2.11）と（2.12）の
ように初期感染者数を変更する程度しかできない），および（2）流行連鎖を考える場合，感染待
ち時間（latent period）が一定の長さである必要があり，かつ，それに引き続いて非常に短い感染
性期間の間に 2次感染が起こることを暗に想定していること，である．後者の問題点は，もし
感染性期間が感染待ち時間よりも長い場合（例えば，インフルエンザやその他のウイルス性の
かぜ症候群が該当する），複数の感染世代における感染者の感染性期間が同時刻で重複する可
能性が高く，家庭内の流行連鎖を離散的な感染世代別に明示的に考慮することに限界があるこ
とを意味している．これらの問題点を解決する（コミュニティでの感染確率を明示的に推定し，
かつ感染世代の重複の問題を排除する）ためには，家庭内の流行連鎖を検討するよりも，無理な
想定を施さずに最終規模だけを検討したほうが有用かつ妥当であることも少なくない．同問題
の解決手段の 1つが，提唱者の名前をとって Ludwig型と呼ばれる確率モデルである（Ludwig,

1970, 1975）．Ludwig型モデルは，推定されたパラメータを疫学的解釈に関連付けた後の研究
の著者名をとって Longini and Koopman（1982）型と称されることもあるが，モデル構造自体
は Ludwig（1970）によって最初に提案されたので本稿では Ludwig型モデルと呼ぶことにする．
その基礎的なモデル構造の考え方をみていこう．
まず，確率 B を 1人の感受性宿主が 1つの流行を通じてコミュニティで感染しない確率と

し，確率 Qを 1人の感受性宿主が家庭内にいる 1人の感染性宿主から感染を免れる確率とす
る．これを基に最終規模に関する組合せの問題を考えよう．次に述べる家族構成員は流行前に
全てが感受性を有するとする．連鎖型二項分布では家族構成員について初期感染者と 2次感染
者を分けて標記したが，実際は多くの観察において感染者が家庭内かコミュニティかいずれで
感染したのかが不明であることが多い．よって，ここでは流行前の家族構成員の総数のみが既
知とする．家族構成員数が 1人の家庭において（1 人暮らしの場合），流行終息後に感染者が 0

人の確率は Pr(0 | 1) =Bであり，1人の感染者を認める確率は Pr(1 | 1) =1−Bである．家族構
成員が 2人のとき，流行終息後に感染者が 0人の確率は Pr(0 | 2) = B2である．また，Pr(1 | 2)，
つまり 2人のうちどちらか 1人が感染する確率は 2通りの組合せがある．つまり，「1人目が
1 − Bの確率でコミュニティにおいて感染するが，2人目は確率 B でコミュニティから感染を
逃れ，かつ 2人目は確率Qで家庭内の 1人目の感染者による 2次感染から逃れる」という場合，
あるいは，これが 1人目と 2人目で逆（1人目が感染から逃れ，2人目が感染する）という場合が
ある．よって Pr(1 | 2) = 2(1 − B)BQ(= 2Pr(1 | 1)BQ)である．また，Pr(2 | 2)，つまり 2人両
方が感染する確率は「両方がコミュニティで感染する」あるいは「一方がコミュニティで感染
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し，他方に家庭内で 2次感染を引き起こす」であるから（後者は 1人目と 2人目が入れ替わるの
で 2通りあることに注意しよう），Pr(2 | 2) = (1 − B)2 + 2(1 − B)BQ(=1 − Pr(0 | 2) − Pr(1 | 2))
で与えられる．
以上のプロセスを s人の家族構成員（流行前に s人の感受性宿主を有する家庭）について一般

化しよう．流行終息後に k人が感染するということは，sCk 通りの感染者の組合せがあること
にほかならない．k人が感染する確率は Pr(k | k)である．また，s− k人は感染しないので，そ
れらの者はコミュニティでの感染を逃れており（Bs−k），かつ家庭内で s− k人の全てが k人の
感染者による 2次感染から逃れなければならない（Qk(s−k)）．よって，s人の家庭で k人が感染
する確率（最終規模を観察する条件付き尤度）は

(3.1)

Pr(k | s) =

(
s

k

)
Pr(k | k)Bs−kQs(s−k) for k =0,1, . . . , s − 1;

Pr(s | s) =1 −
s−1∑
k=0

Pr(k | s) for k = s

によって与えられる（Ludwig, 1975; Haber et al., 1988）．
図 4は大阪市における 671世帯の 3人家族（流行前に 3人の感受性宿主を有する家庭）で観察

されたアジアかぜ（1957 8年の A型インフルエンザ流行）に関する最終規模である（山本, 1959）．
s = 3としてモデル（3.1）を適用したものが期待値である．3人家族の場合，家庭内感染の最終
規模 kは「0人，1人，2人あるいは 3人全てが感染を経験する」という 4通りあり，その離散
的な分布に式（3.1）を適用した積をとるだけで確率 BおよびQの最尤推定値が各々 0.79および
0.88と推定される．

Longini and Koopman（1982）の定義より，1−Bはコミュニティにおける感染確率（community

probability of infection; CPI）と称され，感染症伝播におけるコミュニティ関与度合を評価す
る指標として用いられる．一方で，1−Qは家庭内における 2次感染の確率であり，100(1−Q)は
家庭内で 1人の感染者との接触後に発症する者の割合を意味する家庭内 2次発症割合（household

secondary attack rate）に等しい（感染した者の全てが発症すると仮定した場合）．Qは家庭内の
伝播メカニズムを理解する上で示唆に富む．例えば，β(τ )を感染齢 τ（1人の感染個体におけ
る感染後の経過時刻を感染齢と呼ぶ）における，濃密な接触による家庭内の 2次感染確率だと

図 4. Ludwig 型モデルを用いた家庭内 2 次発症割合およびコミュニティ感染確率の推定．
1958 年の大阪市における A型インフルエンザ流行（アジアかぜ）の最終規模データ（山
本, 1959）．予測値は計 671 世帯の 3 人家族を対象にして，Ludwig 型モデルを適用
したものである．コミュニティにおける感染確率（1 − B）および家庭内 2 次発症割合
（100(1 − Q)）の最尤推定値は，それぞれ 0.21 および 12.2％と推定される．
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する．さらに t0，tl および tm をそれぞれ（一感染個体の）感染時刻，感染性獲得時刻，感染性
消失時刻とする．β(τ )に以下のような単純な階段関数を仮定しよう：

(3.2) β(τ )=

⎧⎨
⎩0, t0 ≤ τ < tl

b > 0, tl ≤ τ < tm.

例えば，インフルエンザを例に挙げると，tl − t0（感染待ち時間）および tm − tl（感染性期間）は
それぞれ 1.5 2.5日間および 4日間程度と想定されることが多い（Longini and Koopman, 1982;

Longini et al., 2004）．すると，Qは以下のようにして bに関連付けることができる：

(3.3) Q =

tm∏
τ=t0

(1 − β(τ ))= (1 − b)4.

つまり，ある特定の家族構成員を有する家庭に関して最終規模の分布を得るだけで，家庭内伝
播の特徴をパラメータ解釈とともに明示的に分析できるのである．逆に考えれば，家庭内伝播
の最終規模を利用することによって，ある感染症の家庭内における感染性期間を容易に推定す
ることにも役立つだろう（Cauchemez et al., 2004）．
モデル（3.1）は極端なケースにおいて他の古典的モデルと容易に関連付けることができる．仮

に家庭内での伝播が全く起こらない場合（Q = 1）を考えると，モデル（3.1）は以下の単純な二項
分布に置き換えられる（Haber et al., 1988）：

(3.4) Pr(k | s)=

(
s

k

)
(1 − B)kBs−k.

また，家庭内感染のみが起こる極端な場合（B= 1）を考えると，モデル（3.1）は Reed-Frost型モ
デルに等しい．つまり，モデル（3.1）は一見すると最終規模のみに基づくように思われるが，そ
の理論的解釈は非常に明示的であり，Reed-Frost型モデルの想定はコミュニティにおける感染
を無視することと数理的に等価であると暗示していることを覚えておこう．同様のモデルは家
庭内 2次発症割合の推定に非常に有用であるだけでなく，コミュニティにおける感染確率を同
時に推定できることから，現在でも様々な拡張が行なわれている．より一般化されたモデルは
Addy et al.（1991）に詳述されているので参考にしていただきたい．

Ludwig型モデルの背景にある想定をリストしておこう．特に（4）番目の想定に注意しよう．

（1）対象とする流行において 1人の感受性を有する個体は 1度だけ感染する可能性がある
（複数回の感染は起こらない）．

（2）全ての個体はある閉鎖的なコミュニティに属する．また，各個体は 1つの家屋に属する．
家屋は 1人以上の家族構成員を有する．

（3）コミュニティにおける感染源は均一に分布している．家族構成員は家庭内において密で
均質な接触機会を有する．

（4）各個体は家庭内あるいはコミュニティのいずれかで感染する可能性がある．コミュニ
ティでの感染確率は家庭内での感染確率と独立である．

ちなみに，本稿の議論は家庭内伝播のみに注目しているが，モデル（3.1）は家庭内とコミュニ
ティだけでなく，その他の感染機会（例えば，学校や通勤・通学バスなど感染リスクが高いと
考えられる場所・機会）を根拠に発展することも可能である（Longini et al., 1988）．ただし，そ
の場合も想定（4）を満たす必要があることに注意しよう．
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4. 家庭間再生産数を利用した流行閾値

第 2節と第 3節では，主に家庭内伝播の観察データを利用した推定手法の考え方と推定さ
れるパラメータの疫学的解釈を中心に単純な確率モデルを紹介した．特に，家庭内の最終規模
という観察しやすいデータを合理的に説明するメカニズムに焦点を当ててモデル構造を検討し
たが，それらの構造は単純であることから定量的な応用性に富んだモデルと言えるだろう．ま
た，数値計算をする上において尤度方程式は簡単な手計算で導出できるレベルであり，生物統
計学を専門にしない観察者自身がモデルを利用することができるのは大きな利点である．しか
し，現実的な家庭内の伝播機構はモデルが想定するよりも遥かに複雑であり，単純なモデルで
は本来の複雑な最終規模の分布を記述することに限界を認めることを記憶しておくことが望ま
しい．最近の位相幾何学の発展に伴う接触ネットワークの研究（各個体を接続する感染のネッ
トワーク構造に関する特徴とその疫学的役割に関する研究）で明らかにされているように，最
終規模は伝播の異質性によって大きく変動することが知られている（増田・今野, 2005）．単純
な最終規模の分析をするための想定をより深く理解できるように，家庭内伝播に関する別のモ
デルを検討してみよう．

4.1 家庭内伝播に関するモデルの比較
図 5は，家庭内伝播に関するモデルの考え方を比較したものである．最も古典的なReed-Frost

型モデルおよび Greenwood型モデルは特定数（多くの場合は 1人）の初期感染者に条件付けし
た家庭内の流行連鎖（感染世代間の伝播）を考慮している．その特徴のために，家庭内の伝播の
途中でコミュニティから新たな感染者が侵入する可能性に対応していない．また，前節で議論
した通り，現実には異なる感染世代の感染者が同時刻で重複する可能性があり，それは単純な
連鎖を考えることの限界を示唆している．Ludwig型のモデルはコミュニティと家庭内の感染

図 5. 家庭内伝播に関するモデルの疫学的想定の比較．大きな楕円は家庭（household）を意味
し，小さな円は個体を表す．黒が感染個体であり，白は感染を免れた個体である．矢印
は伝播の順序を表す．Reed-Frost 型モデルおよび Greenwood 型モデルは，特定数の
初期感染者の侵入に条件付けした流行連鎖を考えており，家庭内伝播の途中にコミュニ
ティから新たな感染者が侵入することに対応していない．Ludwig 型モデル（Longini
and Koopman 型モデルとも呼ぶ）は家庭内伝播とコミュニティ伝播を明確に区別して
推定できるが，感染者を有するある家庭の観察は他の家庭の観察と独立であることを暗
に想定している．Ball 型モデルは Ludwig 型モデルの想定に加えて家庭間の感染の従
属性を想定しているが，その流行閾値が集団全体の家庭の世帯人員数や家屋数の分布に
依存するために，最終規模のみを基に Ball 型モデルのパラメータを推定することは難
しい．
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確率を明示的に分けて推定できる上に，連鎖型二項分布モデルの持つ問題点を合理的に解決し
ている．しかし，モデルの構築過程においてコミュニティと家庭内の伝播が独立であることを
想定したことに注意しなければならない．すなわち，ある感染者を特定の家屋で観察すること
は，別の家屋における感染者の観察と独立であることを想定しており，（本稿の導入時に説明
した）最も重要な感染症疫学の特徴である非線形の流行動態（動的な新規感染の振る舞い）に対
応していない．よって，家庭内の感染確率は（一定の想定を受け入れた上で）感染性期間を推定
する目的などに有用かも知れないが，得られた全ての推定値に関する疫学的解釈を与えること
は困難であることを示唆している．
ちなみに，コミュニティの感染確率は（想定が妥当と仮定した上で），最終規模に関する観

察情報に加えて集団の総人口N が明らかな場合に，更なる疫学的解釈を与える．最終規模を
z(0≤ z ≤ 1)とすると，1つの流行における総感染者数は zN である．ここで，1人の感染者が
生み出すコミュニティにおける 2次感染者数の平均値（これをコミュニティ再生産数と呼んで
おく）が Rc とすると，コミュニティにおいて感染を引き起こす総接触回数は zNRc で与えら
れる．すると，その集団に属する個体がコミュニティで感染を経験するであろう累積リスクは
zRc であるから，コミュニティで感染を回避する確率は qe = exp(−zRb)で与えられる．つま
り，Bを利用してコミュニティでの感染回避確率とコミュニティ再生産数との関係を利用した
議論を展開することは困難ではない．
ただし，家庭内の伝播頻度が高い感染症を考える場合，コミュニティ再生産数はそれだけで

流行閾値を与えるものでなく，家庭内伝播も明示的に考慮しなければならない．コミュニティ
再生産数だけを用いて集団全体の最終規模を明示的に検討することは困難であるが，家庭の内
外における伝播の異質性を明確に捉えたモデルを利用すれば流行閾値や最終規模の問題を議論
することが可能である．それを実現したのが図 5の Ball型モデルである（Ball and Becker, 2006;

Ball and Lyne, 2002a; Ball et al., 1997）．明示的に家庭間の従属性（コミュニティでの接触）を考
慮したモデルを理解するために，その構造の基礎と家庭間再生産数の導出方法をみていこう．

4.2 家庭間再生産数
まず，Becker and Dietz（1995）に従って，興味の対象である人口集団を家屋に分けて考える．

nを家庭のサイズ（家族構成員数）とし，mn はサイズ nの世帯数だとする．最大の家族構成員
数を nmax とすると，m =

∑nmax
k=1 mk および N =

∑nmax
k=1 kmk は，それぞれ総世帯数および総

人口である．この集団において時刻 t = 0に初期感染者の侵入が起こった場合を考えよう．議
論を単純化するため，流行開始前に全ての個体は感受性を有するとする．感染者は感染性期間
を表すランダム変量 TI に従って分布しているとする．
感染性期間の間，1人の感染個体はコミュニティで感受性個体と接触（global contact）を経験

し，感染率 λG/N のポアソン過程に従って 2次感染を起こす．また，同感染個体は家庭内で感
受性個体と接触（local contact）を経験し，それは感染率 λL のポアソン過程に従うものとする．
感染を引き起こす接触を説明する全てのポアソン過程および感染性期間を説明するランダム変
量は各個体内および個体間で独立であるとする．感受性宿主は感染を経験すると直ちに感染性
を獲得するものとする（感染待ち時間を無視する）．つまり，いま興味の対象は流行閾値と最終
規模であり，それらは感染待ち時間の長さに独立であることから（Ma and Earn, 2006），ここ
では現実的な感染待ち時間の長さは無視してしまうことにしよう．
流行閾値の問題を議論する場合，集団全体で個体が均質な接触を経験することを想定する

モデル（SIR型モデルなど）と同様に，流行初期に感受性宿主の減少を近似的に無視できる期間
を対象にした線形モデルを考えるとわかりやすい．つまり，総世帯数mが十分に大きく，コ
ミュニティ内におけるある接触相手が既に感染者を有する家庭に属する者である確率が十分に
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小さいと想定しよう．よって，流行初期にコミュニティ接触の全てが感受性個体のみを有する
家庭に属する者に起こることを近似的に想定できるとする．このとき，感染者数の増殖は分岐
過程で説明される．ここで線形近似を満たす流行初期において，典型的な感染者を有する家庭
から感受性宿主のみを有する家庭へと 2次感染が起こる家庭間の伝播数（2次感染家庭数）を R

とする．Rは，コミュニティでの接触回数（従って，家族構成員数の集団内の分布）によって特
徴付けられる，子孫の分布（offspring distribution）を与えるランダム変量である．このとき，期
待値 R∗ = E(R)はモデルの閾値パラメータである．つまり，総世帯数mが十分に大きいとき，
R∗ > 1の場合のみ（超臨界の場合のみ），非ゼロの確率で大規模流行が生じる．従来の個体群
モデルにおける R0 が（全ての者が感受性を有する集団において）1 人の感染者が生み出す 2次
感染者数の平均値と解釈できるのに対して，R∗ は（全ての家屋が感受性個体のみからなる集団
において）1つの感染家庭が生み出す 2次感染家庭数の平均値である．これを家庭間再生産数
（household reproduction number）と呼ぶ．
閾値パラメータ R∗ は以下のようにして導出することができる．対象集団における家族構成

員（サイズ）nの世帯数の総世帯数に対する割合を αn = mn/mとし，コミュニティでの接触が
n人家族に属する 1人の個体に起こる確率を α̃n = nmn/N とする．感受性を有する者のみから
なる n人家族の全てについて，コミュニティにおける接触を完全に無視した場合，n人家族の
家庭内で期待される最終規模の平均値を µn(λL)とする．一方で，コミュニティにおいては，1

人の感染者が平均 E(TI)の感染性期間の間に率 λG で接触を経験することから，1つの感染家
庭から生じるコミュニティ接触回数の合計は，µn(λL)λGE(TI)で与えられる．さらに，それぞ
れのコミュニティ接触は，対象とする人口においてランダムに選出された個体との間で起こる
（以上のことを全ての家庭サイズ nについて考えなければならない）．よって，

(4.1) R∗ =

nmax∑
n=1

α̃nµn(λL)λGE(TI)

で家庭間再生産数が与えられる．ここで，n人家族の家庭内最終規模の平均値を表す µn(λL)

は，第 3節で議論した（コミュニティ感染を無視した場合の）家庭内感染の最終規模と概念的に
同じものであり

(4.2) µn(λL)= n −
n∑

k=0

(
n

k

)
βk(λL)Φ(λLk)n−k

で与えられる．ここでΦ(θ) =E(exp(−θTI))は感染性期間 TIのモーメント母関数であり，βk(λL)

は以下の解より得られる家庭内感染確率の指標である：

(4.3)
k∑

i=0

(
k

i

)
βi(λL)Φ(iλL)k−i = k.

本稿の第 2節と第 3節で最も基本的なモデルを既に議論したので，それよりも複雑な式（4.2）と
（4.3）の導出方法を省略するが，これらの詳細は Ball（1986）および Ball et al.（1997）を参考に
していただきたい．
ここで，式（4.1）で与えられる家庭間再生産数R∗と個体レベルで定義される基本再生産数R0

の関係を考えよう．式（4.1）から明らかな通り，R∗ は集団内の家屋数や家族構成員数の分布に
影響を受けるため，それらの現実的な分布を利用するときは R∗ と R0 の関係は数値的にしか
比較することができない．しかし，極端な例において，集団が理論的に単一サイズの家族構成
員を有する家庭のみで構成される場合，R0と R∗ を解析的に比較することが可能である．最も
単純な例として，集団における家族構成を全て無視できる場合を考えてみよう．つまり，全て
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の家屋における家族構成員数が n = 1と想定することによって，全ての個体が均質な接触を経
験するモデルにおける R0 と R∗ の関係を解析的に検討することができる．このとき

(4.4) R0 =λGE(TI)

であることは明らかだから（Heesterbeek and Dietz, 1996），

(4.5) µ =

nmax∑
n=1

α̃nµn(λL)

とすれば R∗ = R0µである．µは家庭内伝播の影響に伴う閾値パラメータの増幅係数と解釈す
ることができるだろう．ここで，式（4.4）の R0の解釈は「全ての家庭がサイズ 1のとき」の R0

として単純な関係が与えられていることに注意しよう．同様に，集団の全てが n人家族で構成
されるとすると，その集団全体で家庭内の接触は (n − 1)λL の率で起こり，コミュニティの接
触は λGの率で独立に起こる．これらが平均 E(TI)の感染性期間だけ続くのだから，「全ての家
庭がサイズ nのとき」の R0 は

(4.6) R0 = (λG + (n − 1)λL)E(TI)

で与えられる．ここで，λ′
L =(n−1)λLとし，感染性期間 TIは定数で 1日（よってΦ(θ) = exp(−θ)

を得る）と想定すると，R0 と R∗ の関係を λ′
L と λG の関数として感度分析することができる．

家族構成員 n≥ 2の人口において，λLが十分に小さい範囲では臨界的なレベルR∗ = 1がR0 = 1

とほぼ一致する（Ball and Lyne, 2006; Ball et al., 1997; Becker and Dietz, 1995）．しかし，式
（4.4）の極端な例からわかるように，家族構成員数 nが極端に小さい家庭ばかりで構成される集
団では，R0 > 1と R∗ > 1は一致しないことを覚えておこう．R0 と R∗ の関係だけでなく，流
行時刻 tの関数で与えられる閾値パラメータの 1つである実効再生産数（effective reproduction

number; R(t)）を考える場合も，同様の方法で R(t)と R∗(t)の関係が得られることが知られて
いる（Fraser, 2007）．
一方で，このモデルにおける最終規模はどうだろうか．R0 と同様に，最終規模も家族構成

員や家屋数の分布に影響を受けるため，現実の家族構成員や家屋数に関する統計データを利用
する場合は最終規模の分布を解析的に明らかにすることが難しい．しかし，第 4.1節でコミュ
ニティ再生産数について議論したように，最終規模 zに関する近似的な議論は可能である．こ
こで Knをサイズ nの家庭で最終的に感染を経験する者の数を表すランダム変量とする．よっ
て，流行終息後にサイズ nの家庭からランダムにある個体を選んだとき，選ばれた個体が感染
を経験した者である確率は E(Kn)/nである．ここで，E(Kn)を議論するために流行の非線形
性を一時的に無視する．つまり，流行を通じて単位時間当たりに感染者が存在する確率は人口
全体の最終規模 zと総人口N および平均感染性期間を利用して zNE(TI)であると近似する（感
染性宿主の有病割合を時刻に対して平均することと同じ手続きをしている）．よって，ある個
体がコミュニティ感染を免れる確率 πは

(4.7) π = exp

(
−λG

N
zNE(TI)

)
= exp(−λGzE(TI))

である．異なる複数の個体がコミュニティ感染を逃れる確率は近似的に独立であることから，
Kn は 1つの家屋における流行の最終規模分布に近似される．つまり，

(4.8) E(Kn) =
n∑

k=1

(
n

k

)
(1 − π)kπn−kµn−k,k
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である．ここで µn,a とは Reed-Frost型モデルの一般化で議論したときと同様に，a人の初期
感染者が n人家族に侵入したときの家庭内の最終規模の平均値である．よって，興味の対象と
する集団全体の最終規模 z は以下を満たす：

(4.9) z =
∞∑

n=1

α̃nn−1
n∑

k=1

(
n

k

)
(1 − π)kπn−kµn−k,k.

これは非線形モデルから与えられる明示的な解ではないが，式（4.7）と（4.9）は最終規模 z に関
して近似的な示唆を与える（Ball and Lyne, 2002a; Ball et al., 1997）．ちなみに，上述した R∗
と R0 の関係に関する議論と同様，ここで対象集団における全ての家庭が家族構成員 1人のみ
で構成される極端な例を考える．すると，式（4.7）と（4.9）は以下に単純化される：

z = 1 − exp(−λGE(TI)z)(4.10)

= 1 − exp(−zR0).

これは集団内の全ての個体が均質に接触することを想定したときの最終規模方程式（final size

equation; 1つの流行における最終規模と伝播能力との関係を表す方程式）に一致する（Ma and

Earn, 2006）．
最後に，家庭間再生産数を利用した効果的なワクチン接種戦略の基礎的な考え方についてみ

てみよう．Ball型モデルと称される家庭内・家庭間伝播モデルは家庭間再生産数の導出や最終
規模の複雑な問題の議論だけでなく，閾値定理（再生産数が 1を上回るか否かによって大規模
流行の確率が非ゼロか否かを決定する定理）を利用した効果的なワクチン接種戦略の提案に有
用であることがよく知られている（Ball and Becker, 2006; Ball and Lyne, 2002b, 2006; Ball et

al., 2004a, 2004b; Becker and Hall, 1996）．まず式（4.1）を以下のように書き換える：

(4.11) R∗ = λGE(TI)
∞∑

n=1

α̃nµn

= λGE(TI)
∞∑

n=1

nmn

N
µn

=
λGE(TI)

N

m∑
k=1

nkµnk .

ここで世帯数mは 1,2, . . . ,mとラベルしているが，これは対応する家族構成員数 n1,n2, . . . ,nmに
対応している．ここでワクチン接種によって，感受性宿主の数が nk人から n′

k人（k = 1,2, . . . ,m）
に減少したときを考えよう．つまり，集団内のワクチン接種者の総数 Nv が

(4.12) Nv =
m∑

k=1

(nk − n′
k)

の場合を考える．このとき，ワクチン接種を実施した集団における閾値パラメータ Rv は

(4.13) Rv =
λGE(TI)

N

m∑
k=1

n′
kµn′

k

で与えられることは式（4.11）より明らかである（Ball and Lyne, 2002a, 2002b）．つまり，如何に
効果的なワクチン接種戦略を行なうかは，Rv を 1未満にする（あるいは少なくとも Rv を最小
にする）n′

k の分配手段を考察することによって議論することができる．実際にはワクチン接種
の生物学的効果は個体の感受性を低下させるだけでなく，仮に感染しようともワクチン接種が
感染性を減弱させることもあり（Becker et al., 2003, 2006），更なる議論の発展は未だ開発途上
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の段階にある．具体的な研究例として，Ball and Becker（2006）および Ball and Lyne（2002b,

2006）が詳しいので参考にしていただきたい．

5. 考察

本稿は家庭内伝播に関する基礎的な考え方を養うために，歴史的発展から最近の研究に至る
まで，関連するモデルの構造と観察データとの関係を明らかにしながら，家庭内伝播の確率モ
デルの基礎について簡潔に解説した．特定の家族構成員の家庭で観察された最終規模を明示的
に分析することが可能なモデルについては，歴史的な疫学データを分析しつつ議論したが，本
稿では推定値そのものよりもモデル自体の考え方とモデル構造の違いを明らかにすることに焦
点を絞って議論した．連鎖型二項分布モデルは 1人あるいは複数の初期感染者が侵入した家庭
内における流行連鎖（家庭内における個体間の伝播）を感染世代毎に考えるモデルであり，多項
分布の期待値と尤度方程式の導出が容易である．Reed-Frost型および Greenwood 型モデルの
基礎的な仕組みを議論したが，これらのモデルは初期感染者の侵入後にコミュニティにおける
感染者の更なる侵入に対応していないことや，感染待ち時間に対して感染性期間が十分に長い
場合に異なる感染世代の感染性宿主が同時刻に重複して存在することなどの問題点を有する．
Ludwig型モデルは最終規模の分布のみを描写する確率モデルであり，コミュニティ感染確率
と家庭内 2次発症割合を同時に推定することができる上に，連鎖型二項分布モデルの有する問
題点を合理的に解決したものである．しかし，同モデルはコミュニティ感染確率と家庭内感染
確率が独立であると暗に想定しており，言い換えるならば（コミュニティの感染確率を議論し
ているにも関わらず）1つの家庭における観察は他の家庭における観察と独立であることを想
定していることを議論した．よって，コミュニティ感染確率が高い感染症を扱う場合，異なる
家庭間の従属性を明示的に考慮した Ball型モデルを利用することが望ましい．Ball型モデル
の基本構造は分岐過程によって描写され，家庭間再生産数と効果的なワクチン接種戦略を議論
するのに役立つ．ただし，特殊な家族構成員数の分布を除いて，基本再生産数や集団全体の最
終規模を解析的に明らかにすることが難しいことを議論した．
この総説を通じて読者の方々に伝えたいことは，家庭内伝播に関する考え方とデータの見方

の理論的基礎である．本稿は「どのモデルがどの感染症に最も有用か」ということを議論した
わけではなく，また，「どの感染症のコミュニティ感染確率が高いのか」を定量的に明らかにし
たわけでもない．それよりも，モデルの背景にある想定と構造自体の考え方について，歴史的
発展を踏まえて網羅的に仕組みをシェアしていただきたいと感じたことが本稿執筆の動機であ
る．よって，例えば，今日では既に Reed-Frost型モデルは有用でない，と主張しているわけで
はないことに注意していただきたい．現に，Greenwood型モデルも含めて連鎖型二項分布は未
だ多くの事例で応用されているし，さらには家庭内伝播だけでなく一般的な流行に対する反復
方程式の新たな発展も数多く提案されている（Daley and Gani, 2001; Ferrari et al., 2005）．ま
た，Ludwig型モデルが連鎖型二項分布モデルよりも必ずしも有用なわけではないことにも注
意していただきたい．推定されるパラメータの疫学的意味合いも異なることから，「連鎖型二
項分布モデルの想定が妥当でない場合に Ludwig型モデルを用いる必要性がある」のような思
考によって応用事例を考えることも不適切である．また，Ball型モデルによって最終規模を数
値的に分析することが最良の結果に繋がるわけではないことにも注意しよう．そういった妥当
性に関する細かな議論よりも，むしろ常に「最も現実を合理的に捉えることができる手段は何
か」と「いま扱っているモデルは目的とする疫学的情報の推定値を与えるか」を吟味すること
のほうが重要である．そのためには，観察データを扱う際には必ず各モデルの想定を吟味する
必要があり，モデルが現実的な感染現象を捉えているかを判断する材料の 1つとしてモデルの
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構造と特徴を理解しておくことが欠かせない．本稿がこの点を改善するための基礎資料となれ
ば幸甚である．
感染症の数理モデルには「ベストの手法」がない．余りにも単純で均質な接触を想定する個

体群動態モデルは現実的な感染症伝播を反映しないが，豊富な解析的情報を与える点で流行メ
カニズムを理解する示唆に富む．一方で，様々な現実性を詳細に反映した大規模シミュレー
ションは具体的な感染症の流行を数値的に分析することに有用ではあるが，一方で解析的な示
唆は得られないし，定性的な流行の振る舞いを理解せずしてシミュレーションを実施すると不
適切な結論を導いてしまう危険性もないわけではない．データの種類と目的に応じて臨機応変
に技術を使い分けなければならないのが現状であるが，そのためにはモデル構造と理論的特徴
を理解することに加えて「感染症がどのような振る舞いによって流行するのか」を見る目を養
わなければならない．この点で，感染症の家庭内伝播は，実際の流行において伝播の異質性を
特徴付ける最も重要な一側面に着眼したテーマであり，数値的だけでなく解析的にも明示的に
分析することが可能な課題である．家庭内伝播のモデルには未だ解決していない問題も多く，
豊富な発展性と様々な応用の示唆を与える．
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Stochastic Models for Analysis of Household Transmission Data:

Examining Human-made Transmission Experiments

Hiroshi Nishiura
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To date, various epidemiologic models have been proposed for analyzing infectious
disease data, most notably, based on branching processes, birth-death processes and
spatially-structured contact processes. To appropriately quantify the transmission dynam-
ics using the observed data, the model has to capture crucial elements of the heterogeneous
patterns of transmission. Household transmission plays a key role in characterizing the
most important aspects of heterogeneities for many directly transmitted diseases. House-
hold transmission can be deemed a human-made experiment where all family members
experience close contact. This article reviews essential pre-requisites of the data analysis
and several applications of household transmission models to the data, specifying each of
the epidemiologic assumptions and offering detailed insights into the actual mechanisms
of household transmission. In particular, it focuses on two topics: a probability model
for the analysis of final size distribution in households and another transmission model
for deriving the household reproduction number, a threshold parameter of an epidemic.
Whenever a household transmission model is employed to estimate key epidemiologic pa-
rameters, it is critical to assess the validaty and reality of underlying assumptions with
respect to disease and data.
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