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チューブの体積と正規確率場の最大値の分布

栗 木 　 哲
竹 村 　 彰 通

1 はじめに

1.1 多様体上の正規確率場

M̃ を向きづけ可能な多様体とし，その上で定義された実数値確率場 X(p), p ∈ M̃ を考える．こ
こではとくに連続で滑らかなサンプルパスを持つ正規確率場 (Gaussian random field) で，その 1

次元周辺分布が標準正規分布 (各 pで X(p) ∼ N(0, 1)) であるものを扱う．共分散関数を r(p, q) =

Cov(X(p), X(q))とおく．r(p, q)が p = qの近傍で十分に滑らかならば，サンプルパスは確率 1で滑
らかとなり，その微分場∇X, ∇2X などが正規確率場として定義される．ブラウン運動やOrnstein-

Uhlenbeck過程などはここでは考えない．M̃ は，点 pにおいて計量

gij(p) = Cov(Xi(p), Xj(p)) =
∂2r(p, q)
∂ti∂sj

∣∣∣
p=q

(1.1)

が付与されていると考える．ここで t = (ti), s = (si)を点 p, q の局所座標としXi(p) = ∂X(p)/∂ti

とおいた．計量 (1.1) は次のような考えに基づく．
ξ1, ξ2, . . .を独立に標準正規分布N(0, 1)に従う確率変数列とする．一般に平均 0の正規確率場は，

共分散関数から定義される再生核ヒルベルト空間 (RKHS) の正規直交基底 {ψk}k≥1 により

X(p) =
∞∑

k=1

ξkψk(p) (1.2)

と表現される ([ 2 ], Theorem 3.7)．ただし分散が 1であるので
∑∞

k=1 ψk(p)2 = 1である．ψ(p) =

(ψk(p))k≥1 とおく．いま写像 p �→ ψ(p)が M̃ から �2 への滑らかな単射を与える場合，�2 の内積に
よって，M̃ に計量が gij(p) =

∑∞
k=1(∂ψk(p)/∂ti)(∂ψk(p)/∂tj)，すなわち (1.1) の形で誘導される．

M を M̃ のコンパクトな部分多様体とする．本稿では，このような正規確率場の部分集合M にお
ける最大値の分布 (上側裾確率)

P
(
max
p∈M

X(p) ≥ c
)

(1.3)

を cが大きいときに近似する方法について解説する．基本的な方針は，M の積分幾何学的な量を用い
て (1.3) の近似式を与えるというものである．
なお (1.2) は，いわゆる Karhunen-Loève展開 (KL展開) を特殊な場合として含む表現である

([ 2 ]) が，簡単のためここではこれをKL展開とよぶことにする．
1.2 チューブ法とオイラー標数法

正規確率場の最大値分布 (1.3) を評価するための方法として，チューブ法 (tube method) とオイ
ラー標数法 (Euler characteristic heuristic) が知られている．本稿では，著者 ([25], [28], [41], [42])，
J. Taylor, R. Adler ([43], [ 5 ])，ならびに [44] の結果を中心に，この 2つの方法について紹介する．
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2章はチューブ法についての解説である．ここでチューブとは，球面上管状近傍のことを指す．統計
学者の H. Hotelling [14] は，ある種の非線形回帰モデルにおける尤度比検定の有意確率とチューブの
体積との対応を指摘し，球面上の曲線のまわりのチューブの体積公式を具体的に与えることによって
有意確率の計算を行った．H. Weyl [46] はその結果を一般次元の場合へ一般化した．Hotelling-Weyl

の定理は，微分幾何学の発展の歴史のなかで役割を担うことになる ([22], [12]) が，統計学において
は長い間注目されることはなかった．比較的最近になって，Knowles-Siegmund [21]，Sun [37], [38]

はKL展開 (1.2) が有限項で打ち切られる場合には，正規確率場の最大値の確率計算 (1.3) がチュー
ブの体積評価に帰着することを指摘し，統計学への応用をいくつか与えた．この方法がチューブ法で
ある．
本稿のもう一方の主題であるオイラー標数法については，3章で説明する．時刻 tを添字とする確
率過程X(t), t ∈ T ⊂ Rが滑らかなサンプルパスを持つとき，そのグラフ (t,X(t))が t軸に平行な直
線X(t) = cを下から上へと横切る回数 (upcrossing) の期待値が評価できる ([20], [ 7 ])．cが大きい
ときに，その回数の期待値を確率過程の最大値の上側裾確率 P

(
maxt∈T X(t) ≥ c

)
の近似として用い

ることが，信号処理などの分野で古くから行われていた．その方法の多次元への一般化として，Adler

と A. M. Hasofer ([ 4 ], [13], [ 1 ] など) により提案され，Worsley ([48], [49] など) によって整理，
実用化された方法論がオイラー標数法である．
チューブ法とオイラー標数法の関係は当初は明確ではなかった ([ 3 ]) が，著者 [25], [41] によっ
て，有限KL展開を持つ正規確率場の場合には，両者は同一であることが示された．オイラー標数法
はチューブ法よりも汎用的な方法であり，数学的にはチューブ法はオイラー標数法に含まれるもので
あるといってよい．しかしながらチューブ法は多変量解析への応用を多く持つこと ([28], [29], [23])，
またチューブ法による幾何学的な描像が具体的であり，チューブ法の誤差評価法の類似がオイラー
標数法に対しても適用できることから，ここでは分けて説明する．オイラー標数法の最新の結果は，
Adler-Taylor [ 5 ] の近刊にまとめられている．
ところで統計学において，確率場の最大値分布の計算の需要は大きい．各点 pについてX(p)が検
定統計量に対応する場合，(1.3) は多重検定における多重性調整 p値に対応する．また錐を対立仮説
とする検定問題において，尤度比検定統計量の漸近帰無分布は平均 0, 分散 1の正規確率場の最大値の
分布となり，チューブ法の適用範囲となる ([40], [31])．この場合を含めて，特異モデル (局所錐型モ
デル) とよばれるクラスの非正則パラメトリック統計モデルにおいて，尤度比の漸近分布が正規確率
場の最大値の分布となることが知られている ([ 8 ], [11])．そもそも Hotelling の非線形回帰モデルは
特異モデルの典型例であった．これらの仮説検定の文脈では，上側裾確率 (例えば上側 5%点) が必
要となるので，cが大きいときに成り立つ近似は有用である．

4章で統計学への応用例を 2つ紹介するが，それ以外の例については [29], [11], [24] を参照のこと．
チューブ法，オイラー標数法に密接に関連する他の話題としては，同時信頼領域の改良 ([33]，[17],

[39])，離散チューブ法 ([34], [35], [36]) がある．

2 チューブ法

2.1 チューブの体積と最大値の分布

KL展開が有限の n項で打ち切られる場合，問題の標準形を次のようにおくことができる．S
n−1 =
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S(Rn)を R
n の単位球面とし，M ⊂ S

n−1 を閉部分集合とする．ξ = (ξ1, . . . , ξn)を各成分が独立に
標準正規分布に従う確率ベクトルとする．(ξ ∼ Nn(0, In)と表す．) 〈·, ·〉を R

nの標準的内積とする．
問題は，正規確率場X(p) = 〈ξ, p〉, p ∈ M の最大値の分布

P
(
max
p∈M

〈ξ, p〉 ≥ c
)

(2.1)

を求めることである．これは 1章の説明において，ψ(M), ψ(M̃)をM , S
n−1とおくことに相当する．

S
n−1 の点で，M からの大円距離が一定値 θ以下の点の集合

Mθ =
{

q ∈ S
n−1 | dist(q, M) ≤ θ

}
, dist(q,M) = min

p∈M
cos−1〈q, p〉

を，M を中心とする半径 θのチューブ (球面チューブ) という．n次元標準正規分布 ξ ∼ Nn(0, In)

においては，その “長さ”‖ξ‖ と “方位”ζ = ξ/‖ξ‖ は独立に分布し，とくに ζ は球面上の一様分布
Unif(Sn−1)に従う．このことから

P
(
max
p∈M

〈ξ, p〉 ≥ c
)

= E

[
P
(
max
p∈M

〈ζ, p〉 ≥ c

‖ξ‖ | ‖ξ‖
)]

= E

[
P
(
dist(ζ, M) ≤ cos−1

( c

‖ξ‖
)
| ‖ξ‖

)]

=
1

Vol(Sn−1)
E
[
Vol
(
Mcos−1(c/‖ξ‖)

)]
, (2.2)

ただし Vol(·)は n − 1次元体積である．もし，チューブの体積 Vol(Mθ)が任意の半径 θ について与
えられていれば，それを一回積分する (すなわち ‖ξ‖の分布で期待値をとる) ことによって最大値の
上側確率 (2.1) が得られる．さらに ‖ξ‖の 2乗は自由度 nのカイ 2乗分布に従うことから，この期待
値を積分で書き下して若干の式変形を行うと

P (maxp∈M 〈ξ, p〉 ≥ c)

cne−c2/2
=

1
2(2π)n/2

∫ ∞

0

Vol(Mcos−1(1/
√

η+1))(η + 1)n/2−1e−c2η/2dη

となる．これよりVol(Mθ)と上側確率 (2.1) が実質的にラプラス変換・逆変換の関係にあり，両者は 1

対 1であること，また θ ↓ 0のときのVol(Mθ)の漸近挙動と，c ↑ ∞のときの上側確率 (2.1) の漸近挙
動とが対応することがわかる．次節で示すように，半径 θが小さい範囲ではチューブの体積 Vol(Mθ)

は計算が容易である．その情報を用いて最大値の上側確率の c ↑ ∞の裾確率の近似を与えるというこ
とが，チューブ法の基本的な考え方である．

2.2 チューブ体積の評価

チューブMθ の体積を求めるために，M に関する条件をおく．チューブ法の，とくに多変量解析へ
の応用を考えるとき，添字集合M として線形不等式や行列の半正定値制約，あるいはそれらの組み
合わせによって定義される複雑なものを取り扱う必要がある ([26], [23])．それらへの応用を念頭にお
いて，“境界のある多様体”を拡張する形で “区分的に滑らかな多様体”を定義する ([41])．
仮定 1 M はm次元 C2 閉多様体，もしくは区分的に滑らかなm次元コンパクト C2 多様体とす

る．ここでM が区分的に滑らかなm次元 Cr 多様体であるとは，
(i) M は排反な分割M =

⊔m
d=0 ∂Md (∂Mm �= ∅) を持ち，各 ∂Md は有限個の連結成分を持つ d
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次元 Cr 多様体，かつ
(ii) M は各点 p ∈ ∂Mdの近傍で閉凸錐 R

d × K (K ⊂ R
m−dはプロパーなm − d次元閉凸錐) の

原点近傍と Cr 微分同相，であることをいう．
区分的に滑らかな多様体M の境界と内点は，それぞれ ∂M =

⊔m−1
d=0 ∂Md, intM = ∂Mmである．

仮定 1 (ii) では，とくにK が凸錐であることを要請している．この仮定より，M はその各点 pで
つねに凸の接錐 SpM を持つ．M ⊂ S

n−1 なので，S
n−1 の点 pにおける接空間を TpS

n−1 = {v ∈
R

n | 〈v, p〉 = 0} とおくとき SpM ⊂ TpS
n−1 である．

接錐 SpM の，接空間 TpS
n−1 における双対錐 (法錐) を

NpM = {v ∈ TpS
n−1 | 〈v, u〉 ≤ 0, ∀u ∈ SpM}

とおく．直和分解 TpS
n−1 = SpM ⊕ NpM に注意する．

qをM に含まれない S
n−1 の点とする．minp∈M dist(q, p) を達成する p = pr(q)を “qのM への

射影”とよぶ．各 q ∈ S
n−1 \ M は，p = pr(q), ψ = dist(q, p), v = (q − p cos ψ)/ sin ψとおき

q = p cos ψ + v sin ψ, v ∈ S(NpM) (ただし S(NpM) = NpM ∩ S
n−1)

と表すことができる．
qがM から離れていない点の場合には pr(q)が一意に存在するが，M から離れている場合には，q

から等距離の異なる 2点 p, p′ ∈ M が距離の最小値を与える可能性がある．pr(q)の一意性を保証す
る距離の最大値は臨界半径とよばれる．
定義 1 (臨界半径) Mθ \ M の任意の点 qが

q = p cos ψ + v sin ψ, p ∈ M, v ∈ S(NpM), ψ ∈ (0, θ]

と一意に表されるとき，“チューブMθ は自己交差しない”という．チューブが自己交差しないような
半径 θの上界

θc = sup{θ ≥ 0 | Mθ が自己交差しない }

をM の臨界半径 (critical radius, reach) という (図 1)．

M

M

図 1：臨界半径を半径とするチューブ

定理 1 ([42]) M ⊂ S
n−1 が仮定 1を満たすとき，その臨界半径 θc は正である．

定義 1より，θ < θcの範囲でチューブMθ は自己交差しない．また q ∈ Mθ \M は，3つ組 (p, v, ψ)
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によって一意に表現できる．この 3つ組は，qのチューブ座標 (フェルミ座標) という (図 2)．

Md
p

q

0

v

図 2：チューブ座標 (フェルミ座標)

チューブ座標への変換 q ↔ (p, v, ψ) のヤコビアンは以下のように与えられる．
補題 1 ([27], [41]) q ∈ Mθ \ M のM への射影先が p = pr(q) ∈ ∂Md であるとする．

dSn−1(q) = det(Id cos ψ + Hp(v) sin ψ) sinn−d−2 ψ dMd(p) dψ dSn−d−2
p (v). (2.3)

ここで dSn−1(q)は S
n−1 の qにおける体積要素，dMd(p)は ∂Md の pにおける体積要素，

dSn−d−2
p (v)は S(NpM)の v における体積要素，また d × d行列 Hp(v)は，∂Md の pにおける第

2基本形式の v 成分で，その (i, j)成分は，pにおける正規座標系 p = φ(t), t = (ti)1≤i≤d によって
〈−∂2φ/∂ti∂tj , v〉|p と定義される．
式 (2.3) の dSn−1(q)を p ∈ ∂Md, v ∈ S(NpM), 0 ≤ ψ ≤ θ の範囲で積分し，さらにすべての d

で足し合わせることにより，臨界半径よりも小さい半径のチューブの体積を得る．
定理 2 (チューブの体積, [41]) 0 ≤ θ ≤ max(θc, π/2)のとき

Vol(Mθ) =
m∑

d=0

∫
∂Md

dMd(p)
∫

S(NpM)

dSn−d−2
p (v)

∫ θ

0

dψ

× det(Id cos ψ + Hp(v) sin ψ) sinn−d−2 ψ

= Ωn

m∑
e=0

wm+1−eB̄(m+1−e)/2,(n−m−1+e)/2(cos2 θ). (2.4)

ここで Ωn = Vol(Sn−1) = 2πn/2/Γ(n/2)，

wm+1−e =
1

Ωm+1−eΩn−m−1+e

m∑
d=m−e

∫
∂Md

dMd(p)
∫

S(NpM)

dSn−d−2(v) trd−m+eHp(v),

trl は行列の固有値の l次基本対称式 (例えば tr0A = 1, tr1A = tr A, trdA = det A)，また

B̄a,b(c) =
Γ(a + b)
Γ(a)Γ(b)

∫ 1

c

(1 − t)a−1tb−1dt

はパラメータ (a, b)のベータ分布の上側確率である．
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式 (2.4) の 2番目の等号は，行列式の展開公式 det(Id + A) =
∑d

l=0 trlA より従う．
上で得られたチューブ体積公式は，半径 θが小さいときにのみ正しく体積を与えるものである．こ
のチューブ体積公式が，すべての θについて正しい値を返すものとみなして，機械的に (2.2) を適用
してしまう方法がチューブ法である．(2.4) において θ := cos−1(c/‖ξ‖)とおき，‖ξ‖2 ∼ χ2

n につい
て期待値をとると以下を得る．
定理 3 (チューブ法近似, [41]) 正規確率場の最大値の上側確率 (2.1) のチューブ法近似は

P̂
(
max
p∈M

〈ξ, p〉 ≥ c
)

=
1

(2π)n/2

m∑
d=0

∫
∂Md

dMd(p)
∫

S(NpM)

dSn−d−2
p (v)

×
∫ ∞

c

dr

∫ ∞

0

ds e−(r2+s2)/2 det(rId + sHp(v))sn−d−2

=
m∑

e=0

wm+1−eḠm+1−e(c2) (2.5)

で与えられる．ただし

Ḡν(c) =
1

2ν/2Γ(ν/2)

∫ ∞

c

tν/2−1e−t/2dt

は自由度 ν のカイ 2乗分布の上側確率である．(確率測度 P の近似という意味で記号 P̂ を用いた．)

ここで提案されたチューブ法近似が，正規確率場の最大値の上側裾確率のよい近似を与えているこ
とを，これから順に確認してゆく．

2.3 臨界半径の評価

ここでは臨界半径 θcの評価法を与える．このことを通して，正確なチューブ体積公式を与える．こ
こで説明する誤差評価の議論は，Taylor, et al. [44] がより一般的な設定で展開しているものである．
各 p ∈ M について，pを射影先に持つ点の集合

pr−1({p}) = {q ∈ S
n−1 | p = pr(q)}

の形を特定したい．q = p cos ψ + v sin ψ (v ∈ S(NpM)) と書けていた．pは qから距離最小のM の
点なので dist(q, p′) > dist(q, p), ∀p′ ∈ M \ {p}. これを変形して

cot ψ >
〈v, p′〉

1 − 〈p, p′〉 , ∀p′ ∈ M \ {p}.

これより，pr(q) = pならば ψ = cos−1〈q, p〉は

ψ ≤ θc(p, v), ただし cot θc(p, v) = sup
p′∈M\{p}

〈v, p′〉
1 − 〈p, p′〉

を満たす．逆に ψ < θc(p, v)ならば，任意の v ∈ NpM について q = p cos ψ + v sin ψで定まる qに
ついて pr(q) = pである．以上から{

p cos ψ + v sin ψ | v ∈ S(NpM), 0 ≤ ψ < θc(p, v)
}

⊂ pr−1({p})

⊂
{

p cos ψ + v sin ψ | v ∈ S(NpM), 0 ≤ ψ ≤ θc(p, v)
}

.
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最左辺と最右辺の差は測度 0なので， (2.4) において ψ の積分範囲を ψ < θc(p, v) に限定すること
によって，半径が θc をこえるチューブであっても重なりなく (自己交差することなく) 積分すること
ができる．
定理 4 (正確なチューブの体積, [42])

Vol(Mθ) =
m∑

d=0

∫
∂Md

dMd(p)
∫

S(NpM)

dSn−d−2
p (v)

∫ θ

0

dψ

×1{ψ<θc(p,v)} det(Id cos ψ + Hp(v) sin ψ) sinn−d−2 ψ.

ここで 1{·} は，0, 1の値をとる指示関数である．
定理 3の導出と同じ操作によって，以下が得られる．
定理 5 (正規確率場の最大値分布, [42])

P
(
max
p∈M

〈ξ, p〉 ≥ c
)

=
1

(2π)n/2

m∑
d=0

∫
∂Md

dMd(p)
∫

S(NpM)

dSn−d−2
p (v)

∫ ∞

c

dr

∫ ∞

0

ds

×1{r>s cot θc(p,v)} e−(r2+s2)/2 det(rId + sHp(v))sn−d−2.

(2.6)

ところで θc(p, v)は次のように解釈できる．p ∈ M を始点とし，方向 v ∈ S(NpM)に延していっ
た大円の円弧 (すなわち指数写像) を考えたとき，その弧の長さが θc(p, v)未満ならば，他の点 p′ ∈
M を始点とし方向を v′ ∈ S(Np′M)とする同じ長さの円弧と交差しない．これより半径が
θc = infp∈M, v∈S(NpM) θc(p, v) 未満のチューブは自己交差をおこさない．またそれをこえる半径の
チューブは必ずどこかで自己交差をおこす．これは θcが臨界半径であることに他ならない．すなわち
次が成り立つ．
定理 6 ([11], 3.4節)

cot θc = sup
p∈M, q∈M\{p}

maxv∈S(NpM)〈v, q〉
1 − 〈p, q〉 .

maxv∈S(NpM)〈v, q〉は，R
n のベクトル q の，錐 NpM ⊂ R

n への直交射影の長さであることに注
意する．

2.4 チューブ法の誤差評価

チューブ法近似の誤差ΔP (c)は，式 (2.5) と式 (2.6) の差で与えられる :

ΔP (c) = P̂
(
max
p∈M

〈ξ, p〉 ≥ c
)
− P
(
max
p∈M

〈ξ, p〉 ≥ c
)

= − 1
(2π)n/2

m∑
d=0

∫
∂Md

dMd(p)
∫

S(NpM)

dSn−d−2
p (v)

∫ ∞

c

dr

∫ ∞

0

ds

×1{c≤r≤s cot θc(p,v)} e−(r2+s2)/2 det(rId + sHp(v))sn−d−2.

det(rId + sHp(v)) =
∑d

l=0 rd−lsltrlHp(v) と展開して得られる各項を Hp(v)の固有値の上界を
用いて上から押さえ，また積分範囲を制約している指示関数を
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1{c≤r≤s cot θc(p,v)} ≤ 1{c≤r}1{c tan θc≤s}

と上から押さえ，その範囲で r, sについて積分することにより，誤差の上界を示すことができる．
定理 7 ([28]) 定数K が存在し，

|ΔP (c)| ≤ KḠn((1 + tan2 θc)c2) ( = O(cn−2e−(1+tan2 θc)c
2/2) , c → ∞).

臨界半径 θcが大きければ大きいほど，誤差は小さくなる．定理 3で与えたチューブ法近似 (2.5) の
各項は c → ∞のとき Ḡν(c2) = O(cν−2e−c2/2) であるので，θc > 0である限り誤差は近似公式の各
項よりも指数的微小量となる．

2.5 閉多様体の場合

最後に多様体M がm次元閉多様体である場合を考える．チューブ法の近似公式は

P̂
(
max
p∈M

〈ξ, p〉 ≥ c
)

=
1

(2π)n/2

∫
M

dM(p)
∫

S(NpM)

dSn−m−2
p (v)

×
∫ ∞

c

dr

∫ ∞

0

ds e−(r2+s2)/2 det(rIm + sHp(v))sn−m−2

であった．ここで dM(p)はM の pにおける体積要素である．
NpM は線形空間となるので，対称性から第 2基本形式の奇数個の積の (vに関する) 積分は 0とな
る．vと sに関する積分を考える．測度

1
(2π)(n−m−1)/2

dSn−m−2
p (v)e−s2/2sn−m−2ds (v ∈ S(NpM), s ∈ (0,∞))

は確率測度となる．この測度の下で確率変数 svは，線形空間NpM 上の標準正規分布となる．
sHp(v) = Hp(sv)なので，被積分関数の s, vに関する積分は，確率変数 svの期待値として表される．
以下ではM 上共変テンソル (場) を考えるが，簡単のためにその成分は正規直交標構に関するもの
とする．
階数が偶数 2kのM 上共変テンソルA = (ai1···ik;j1···jk

)で，添字の前半 i1, . . . , ikと後半 j1, . . . , jk

のそれぞれについて交代的であるものを (k, k)型の 2重形式 (double form)とよび，その全体をDk,k =

Dk,k(M)とおく ([12])．
2つの 2重形式 A = (ai1···ik;j1···jk

) ∈ Dk,k, B = (bi1···il;j1···jl
) ∈ Dl,l に対して，積 AB = C =

(ci1···ik+l;j1···jk+l
) ∈ Dk+l,k+l が

ci1···ik+l;j1···jk+l
=

1
k! l!

∑
π, σ∈Sk+l

sgn(π)sgn(σ)aiπ(1)···iπ(k);jσ(1)···jσ(k)biπ(k+1)···iπ(k+l);jσ(k+1)···jσ(k+l)

によって定義される．ここで Sk+lは {1, . . . , k + l}の置換の全体である．2重形式の全体
⊕

k≥0 Dk,k

は可換代数をなしている．
任意の 2階共変テンソルA = (aij)は，(1, 1)型の 2重形式とみなすことができる．(A2)i1i2;j1j2 =

2(ai1j1ai2j2 − ai1j2ai2j1), (AB)i1i2;j1j2 = ai1j1bi2j2 − ai1j2bi2j1 − ai2j1bi1j2 + ai2j2bi1j1 などが成
り立つ．また曲率テンソルは (2, 2)型の 2重形式である．

2重形式 A ∈ Dk,k のトレースを
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TrA = Tr(ai1···ik;j1···jk
) =

1
k!

m∑
i1,...,ik=1

ai1···ik;i1···ik

で定義する．このとき以下の公式が成り立つ ([ 9 ], [43])．
(i) (1, 1)型の 2重形式 A = (ai;j)m×m を正方行列とみなしたときの行列式を detAとするとき

det A =
1
m!

Tr(Am).

(ii) A = (ai1···ik;j1···jk
) ∈ Dk,k (1 ≤ i1, . . . , jk ≤ m), I = (δi;j) ∈ D1,1 (m × m単位行列) とす

るとき

Tr(AIj) =
(m − k)!

(m − k − j)!
TrA.

とくに

Tr(Ij) =
m!

(m − j)!
.

V を線形空間 NpM の上の標準正規分布とする．点 p における第 2 基本形式の V 成分 H(V ) =

(Hij(V ))を (1, 1)型の 2重形式とみなす．曲率テンソルと第 2基本形式の関係 (ガウスの方程式) は

−Rijkl = E[Hik(V )Hjl(V ) − Hil(V )Hjk(V )] + (δikδjl − δilδjk)

である ([46]) が，これは 2重形式の言葉で −R = (1/2)(E[H(V )2] + I2) と表される．正規分布の
モーメントに関する性質から以下が従う．
補題 2 ([43])

E[H(V )2j ] =
(2j)!
j! 2j

(−2R − I2)j .

j = 1の場合がガウスの方程式に他ならない．以下ではH(V ) = H と略記する．

E[det(rIm + H)] =
1
m!

E[Tr(rI + H)m]

=
1
m!

[m/2]∑
j=0

(
m

2j

)
rm−2jE[Tr(Im−2jH2j)]

=
[m/2]∑
j=0

1
(2j)!

rm−2jE[Tr(H2j)]

=
[m/2]∑
j=0

(−1)j

j!
rm−2jTr

(
R +

1
2

I2
)j

. (2.7)

両辺を

1
(2π)(m+1)/2

∫
M

dM(p)
∫ ∞

c

e−r2/2dr (2.8)

で積分すると次を得る．
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定理 8 (閉多様体の場合 (その 1), [43])

P̂
(
max
p∈M

〈ξ, p〉 ≥ c
)

=
[m/2]∑
j=0

wm+1−2jḠm+1−2j(c2), (2.9)

wm+1−2j =
(−1)j Γ((m + 1)/2 − j)

π(m+1)/2 2j+1 j!

∫
M

Tr
(
R +

1
2

I2
)j

dM(p). (2.10)

公式の別表現を得るために展開を続ける．

式 (2.7) 最右辺 =
[m/2]∑
j=0

(−1)j

j!
rm−2j

j∑
l=0

(
j

l

)
1

2j−l
Tr(RlI2(j−l))

=
[m/2]∑
j=0

(−1)j

j! 2j
rm−2j

j∑
l=0

(
j

l

)
2l (m − 2l)!

(m − 2j)!
TrRl

(k = j − lとおくことにより)

=
[m/2]∑
l=0

(−1)l

l!
TrRl

[(m−2l)/2]∑
k=0

(−1)k

2k k!
(m − 2l)!

(m − 2l − 2k)!
rm−2l−2k

=
[m/2]∑
l=0

(−1)l

l!
TrRlHm−2l(r).

ここで

Hn(r) =
[n/2]∑
k=0

(−1)k

2k k!
n!

(n − 2k)!
rn−2k

は n次エルミート多項式．再び (2.8) で積分する．
定理 9 (閉多様体の場合 (その 2), [43])

P̂
(
max
p∈M

〈ξ, p〉 ≥ c
)

=
1

(2π)(m+1)/2

[m/2]∑
l=0

(−1)l

l!
e−c2/2Hm−2l−1(c)

∫
M

TrRldM(p). (2.11)

ただし e−c2/2H−1(c) =
∫∞

c
e−r2/2dr.

3 オイラー標数法

3.1 エクスカーション集合

本章では，連続で滑らかなサンプルパスを持つ確率場の最大値の分布を近似するためのもう一つの
方法であるオイラー標数法を概観する．近似公式の具体形，(有限KL展開を持つ正規確率場に適用し
た場合の) チューブ法との同等性，および誤差評価の考え方について順に説明する．

M̃ を向きづけ可能なm次元 C3 多様体とする．M̃ 上で定義され，C2 級のサンプルパスを持つ確
率場X(p), p ∈ M̃ を考える．確率場には分散が存在し，Corr(X(p), X(q)) = 1 ⇔ p = q であるこ
とを仮定する．なお当面は確率場の正規性を仮定しない．M ⊂ M̃ を，仮定 1の意味で区分的に滑ら
かな C3 部分多様体とし，M 上の最大値maxp∈M X(p)の分布の近似を考える．
確率場X(p)の値が閾値 cよりも大きくなる添字 p ∈ M の全体
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Ac = {p ∈ M | X(p) ≥ c}

をエクスカーション集合 (excursion set) という．エクスカーション集合の定義から

P
(
max
p∈M

X(p) ≥ c
)

= P (Ac �= ∅) = E[1{Ac 	=∅}]

である．ここで 1{·}は事象が生起した場合には 1，それ以外の場合には 0をとる確率変数とする．Ac

のオイラー標数を χ(Ac)とおく．オイラー標数法とは，

1{Ac 	=∅} ≈ χ(Ac) (cが大きいとき) (3.1)

が成り立つとみなし，上式両辺の期待値をとることによって

P
(
max
p∈M

X(p) ≥ c
)

= E[1{Ac 	=∅}] ≈ E[χ(Ac)] (cが大きいとき)

と近似するものである．これから見てゆくように，積分 E[1{Ac 	=∅}]の評価よりも積分 E[χ(Ac)]の
評価の方が容易であるため，この議論が意味を持つ．
近似式 (3.1) は次のような直感的な考察に基づく．もし cが非常に大きく c > maxp∈M X(p)なら

ば Ac = ∅であり，(3.1) は 1{Ac 	=∅} = χ(Ac) = 0の形で自明に成り立つ．また確率場が特別な構造
を持たない限り，確率場の最大を与える点 p = p∗ は 1点に定まるであろう．もしちょうど c = X(p∗)

であれば, Ac = {p∗}であり，また c < X(p∗)であっても，cがX(p∗)に近い値ならば Ac は p∗ を
含んだ閉球に同相な集合となるであろう．その範囲で 1{Ac 	=∅} = χ(Ac) = 1であり，再び (3.1) は
成り立つ．cがさらに小さい場合には何もいえないが，いずれにせよ以上の議論から (3.1) が何らか
の意味で成り立つことが予想される．

3.2 モースの定理と近似公式

1章で述べたように，添字集合 M̃ は微分場Xi = ∂X/∂tiの分散共分散行列 gij = Cov(Xi, Xj)で
定義される計量が付与されたm次元多様体と考える．以下では M̃ の点 x ∈ ∂Md のまわりの局所座
標系 (ti)1≤i≤mとして，td+1 = · · · = tm = 0が ∂Md を意味し，(ti)1≤i≤d が ∂Md の xのまわりの
局所座標系をなし，また xの近傍 x′ ∈ ∂Md で (∂/∂ti)x′ (i = d + 1, . . . , m) は Tx′∂Md に直交する
ものを用いる．
エクスカーション集合のオイラー標数を，モースの定理によって表現することを考える．その目的

のために，区分的に滑らかな多様体に対するモースの定理を準備する．
M̃ 上の関数 f の勾配は局所座標によって∇f = (∂f/∂ti)1≤i≤m と表される．f の ∂Md への制限

を f|∂Md
と書く．∂Mdの局所座標系を用いて，f|∂Md

の勾配とヘッセ行列 (ヘッセ形式) がそれぞれ
∇f|∂Md

= (∂f|∂Md
/∂ti)1≤i≤d, ∇2f|∂Md

= (∂2f|∂Md
/∂ti∂tj −∑d

k=1 Γk
ij∂f|∂Md

/∂tk)1≤i,j≤d と
定義される．ここで Γk

ij =
∑d

l=1 Cov(Xij , Xl)glk は ∂Md の接続係数である．勾配が 0となる点は
臨界点とよばれる．
定義 2 (モース関数) M̃ をm次元 C3多様体とし，M ⊂ M̃ を区分的に滑らかなm次元 C3部分

多様体とする．M̃ 上の C2 関数 f は，以下の条件を満たすときM 上モース関数という．
(i) f の臨界点は，M の境界 ∂M =

⊔
d<m ∂Md 上には存在しない．

(ii) すべての次元 1 ≤ d ≤ mについて，f|∂Md
は非退化，すなわち f|∂Md

の臨界点でヘッセ行列
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∇2f|∂Md
は退化しない．

f|∂Md
の臨界点の全体を Zd とおく．f がM 上のモース関数であるとき，Zd は有限集合であるこ

とが示される．関数 f|∂Md
の臨界点 x∗ ∈ Zd におけるヘッセ行列の負の固有値の個数を指数とよび

index∇2f|∂Md
(x∗)と書く．

定理 10 (区分的に滑らかな多様体に対するモースの定理, [10], [41]) M̃ 上の C2 関数 f がM 上
モース関数であるとき，次が成り立つ :

χ({x ∈ M | f(x) ≤ u})

=
m∑

d=0

d∑
k=0

(−1)k#{x∗ ∈ Zd | index∇2f|∂Md
(x∗) = k, −∇f(x∗) ∈ Nx∗M, f(x∗) ≤ u}

=
m∑

d=0

∑
x∗∈Zd

1{−∇f(x∗)∈Nx∗M, f(x∗)≤u} sgn det∇2f|∂Md
(x∗).

ここでNxM = {v ∈ TxM̃ | 〈v, u〉 ≤ 0, ∀u ∈ SxM} はM の点 xにおける法錐，また sgnは引数の
正負に応じて±1の値を返す符号関数である．
境界を持った多様体 (すなわち ∂Md = ∅, d ≤ m− 2) に対するモースの定理は，Morse-Cairns [32]

Theorem 10.2 に与えられている．本定理はその拡張と位置づけられる．f|∂Md
の臨界点 x∗ ∈ Zdは，

−∇f(x∗) ∈ Nx∗M であるとき拡張された臨界点 (augmented critical point) という．定理 10は，
区分的に滑らかな多様体のオイラー標数は，拡張された臨界点の指数の数え上げによって求められる
ことを主張する．
ところで (Tx∂Md)⊥を空間 TxM̃ における Tx∂Mdの直交補空間とするとき，∂Md ⊂ M であるの
で NxM ⊂ (Tx∂Md)⊥ である．一方臨界点 x∗ ∈ Zd においては∇f(x∗) ∈ (Tx∗∂Md)⊥ である．そ
のことから∇⊥

∂Md
f(x)を∇f(x) ∈ TxM̃ の (Tx∂Md)⊥ への直交射影，すなわち

∇⊥
∂Md

f(x) = (0, . . . , 0, ∂f/∂td+1, . . . , ∂f/∂tm)|x ∈ TxM̃

とおけば，条件−∇f(x∗) ∈ Nx∗M は−∇⊥
∂Md

f(x∗) ∈ Nx∗M と同値になることを注意しておく．
エクスカーション集合のオイラー標数を求めるために，f := −X, u := −cとおいて定理 10を適
用する．そのためには −X がM 上モース関数となることが必要である．そのための条件を含めて，
Adler-Taylor [ 5 ] はオイラー標数法が適用可能であるための正則条件をまとめて “十分な正則条件”

(suitable regularity) とよんでいる ([ 5 ], Theorem 11.3.1)．それらは煩雑であるのでここでは説明
を省略する．(正規確率場の場合については後で述べる．)

十分な正則条件の下で，確率場−X は確率 1でM 上モース関数で

χ(Ac) = χ({p ∈ M | X(p) ≥ c})

=
m∑

d=0

∑
p∗∈Zd

1{∇⊥
∂Md

X(p∗)∈Np∗M, X(p∗)≥c} sgn det(−∇2X|∂Md
(p∗)) a.s.

となる．原点を中心とする半径 εの d次元球を εD
d ⊂ R

d とおく．

δε(p) =
1{∇X|∂Md

(p)∈εDd}
Vol(εD

d)
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とおく．測度 δε(p) |det∇2X|∂Md
(p)| ∧d

i=1 dti|pは ε → 0 のとき，臨界点 p∗におけるディラック測
度に収束する．臨界点は有限個の孤立点であるので，和

∑
p∗ は δε を用いた積分で置きかえることが

できる．sgn(det∇2X|∂Md
) |det∇2X|∂Md

| = det∇2X|∂Md
より

χ(Ac) =
m∑

d=0

lim
ε→0

∫
∂Md

1{∇⊥
∂Md

X(p)∈NpM, X(p)≥c} det(−∇2X|∂Md
(p)) δε(p) ∧d

i=1 dti|p

である． (“sgn”が消えていることに注意．) 上式の両辺の期待値をとることを考える．θ∇X|∂Md
(p)(0)

を∇X|∂Md
(p) = (Xi(p))1≤i≤d の点 0における密度関数とするとき

limε→0 E[δε(p)] = θ∇X|∂Md
(p)(0) である．

E[χ(Ac)] =
m∑

d=0

lim
ε→0

∫
∂Md

E[E[1{∇⊥
∂Md

X(p)∈NpM, X(p)≥c} det(−∇2X|∂Md
(p)) | ∇X|∂Md

(p)]

×δε(p)] ∧d
i=1 dti|p

であるが，十分な正則条件の下で積分と極限操作が交換可能となり，

E[χ(Ac)] =
m∑

d=0

∫
∂Md

E[1{∇⊥
∂Md

X(p)∈NpM, X(p)≥c} det(−∇2X|∂Md
(p)) | ∇X|∂Md

(p) = 0]

×θ∇X|∂Md
(p)(0) ∧d

i=1 dti|p (3.2)

となる．
なおここまでの議論では，確率場の正規性を仮定していない．Worsley [47] は，あるクラスのカイ

2乗確率場，F 確率場，t確率場について，エクスカーション集合のオイラー標数の期待値を求めてい
る．また著者 [30] は，実対称ランダム行列 (ウィシャート分布，多変量ベータ分布，逆ウィシャート
分布) の 2次形式によって確率場を定義することによって，最大固有値の分布近似を与えている．

3.3 正規確率場の場合

ここからは，X(p), p ∈ M̃ は平均 0, 分散 1の正規確率場とする．Var(X(p)) = 1の両辺を微分し
て，Cov(X(p), Xi(p)) = 0，つまり固定した pについてX(p)と∇X(p)は独立である．さらに 2階
微分 −Xij(p) = −∂2X(p)/∂ti∂tj を X(p)と ∇X(p) = (Xi(p))1≤i≤m に回帰させたときの回帰残
差は

Hij(p) = −Xij(p) − E[−Xij(p) | X(p), ∇X(p)]

= −Xij(p) − {gij(p)X(p) − Γk
ij(p)Xk(p)}

= −(∇2X(p))ij − gij(p)X(p)

であるが，正規分布の性質より各 pでH(p) = (Hij(p))はX(p)および∇X(p)と独立となる．∇X(p)

の分布は，平均 0, 分散共分散行列 (gij(p))1≤i,j≤m の正規分布なので

θ∇X(p)(0) = det(gij(p))−1/2/(2π)m/2

となる．X の ∂Md への制限X|∂Md
について同じ議論をすることにより，(3.2) を正規確率場の場合

について書きかえることができる．
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なお正規確率場の場合の正則条件 (suitable regularity) は以下のようなものである ([ 5 ], Corollary

11.3.2, Theorem 12.4.2)．
仮定 2 p ∈ M を中心とする M̃ の正規座標系 t = (ti)1≤i≤m を用いて，Xi = ∂X/∂ti，Xij =

∂2X/∂ti∂tj とおく．
(i) 各 p ∈ M について，同時分布 ((Xi(p))1≤i≤m, (Xij(p))1≤i≤j≤m)は縮退しない．
(ii) 定数K, α > 0が存在して，すべての p ∈ M とその近傍の q ∈ M について

max
1≤i,j≤m

Var(Xij(p) − Xij(q)) ≤ K| log ‖t − s‖|−(1+α).

(p, qの局所座標を t, sとおいた．)

定理 11 X(p), p ∈ M̃ が仮定 2を満たす正規確率場であるとき，

E[χ(Ac)] =
m∑

d=1

1
(2π)d/2

∫
∂Md

E
[
1{X(p)≥c, ∇⊥

∂Md
X(p)∈NpM} det(X(p)Id + H(p))

]
dMd(p).

(3.3)

ここで H(p) = (Hij(p))d×d, Hij(p) = −(∇2X|∂Md
)ij(p) − δijX(p)は ∂Md の pを中心とする正

規座標系に関する成分表示である．
定理 11を，有限KL展開を持つ正規確率場

X(p) = 〈ξ, p〉, p ∈ M ⊂ S
n−1, ただし ξ = (ξi)1≤i≤n ∼ Nn(0, In) (3.4)

の場合に即して考える．点 p ∈ ∂Md の近傍で，∂Md の点は φ(t) ∈ ∂Md, t = (ti)1≤i≤d の形でパ
ラメータ表示されているとする．φi = ∂φ/∂ti, φij = ∂2φ/∂ti∂tj などとおく．さらに φ(t)は pに
おける標準座標系とする．Xi(p) = 〈ξ, φi〉|p, gij(p) = Cov(Xi(p), Xj(p)) = 〈φi, φj〉|p = δij であ
るので X(p), X1(p), . . . , Xd(p) は独立に標準正規分布に従う．また Xij(p) = 〈ξ, φij〉|p, Γk

ij(p) =

Cov(Xij(p), Xk(p)) = 〈φij , φk〉|p = 0, 〈φij , φ〉|p = −δij より

Hij(p) = 〈ξ,−φij − δijφ〉|p = 〈V (p),−φij |p〉,

ただし

V (p) = ξ − 〈ξ, φ〉φ|p −∑d
i=1〈ξ, φi〉φi|p.

V (p)はX(p),∇X|∂Md
(p) = (Xi(p))1≤i≤dと独立な，線形空間 (Tp∂Md)⊥における標準正規分布と

なる．TpS
n−1 における Tp∂Md の直交補空間の基底を φd+1, . . . , φn−1 とおけば，

V (p) =
∑n−1

i=d+1〈ξ, φi〉φi|p である．これは V (p) = ∇⊥
∂Md

X(p)であることを意味する．
r = X(p), s = ‖V (p)‖, v = V (p)/‖V (p)‖ とおき期待値を積分の形で書き下せば，式 (3.3) の

E[χ(Ac)]はチューブ法近似公式 (2.5) に帰着することがわかる．これがチューブ法とオイラー標数
法の同等性である．
しかしチューブ法の場合とは異なり，オイラー標数法の近似式は外側の多様体の次元 nを陽に含ま
ない．そのために有限KL展開を持たない正規確率場の場合にも適用可能である．
注 1 (Chern-Gauss-Bonnet の定理) M をm次元の閉多様体とする．閾値を c = −∞とおい
たときのエクスカーション集合 A−∞ は添字の全体M であるため，(2.11) より
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E[χ(A−∞)] = χ(M) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

(−1)m/2

(2π)m/2 (m/2)!

∫
M

TrRm/2dM(p) (m :偶数)

0 (m :奇数).

3.4 オイラー標数法の誤差評価

最後に Taylor, et al. [44] によるオイラー標数法の誤差評価の考え方を，主として正規確率場の場
合に即して簡単に紹介する．
オイラー標数法の近似公式は，確率変数の言葉で記述されているため，正規確率場を構成する確率

変数の数 (KL展開の項数 n) に依存しないものであった．チューブ法では，積分範囲を

r > sup
q∈M\{p}

〈sv, q〉
1 − 〈p, q〉 (3.5)

に限定することによって重なりなく積分が行われ，結果として正確な最大値分布が得られた．しかし
sv ∈ NpM は n − d次元空間のベクトルであり，その意味で式 (3.5) は nを含むものである．以下で
は (3.5) を確率変数による表現に書きかえることによって無限KL展開の場合に適用可能な類似を考
える．以降簡単のため，M がm次元閉多様体の場合のみを扱う．
有限KL展開との対応で考える．X(p) = 〈ξ, p〉, p ∈ M とおく．前節での考察より，局所座標表示

p = φ(t)によって r = X(p), sv = ∇⊥
MX(p) = ξ − 〈ξ, φ〉φ|p −∑m

i=1〈ξ, φi〉φi|p, 〈sv, q〉 = X(q) −
E[X(q) |X(p)] − E[X(q) |∇X(p)]．また 〈p, q〉 = E[X(p)X(q)]．以上から (3.5) の確率変数表示は

X(p) > sup
q∈M\{p}

Wp(q), Wp(q) =
X(q) − E[X(q) |X(p), ∇X(p)]

1 − E[X(p)X(q)]
(3.6)

となる．各 qに対してX(q) − E[X(q) |X(p), ∇X(p)]はX(p)と独立であるので，Wp(q) (∀q �= p)

とX(p)は独立であることに注意する．
実際に (3.6) の範囲に制限して (3.3) の期待値をとると，若干の正則条件の下で正確な最大値分布

が得られることが示される．オイラー標数法の近似誤差は

ΔP (c) = E[Ac] − P
(
max
p∈M

X(p) ≥ c
)

= − 1
(2π)m/2

∫
M

E
[
1{c≤X(p)≤supq∈M\{p} Wp(q)} det(X(p)Im + H(p))

]
dM(p)

(3.7)

となる．展開 det(X(p)Im + H(p)) =
∑m

l=0 X(p)m−ltrlH(p) および

1{c≤X(p)≤supq∈M\{p} Wp(q)} ≤ 1{c≤X(p)}1{c≤supq∈M\{p} Wp(q)},

またX(p)と supq∈M\{p} Wp(q)およびH(p)の独立性から，右辺の絶対値は

1
(2π)m/2

∫
M

E
[
1{c≤X(p)}X(p)m−l

]
E
[
1{c≤supq∈M\{p} Wp(q)} |trlH(p)|

]
dM(p)

(l = 0, . . . , m) の和で押さえられる．さらにヘルダーの不等式によって
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E
[
1{c≤supq∈M\{p} Wp(q)} |trlH(p)|

]
≤ E
[
|trlH(p)|r

]1/r
P
(

sup
q∈M\{p}

Wp(q) ≥ c
)1/s

(1/r + 1/s = 1) である．平均 0の正規確率場Wp(q), q ∈ M \ {p} に対して，正規確率場の最大値
に関する Borell の不等式 ([ 2 ]) を適用することにより，漸近的な上界

lim
c→∞ c−2 log P

(
sup

q∈M\{p}
Wp(q) ≥ c

)
≤ − 1

2σ2
c

, σ2
c = sup

p∈M, q∈M\{p}
Var(Wp(q)),

ただし

Var(Wp(q)) =
1 − Cov(X(q), X(p))2 − Cov(X(q),∇X(p))Var(∇X(p))−1Cov(∇X(p), X(q))

(1 − Cov(X(q), X(p)))2

が与えられる．またX(p)の周辺分布は標準正規分布なので

lim
c→∞ c−2 log E

[
1{c≤X(p)}X(p)m−l

]
= − 1

2

である．以上を組み合わせ，また r, sを cに応じて

r → ∞, c−2 log E[|trlH(p)|r]1/r → 0 (c → ∞)

(このとき s → 1) ととると

lim sup
c→∞

c−2 log |ΔP (c)| ≤ − 1
2

(
1 +

1
σ2

c

)
(3.8)

を示すことができる．
有限KL展開の設定 (3.4) では簡単な計算によって σ2

c = cot2 θcであることがわかるが，これは定
理 7で与えたチューブ法の近似誤差の指数オーダーと整合している．σ2

c は臨界半径に対応するものと
して，臨界分散 (critical variance) とよばれる．
確率場が正規でない場合も，(3.7) に対応する近似誤差 |ΔP (c)| の上界を書き下すことができる．
しかしながら (3.8) のように，漸近評価を一般的な形で与えることは難しい．[30]では，実対称ラン
ダム行列の 2次形式によって定義されたカイ 2乗確率場，ベータ確率場，逆カイ 2乗確率場に対する
オイラー標数法の近似誤差の漸近評価が与えられている．

4 統計学における応用

4.1 多重線形形式の最大値と多元配置分散分析

k元配列 Ξ = (ξj1···jk
), ji = 1, . . . , qi, i = 1, . . . , kの各成分は独立に標準正規分布N(0, 1)に従う

確率変数とする．i = 1, . . . , k について hi = (hi1, . . . , hiqi
) ∈ S

qi−1 を長さ 1の qi 次元の係数ベク
トルとし，hi に関する k次線形形式

〈ξ, h1 ⊗ · · · ⊗ hk〉 =
q1∑

j1=1

· · ·
qk∑

jk=1

ξj1...jk
h1j1 · · ·hkjk

(4.1)

を定義する．ここで⊗はクロネッカー積，ξ = (ξ11...1, ξ11...2, . . . , ξq1q2...qk
) は Ξの要素を辞書式に

並べたベクトルである．
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この多重線形形式の最大値

max
hi∈Sqi−1, ∀i

〈ξ, h1 ⊗ · · · ⊗ hk〉 (4.2)

は，行列の最大特異値の拡張である．とくに k = 2の場合は，最大値は各成分が独立な標準正規変量
である q1 × q2 ランダム行列の最大特異値となり，その分布は自由度 q1 の q2 × q2 ウィシャート分布
Wq2(q1, Iq2)の最大固有値の平方根の分布に一致する．
多重線形形式の最大値 (4.2) の分布は，多元配置分散分析モデルの交互作用の検定において必要と

なる．繰り返しのない 2元配置データ {xij}I×J において，交互作用の有無に関する検定を行うため
には交互作用項のモデル化を行う必要がある．Johnson-Graybill [18] は交互作用項を次のようにラ
ンク 1の双線形形式でモデル化した :

xij = αi + βj + φuivj + εij , i = 1, . . . , I, j = 1, . . . , J. (4.3)

ここで αi, βj , φ, ui, vj は未知パラメータ，εij は独立に N(0, σ2)に従う誤差項である．σ2 が既知
の場合，無交互作用の仮説H0 : φ = 0 の検定のための尤度比検定統計量は，帰無仮説の下で k = 2,

q1 = I − 1, q2 = J − 1 のときの最大値 (4.2) と同じ分布を持つ．
また繰り返しのない 3元配置データ {xijk}I×J×K に対して，川崎・宮川 [19] は (4.3) を拡張する

形で次のモデルを提案した :

xijk = (αβ)ij + (αγ)ik + (βγ)jk + φuivjwk + εijk, i = 1, . . . , I, j = 1, . . . , J, k = 1, . . . , K.

3次交互作用が存在しないという仮説 H0 : φ = 0 の尤度比検定統計量の帰無仮説の下での分布は，
k = 3, q1 = I − 1, q2 = J − 1, q3 = K − 1 のときの最大値 (4.2) の分布に帰着する．
多重線形形式 (4.1) は添字集合を

M = {h1 ⊗ · · · ⊗ hk | hi ∈ S
qi−1, i = 1, . . . , k}

とし，ξ を n =
∏k

i=1 qi 次元の標準正規分布ベクトルとするときの正規確率場 〈ξ, h〉, h ∈ M とみな
すことができる．M は単位球面の直積 S

q1−1 ⊗ · · · ⊗ S
qk−1であり，これは S

n−1の部分集合なので，
チューブ法が適用可能である．M の次元はm =

∑k
i=1 qi − kである．(h1, . . . , hk) �→ h1 ⊗ · · · ⊗ hk

の写像度は 2k−1 であるので

Vol(M) = 2−(k−1)
k∏

i=1

Ωqi
, Ωq = Vol(Sq−1) =

2πq/2

Γ(q/2)
(4.4)

である．
添字 {1, . . . , m}を

A1 = {1, . . . , q1 − 1}, A2 = {q1, . . . , q2 − 2}, . . . , Ak = {q1 + · · · + qk−1 − k + 2, . . . , m}

と k個に分割する．iと jが同じ分割に属するとき (すなわち i, j ∈ Ahとなる hが存在するとき) i ∼
j と書くことにする．i ∼ j でないときは i � j と書く．M の曲率テンソルの，一つの正規座標系に
よる表示は以下のようになる :
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Rij;kl =

⎧⎨
⎩−(δikδjl − δilδjk) (i ∼ j)

0 (それ以外).

これは (2, 2)型の 2重形式であった．
定理 12 ([28]) a1, a2, . . . , a2e は {1, 2, . . . , m}の異なる要素とする．それらのペア e個への分割
で，それぞれのペアの 2つの要素が同じ分割に属さないもの，すなわち

{(a1, a2), . . . , (a2e−1, a2e) | a1 < a3 < · · · < a2e−1, a2l−1 < a2l, a2l−1 � a2l, ∀l = 1, . . . , e}

の総数を nk(q1 − 1, . . . , qk − 1; e)とする．
(i) 多重線形形式の最大値の分布のチューブ法近似は，式 (2.9) において，係数 wm+1−2j を

wm+1−2e =
π(k−1)/2∏k
i=1 Γ(qi/2)

(
− 1

2

)e
Γ
( 1

2
(m + 1) − e

)
nk(q1 − 1, . . . , qk − 1; e),

e = 0, 1, . . . , [m/2]とおいたもの．
(ii) M の臨界半径は

θc = cos−1

√
2k − 2
3k − 2

.

Proof. (i) について [28] とは異なる証明を与える．I = (δi;j) ∈ D1,1, R̃ = R + I2/2とおく．2重
形式の意味で TrR̃e を評価する．(I2/2)ij;kl = δikδjl − δilδjk であるので，

R̃ij;kl =

⎧⎨
⎩ δikδjl − δilδjk (i � j)

0 (それ以外)

である．

(R̃e)i1···i2e;j1···j2e
=

1
(2e)2

∑
π,σ∈S2e

sgn(π) sgn(σ) R̃iπ(1)iπ(2);jσ(1)jσ(2) · · · R̃iπ(2e−1)iπ(2e);jσ(2e−1)jσ(2e)

に注意すると

TrR̃e =
1

(2e)!

∑
i1,...,i2e

1
(2e)2

∑
π∈S2e

∑
σ∈S2e

sgn(π) sgn(σ)

×R̃iπ(1)iπ(2);iσ(1)iσ(2) · · · R̃iπ(2e−1)iπ(2e);iσ(2e−1)iσ(2e)

=
∑

i1<···<i2e

∑
π∈S∗

2e

∑
σ∈S∗

2e

sgn(π) sgn(σ) R̃iπ(1)iπ(2);iσ(1)iσ(2) · · · R̃iπ(2e−1)iπ(2e);iσ(2e−1)iσ(2e)

(S∗
2e = {π ∈ S2e | π(2l − 1) < π(2l), l = 1, . . . , e})

=
∑

i1<···<i2e

∑
π∈S∗

2e

∑
σ∈S∗

2e

sgn(π) sgn(σ)

×δπ(1)σ(1)δπ(2)σ(2)1{π(1)�π(2)} · · · δπ(2e−1)σ(2e−1)δπ(2e)σ(2e)1{π(2e−1)�π(2e)}

=
∑

i1<···<i2e

∑
π∈S∗

2e

1{π(1)�π(2)} · · · 1{π(2e−1)�π(2e)}
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= e! nk(q1 − 1, . . . , qk − 1; e).

これと (4.4) を (2.10) に代入する． ��

注 2 k = 2のときは

n2(q1 − 1, q2 − 1; e) =
(q1 − 1)! (q2 − 1)!

(q1 − 1 − e)! (q2 − 1 − e)!
,

また nk(d1, . . . , dk; e) (k ≥ 3) は漸化式によって評価できる ([28], Lemma A.2)．
4.2 射影追跡の有意性検定

N 個体について p次元のベクトルデータXi ∈ R
p (i = 1, . . . , N) が独立サンプルとして観測され

ているとする．このような多次元データの解析 (多変量解析) では，最初に p次元のデータを低次元に
線形射影し，そこから情報を抽出することがしばしば行われる．その際に重要なのは，解析者にとっ
て興味ある情報を際だたせる形で射影先の部分空間を選択することである．
主成分分析や正準相関分析では，データの分散を大きくする部分空間が選択される．射影追跡では，

データの非正規性，すなわち 3次以上のキュムラントを大きくする部分空間を探索する ([15])．独立
成分分析の一つである Fast ICA も同様の手法である ([16])．その手順は次のようなものである．こ
こでは 1次元空間への射影のみを扱う．

(i) 方向ベクトル h ∈ S
p−1 (= {h ∈ R

p | ‖h‖ = 1}) に対し，データを h方向へ直交射影した 1次
元データを Yi = 〈h,Xi〉 (i = 1, . . . , N) とし，さらにそれらの標本平均 Ȳ，標本標準偏差 sY を用い
て，データの基準化 Zi = (Yi − Ȳ )/sY (i = 1, . . . , N) を行う．

(ii) 基準化したデータに基づき，データの非正規性の程度を表す尺度 IN (h) (射影指標) を計算す
る．ここでは例として，θ �= 0を定数として，

IN (h) =
1√
N

N∑
i=1

(
eθZi−θ2/2 − 1

)/√
eθ2 − 1 − θ2 − θ4

2

とする．もし Zi が標準正規分布に従うならば，各 h ∈ S
p−1 について漸近的に IN (h) ∼ N(0, 1)で

あることに注意する．
(iii) 射影指標を最大にする方向 h∗ = argmaxh∈Sp−1IN (h) を数値的に探す．
ところで観測値Xiは確率変数であるので，仮にXiの分布が多次元正規分布であり，どの方向 hに

ついても射影先の Yi が 1次元正規分布となる場合であっても，ランダムな連続関数である IN (h)に
はその最大値を達成する点 h∗が必ず存在する．そのことから，数値的に探索された方向 h∗が確率的
なゆらぎによる見せかけのものでないかどうかの見きわめが重要になる．その目的のために，仮説検
定の枠組みを用いることができる．帰無仮説H0 : “Xi の分布は多次元正規分布”を想定し，その仮説
の下での IN (h)の最大値の上側確率を

F̄N (c) = P
(

max
h∈Sp−1

IN (h) ≥ c | H0

)
とおく．サンプルの最大値 IN (h∗)がその分布の裾にあること，例えば水準 αを 0.05とおき

F̄N (IN (h∗)) ≤ α
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となることを確認することによって，最大値の有意性を確認することができる．
しかしmaxh∈Sp−1 IN (h)の分布は複雑であり，ほとんど解析的には取り扱えないものである．ここ
ではサンプル数N に関する漸近近似を用いる．バナッハ空間に値をとる確率変数に対する標準的な中
心極限定理より以下が従う ([ 6 ], [45]など)．
定理 13 S

p−1上のバナッハ空間をC(Sp−1)とおく．Xi (i = 1, 2, . . .)を p次元正規分布Np(μ,Σ)

(det Σ > 0)からの i.i.d.サンプルとする．N → ∞のとき，IN (·)は連続な正規確率場 I(·)にC(Sp−1)

上で分布収束する．ただし，E[I(h)] = 0, Var[I(h)] = 1,

Cov(I(g), I(h)) = r(g, h) =
eθ2〈g,h〉 − 1 − θ2〈g, h〉 − θ4〈g, h〉2/2

eθ2 − 1 − θ2 − θ4/2
.

連続写像定理から

F̄N (c) → F̄ (c) = P
(

max
h∈Sp−1

I(h) ≥ c | H0

)
(N → ∞)

であるので，N が大きいとき F̄N (c) ≈ F̄ (c)と近似することができる．さらに F̄ (c)はチューブ法，オ
イラー標数法によって評価することができる．
ここで述べた，射影追跡の有意水準を正規確率場に対するチューブ法近似で与えるというアイデア
は，Sun [37]によるものである．[37]では展開式 (2.9) の最初の 2項を使った近似式が提案されてい
るが，本節で扱っている例題では (2.9) のすべての項を陽に与えることができる．
確率場 I(·)は，2点 g, h ∈ S

p−1 の内積 〈g, h〉 のみに依存する共分散関数を持った，球面等方的な
(spherically isotropic)確率場である．そのため，計量，曲率は任意の 1点で求めればよい．(0, . . . , 0, 1)

のまわりの局所座標 g = (s1, . . . , sp−1,
√

1 −∑(si)2), h = (t1, . . . , tp−1,
√

1 −∑(ti)2) をとると，
gij = ∂2r(g, h)/∂si∂tj |s=t=0 = ρ(θ) δij , Rij;kl = −ρ(θ)(δikδjl − δilδjk)，ただし

ρ(θ) =
(eθ2 − 1 − θ2) θ2

eθ2 − 1 − θ2 − θ4/2
.

これより添字集合の体積は，その次元がm = p− 1であることに注意するとVol(M) = ρ(θ)(p−1)/2Ωp

となる．また曲率テンソルの正規座標系による表現は Rij;kl = −ρ(θ)−1(δikδjl − δilδjk)，すなわち
2重形式表現で R = (−1/2ρ(θ))I2 である．Vol(M)および

TrRl =
(−1)l

2lρ(θ)l

(p − 1)!
(p − 1 − 2l)!

を (2.11) に代入することにより，F̄ (c)のオイラー標数法による近似公式が得られる．
定理 14

P̂
(

max
h∈Sp−1

I(h) ≥ c
)

=
ρ(θ)(p−1)/2

2p/2−1 Γ(p/2)

[(p−1)/2]∑
l=0

(p − 1)!
ρ(θ)l 2l l! (p − 1 − 2l)!

e−c2/2 Hp−2l−2(c).

(4.5)

[43], 6.3節では，ここに述べた球面等方的な確率場とは異なる設定で，(4.5) と等価な式が示されて
いる．
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