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Abstract— We propose a method for evaluating restricted
isometry constants (RICs). This evaluation is reduced to
the identification of the zero-points of entropy density which
is defined for submatrices that are composed of columns se-
lected from a given measurement matrix. Using the replica
method, we assess RICs for Gaussian random matrices. Our
theoretical estimation of an RIC corresponds to an upper
bound that is tighter than in preceding studies. The as-
sessment of the RIC is improved by taking into account the
replica symmetry breaking.
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1 はじめに

1.1 圧縮センシング

圧縮センシング (compressed sensing, CS)は，原信号

がゼロ成分を多く持つ (スパース性)という事前知識の

下で，次元より少ない観測から信号を復元する枠組みで

ある．スパース性を用いることで，標本化定理が要求す

るよりも少ないサンプル数から原信号を復元することが

可能となる [1]. CSは特にデータの大規模な観測が困難

な医療や天文学における画像解析など様々な分野の問題

に適用されている [2, 3]. CSの性能は，特にランダム

線形観測の場合について数学的に解析されてきた [4, 5].

A ∈ RM×N を観測行列とすると，CSは次の線形観測を

通して得られた y

y = Ax (1)

から，S(< N)個の非ゼロ要素を持つ信号 x(Sスパース

ベクトル)を再構成する問題である．ここでは (1)を解

く際に，次の ℓ0, ℓ1 再構成法を用いる．

ℓ0再構成 : min
x

||x||0, subject to y = Ax (2)

ℓ1再構成 : min
x

||x||1, subject to y = Ax (3)

このとき，Sスパースベクトル xが完全復元される十分

条件は制限等長定数により与えられる [6]．

1.2 制限等長定数とは

以下では，観測行列 ∀A ∈ RM×N はコラムが典型的

に (ATA)ii = 1 (i ∈ {1, · · · , N})を満たすように規格
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化されているものとする．制限等長定数の定義は次の通

りである．

定義 [制限等長定数]: 全ての S スパースベクトル xに

ついて次の関係を満たす行列A ∈ RM×N は

(1− δmin
S )||x||2F ≤ ||Ax||2F ≤ (1 + δmax

S )||x||2F (4)

制限等長性 (restricted isometry property, RIP)を満た

す．また 0 < δmin
S ≤ δmax

S を制限等長定数 (RIC)と呼ぶ．

RICはAの S 個のコラムが張る空間と，正規直交系

の Frobenius (ℓ2-)ノルムの意味での近さの指標であり，

RICが小さいほど，Aによる線形変換は直交変換に近

づく．RICが与える ℓ0, ℓ1 再構成による完全復元条件は

次の通りである．

定理 1 [Candès et al. [4]]: δ2S = max[δmin
2S , δmax

2S ] < 1

のとき，(1)は一意な Sスパースベクトルの解 xを持ち，

これは ℓ0の最も疎な解である．また δ2S <
√
2− 1のと

き，ℓ1 再構成は一意な S スパース解を持ち，これは ℓ0

の解と一致する．

定理 2 [Candès et al. [4]の改善 [7]]: (4
√
2−3)δmin

2S +

δmax
2S < 4(

√
2− 1) の時，一意な Sスパース解は ℓ1の最

も疎な解であり，ℓ0 再構成の解と一致する．

1.3 RICと固有値

RICはAのグラム行列の固有値と関係づけられる．S

スパースベクトル x の非ゼロ要素の位置を T ⊆ V =

{1, · · · , N}, |T | = S として表現する．Aの i ∈ T コラ

ムからなる行列をAT，また xT = {xi|i ∈ T}とすると，
Ax = ATxT である．全ての T について，次の不等式

が成立する．

λmin(A
T
TAT )||xT ||2F ≤ ||ATxT ||2F ≤ λmax(A

T
TAT )||xT ||2F

λmin(B)，λmax(B)はBの最小・最大固有値を表し，上

付きの Tは転置を表す．(4) との比較から，固有値を用

いて RICは次のように表現される．

δmin
S = 1− λ∗min(A;S), δmax

S = λ∗max(A;S)− 1, (5)

ここで次のように定義した．

λ∗min(A;S) = min
T :T⊆V,|T |=S

λmin(A
T
TAT ), (6)

λ∗max(A;S) = max
T :T⊆V,|T |=S

λmax(A
T
TAT ). (7)



1.4 先行研究

(5)を定義通り評価するには，N !/ (S!(N − S)!)個の

グラム行列 {AT
TAT }の最大・最小固有値を得る必要が

あり，計算量的に困難である．ガウスランダム行列Aに

ついては，Wishart行列の最大・最小固有値の大偏差性

質を用いて RICの上界が導出されている [6, 8, 9]. これ

ら先行研究についてまとめる．

1.4.1 Candès and Tao’s (CT) bound

CT上界の導出には，次の不等式を用いる [6, 10]

Prob[λmax(A
T
TAT )>(1+

√
S/M+t)2] ≤ e−Mt2/2 (8)

Prob[λmin(A
T
TAT )<(1−

√
S/M−t)2] ≤ e−Mt2/2 (9)

union boundsを用いると，

Prob
[

max
T :|T |=S

λmax(A
T
TAT ) > (1 +

√
S/M + t)2

]
≤ NCSe

−Mt2/2 ∼ exp(NH(S/N)−Mt2/2) (10)

ここでH(p) = −p log p− (1− p) log(1− p)とし，また

O(1)の項は無視した．ここから RICの上界は次のよう

に導出される．

δCT
S = −1 + [1 +

√
S/M +

√
2NH(S/N)/M ]2 (11)

1.4.2 Blanchard, Cartis and Tanner’s (BCT)

bound

BCT上界は CT上界を改善することが経験的に知ら

れている [8]．導出には，|T | = S としたWishart行列

AT
TAT の最大・最小固有値の確率分布関数 fmax，fmin

を用いる [11]．

fmax(S,M ;λ) ≤ pmax exp(Mψmax(λ, ρ/α)) (12)

fmin(S,M ;λ) ≤ pmin exp(Mψmin(λ, ρ/α)) (13)

ここで pmax，pmin はN と λに関する多項式で，また

ψmin(λ, x)=H(x)+
1

2
{(1−x) log λ+1−x+x log x− λ}

ψmax(λ, x) =
1

2
{(1 + x) log λ+ 1 + x− x log x− λ}.

である．O(1)の項を無視し union boundを用いると，A

から生成される全ての行列AT を考慮した大偏差関数は

exp{N(αψmin(λ, ρ/α)+H(ρ))}，exp{N(αψmax(λ, ρ/α)+

H(ρ))}となる．よって，λmin，λmaxの典型値は次式の

解として与えられる．

αψmin(λ
min(α, ρ/α), ρ/α) +H(ρ) = 0 (14)

αψmax(λ
max(α, ρ/α), ρ/α) +H(ρ) = 0 (15)

解を λmin(α, ρ/α) (≤ 1−ρ/α)，λmax(α, ρ/α) (≥ 1+ρ/

α)と表記すると，BCT上界は次の通りである．

δmin,BCT
S = 1− λmin(α, ρ/α) (16)

δmax,BCT
S = min

ν∈[ρ/α,1]
λmax(α, ν)− 1 (17)

1.4.3 Bah and Tanner (BT) bound

BT上界は BCT上界の改善であることが証明されて

いる [9]. BT上界の評価では，コラム番号 {1, · · · , N}
をカバーするように u個のグループ {G1, · · · , Gu}を構
成する．ここで |Gi| = S′(> S), ∀iとすると，グループ
数は u = NNCS/S′CS 個で十分である．T に関する最

大化は，グループに関する最大化とグループ内の要素に

関する最大化という二重の最大化として表現される．グ

ループに関する最大化を union boundにより評価すると

Prob
[

max
T :|T |=S

λmax(A
T
TAT > θ)

]
= Prob

[
max

i
max

T :T⊂Gi,|T |=S
λmax(A

T
TAT > θ)

]
≤

u∑
i=1

Prob
[

max
T :T⊂Gi,|T |=S

λmax(A
T
TAT > θ)

]
≤ uProb

[
max

T :|T |=S′
λmax(A

T
TAT > θ)

]
(18)

となる．同様の議論は最小固有値に関しても適用できる．

この不等式は全ての S′(> S)について成立するため，最

もタイトな評価を与える S′ を選べば良い．確率分布関

数 [11]を用いて tail boundを評価すると，最大・最小固

有値 λmin(α, ρ/α; η) λmax(α, ρ/α; η) は次式の解として

与えられる．

αψmin(λmin(α, ρ/α; η), η) +H(ρ)− αηH(ρ/(αη)) = 0

αψmax(λmax(α, ρ/α; η), η) +H(ρ)− αηH(ρ/(αη)) = 0,

BT上界はこれを η = S′/N について最大化・最小化し

たものである．

δmin,BT
S = 1− max

η∈[ρ/α,α−1]
λmin(α, ρ/α; η) (19)

δmax,BT
S = min

η∈[ρ/α,α−1]
λmax(α, ρ/α; η)− 1. (20)

この改善は，同じグループに属し，多くのコラムを共有

するAT
TAT とAT

T ′AT ′ の固有値の相関を考慮した結果

であると解釈できる．

1.5 本研究について

先行研究は T に関する最大化・最小化を union bound

で評価している．本研究では，統計力学的手法により，最

大化・最小化を直接的に評価する．そのために，最小・最

大固有値をエネルギー関数として扱い，あるエネルギー

値を持つサブ行列のエントロピーを計算する．行列Aの

RICはエントロピーゼロという条件から導出される．こ

の方法をガウシアンランダム行列においてレプリカ法を

用いて実行し，先行研究と比較する．またレプリカ対称

性の破れと RIC評価の関係について議論する．



2 統計力学による評価

最大・最小固有値を解析的に扱うために，変数 c ∈
{0, 1}N を導入し，次の関数を定義する．

Zc(c,A;β) =

∫
RN

duP (u|c) exp
{
− β

2
||A(c ◦ u)||2F

}
× δ(||c ◦ u||2F −N), (21)

◦は成分ごとの積を意味し，P (u|c) ∝ exp(−
∑N

i=1(1−
ci)u

2
i /2) は非ゼロ要素による発散を除去するために導入

した．i ∈ T のとき (c(T ))i = 1，それ以外で (c(T ))i = 0

となるように c(T ) ∈ {0, 1}N を構成すると，ATAの最

小・最大固有値は次のように与えられる．

λmin(A
T
TAT ) = − lim

β→+∞

2

Nβ
logZc(c(T ),A;β) (22)

λmax(A
T
TAT ) = − lim

β→−∞

2

Nβ
logZc(c(T ),A;β) (23)

引数 (AT
TAT )を (c(T ),A)と書き直すと，(6-7) は次の

ようになる．

λ∗min(A;S) = min
c∈cS

λmin(c,A), (24)

λ∗max(A;S) = max
c∈cS

λmax(c,A), (25)

ここで cS は
∑

i ci = S を満たす配位 cの集合である．

以下では，α, ρ ∼ O(1)を用いてM = Nα, S = Nρ

となる場合を考える．cのエネルギー密度を Λ+(c|A)=

λmin(c,A)/2，Λ−(c|A)=λmax(c,A)/2とし，自由エン

トロピー密度を定義する．

ϕ(µ|A; ρ)≡ N−1 log
∑
c∈cS

e−NµΛsgn(µ)(c|A)

= lim
β→+∞

N−1 log
∑
c∈cS

Z
µ
β
c (c,A;β). (26)

sgn(µ)は µの符号とし，(22-23)を用いた．

Λ±(c|A) = λ/2 となる配位 c ∈ cS の数をエントロ

ピー密度 ω±(λ|A; ρ)を用いて exp (Nω±(λ|A; ρ)) とす

ると，ミクロな配位 cに関する和は Λ±(c|A)が取りう

る値 λに渡る積分として表現できる．鞍点法を用いると

ϕ(µ|A; ρ) =
1

N
log

∫
dλ exp{−Nµλ+Nωsgn(µ)(λ|A; ρ)}

→ max
λ

{−µλ+ ωsgn(µ)(λ|A; ρ)} (27)

となる．(27) の λ の極値は
∂ωsgn(µ)(λ|A;ρ)

∂λ = µ から決

まり，重み e−NµΛsgn(µ)(c|A) に従ってサンプリングされ

た c ∈ cS のエネルギー典型値に対応する．(27) より，

ϕ(µ|A; ρ)と ω±(λ|A; ρ)はルジャンドル変換で結びつく

ため，ω±(λ|A; ρ)に凸性を仮定することで

ωsgn(µ)(λ|A; ρ) = ϕ(µ|A; ρ)− µ
∂ϕ(µ|A; ρ)

∂µ
, (28)

としてエントロピー密度が得られる．

エントロピー密度ω+，ω−は凸で，それぞれ λの増加・

減少関数である．定義からエントロピーは非負であり，

ω±(λ|A; ρ) < 0は Λ±(c|A) = λ/2となる c ∈ cS が存

在しないことを意味する．したがって，ω±(λ
∗
±|A; ρ)=0

を与えるゼロ点 λ∗±は可能な最小・最大固有値に対応す

る．したがって，(24-25)は次のように与えられる．

λ∗min(A; ρ) = λ∗+, λ∗max(A; ρ) = λ∗−, (29)

3 レプリカ法による計算

以上の方法を，Aの各成分が平均ゼロ，分散 (Nα)−1

のガウス分布に従う場合に適用する．ϕ(µ|A)，ω±(λ|A)

はAに依存するが，典型値ϕ(µ) ≡ [ϕ(µ|A)]A，ω±(λ) ≡
[ω±(λ|A)]Aより ∀ϵ > 0だけ大きくなる確率はN → ∞
でゼロになる．ここで [·]A は Aに関する平均を意味す

る. したがって，ϕ(µ)，ω±(λ)の典型的性質は，それら

の典型値を計算することで評価できる．

レプリカ法は，ランダム変数の対数平均という困難な

計算を実行するために導入される [12, 13]. 母関数と分

配関数

ϕn(µ) =
1

N
log[Zn(A)]A, Z(A) =

∑
c∈cS

Zm
c (c|A),

を用いて，次の恒等式から母関数を評価する．

ϕ(µ) = lim
n→0

∂

∂n
ϕn(µ) (30)

n，m = µ/βが正の整数のとき，[Zn(A)]Aはn，nm個の

レプリカ変数 {ca} and {ca◦uaσ} (a ∈ {1, 2, . . . , n}, σ ∈
{1, 2, . . . ,m}) に関する和と積分として表現できる．こ
れによりN → ∞の極限で鞍点法を用いると，ϕn(µ)は
次のようになる．

ϕn(µ) = lim
β→∞

extr
Q,Q̂

{
− TrQQ̂T +

α

2
log det

(βQ
α

+ I
)

+log

∫
{duaσ}

∑
{ca}

∏
aσ

P (uaσ|ca) exp
(∑
(a,σ)(b,τ)

q̂(a,σ)(b,τ)cacbuaσubτ
)}

Q ∈ Rnm×nmは{q(a,σ)(b,τ)}の行列表示で，Q(a−1)m+σ,(b−1)m+τ =

q(a,σ)(b,τ) とした．Q̂も同様である．ここまでの ϕn(µ)

は n,m ∈ Nについて定義されるが，次節の通り仮定を
置くことで n,m ∈ Rに接続され，(30)が計算される．

3.1 レプリカ対称仮定

鞍点がレプリカの置換に対して不変である，という仮

定をレプリカ対称 (RS)仮定と呼ぶ．

q(a,σ)(b,τ) =


1 for a = b, σ = τ

q1 for a = b, σ ̸= τ

q0 for a ̸= b.

(31)



RS仮定下の ϕn(µ)の関数形は次のようになる [14]

ϕRS
n (µ) =

nQ̂

2
− nq̂1χ

2µ
− n(q̂1 − q̂0q)

2
− n2q̂0q

2
+ nKρ

+ log ΞRS−
α

2

[
n log

( d

α+ χ

)
+log

(d+ nµq

d

)]
(32)

ここで d = α+ χ+ µ(1− q), ΞRS =
∫
DzWn

RS(z)

WRS(z) = 1 +

√
Q̂

Q̂− ∆̂
exp

(
−K +

q̂0z
2

2(Q̂− ∆̂)

)
また ∆̂ = q̂1 − q̂0 とした．変数 {χ, q0, Q̂, ∆̂, q̂0,K} は
ϕRS
n (µ)の極値条件を満たすように決める．

RS自由エントロピー密度は (30)，(32)から導出され，

これを ϕRS(µ)と表記する．RS鞍点方程式はいくつかの

解をもつが，その一つは q = q̂0 = 0である．この解は

次の条件が満たされているとき安定である．

αµ2ρ2

{α+ χ+ µ}2(Q̂− ∆̂)2
< 1. (33)

以下では，q = 0，q > 0の ϕRS
n (µ)をそれぞれ ϕRS1

n (µ)

and ϕRS2
n (µ)と表記し，また対応する自由エントロピー

密度をそれぞれ ϕRS1(µ)，ϕRS2(µ)とする．

3.2 1段階レプリカ対称性の破れ

1段階レプリカ対称性の破れを仮定するには，n個の

レプリカを，l個のレプリカから成る n/l個のグループ

に分ける．支配的な鞍点はグループ内のレプリカの置換

と σ ∈ {1, · · · ,m}の置換について不変とする．

q(a,σ)(b,τ) =



1 for a = b, σ = τ

q1 for a = b, σ ̸= τ

q10 for B(a) = B(b), a ̸= b

q00 for B(a) ̸= B(b).

(34)

ここで B(a)は aが属すグループの番号である．この仮

定により ϕn(µ)は次のように与えられる．

ϕRSB
n (µ) =

nQ̂

2
− nq̂1χ

2µ
− n(q̂1 − q̂10q

1
0)

2
− nl(q̂10q

1
0 − q̂00q

0
0)

2

− n2q̂00q
0
0

2
+Kρn+ log ΞRSB − α

2

[1
l
log

(d+ µl(q10 − q00)

d

)
+n log

( d

α+ χ

)
+log

{d+µl(q10−q00)+µnq00
d+µl(q10−q00)

}]
(35)

ここで d = α + χ + µ(1 − q10), ΞRSB =
∫
DzY

n/l
RSB(z),

YRSB(z) =
∫
DyW l

RSB(y, z),

WRSB(y, z)= 1+

√
Q̂

Q̂−∆̂
exp

(
−K+

(
√
∆̂0y+

√
q̂00z)

2

2(Q̂− ∆̂)

)
,

また ∆̂ = q̂1−q̂10，∆̂0 = q̂10−q̂00とした．変数{χ, q10 , q00 , Q̂,
q̂1, q̂

1
0 , q̂

0
0} は鞍点条件を満たすように決める．

全ての nについて，鞍点の一つは q00 = q̂00 = 0である．

このとき他の変数は nに依存せず，n = lでの ϕRS1
n の鞍

点に対応する．実際この系では，解 (q00 , q̂
0
0) ̸= (0, 0)は

見つからないため，以下ではこの解にのみ着目する．こ

のとき，自由エントロピー密度は次の関係式を満たす．

ϕRSB(µ) = extr
l

{
ϕRS
l (µ)/l

}
(36)

以下では一般の lについて ϕRS
l (µ)/lを ϕ1RSB(µ, l)と表

記する．また ϕ1RSB
n (µ, l) = nϕRS

l (µ)/lである．

(34)より，RS仮定は 1RSB仮定の特別な場合である

ことがわかる．1RSB解が存在しない時，系の挙動を記

述するには RS解で十分であるが，1RSB解が現れるシ

ナリオは次の 2種類が知られている．

• AT条件

n→ 0で RS母関数の鞍点が次の式を満たす時，

αµ2

d2

∫
Dz

{ ρ̂RS(z)

Q̂−∆̂

( q̂0z
2

WRS(Q̂−∆̂)
+1

)}2

>1 (37)

(∆0, ∆̂0) ̸= (0, 0) の 1RSB 解が存在する．(37) は de

Almeida-Thouless (AT)条件と呼ばれる [15].

• ランダム一次転移
(34) から，l = 1 で 1RSB 仮定は RS 仮定と一致す

る．結果として ∆0，∆̂0 によらず ϕ1RSB(µ, l = 1) =

ϕRS(µ) が成立する．|µ| が十分小さい時，(∆0, ∆̂0) =

(0, 0)は ϕ1RSB(µ, l = 1)の極値条件の一意な解となる．

しかし，ある臨界値 µ で，(∆0, ∆̂0) ̸= (0, 0) の解が不

連続に現れる．これはランダム一次転移 (random first

order transition, RFOT) と呼ばれる [16, 17]. さらに大

きいµで，1RSB解が大域的に安定になる．これを 1RSB

転移と呼ぶ．

次ステップのRSB (2RSB)では，1RSBにおいて同じ

グループに属していた l個のレプリカが，l′ 個のレプリ

カから成る l/l′個のサブグループに分けられ，このサブ

グループ内のレプリカ置換対称性が仮定される．このプ

ロセスを k 回繰り返したものが kRSB解で，Full step

RSB (FRSB)解は k = ∞に対応する [12, 13]. RS解を

0RSB解と見なすと，RS解と 1RSB解の対応関係と同

様に，kRSB解は (k + 1)RSB解の特殊な場合になって

いる．(k + 1)RSB解が見つからなかった時，kRSB解

は系の記述について十分であると見なされる．しかし，

k (2 ≤ k <∞)RSB解が十分である系は未だ見つかって

いない．そのため経験的に，RS解が AT不安定である

ときには FRBS解の構成が必要と考えられている．一

方で RFOTが起きた時は，ある µ領域では 1RSB解が

十分であるが，より大きい |µ|で 1RSB解が AT不安定

化し，FRSB解の構成が必要となることもある．これは

Gardner転移と呼ばれる [18]．



 0

 0.02

 0.04

 0.06

 0.08

 0.1

 0.12

 0.14

 0.16

 0.18

 0.2

 0.05  0.1  0.15  0.2  0.25  0.3  0.35  0.4  0.45

ω
+
( λ

m
in

)

λ

(a) MP1RSBG

1RSB
RS

 0

 0.02

 0.04

 0.06

 0.08

 0.1

 0.12

 0.14

 0.16

 0.18

 0.2

 1.6  1.8  2  2.2  2.4  2.6  2.8  3  3.2  3.4

ω
+
( λ

m
a
x
)

λ

(b) AT 1RSB
RS

図 1: α = 0.4, ρ = 0.05におけるエントロピー曲線．(a)

は最小固有値，(b)は最大固有値．

4 結果

4.1 RS, 1RSBのエントロピー

図 1は RS仮定，1RSB仮定の下で導出されたエント

ロピー曲線である．最小固有値側 (a)ではRFOT，1RSB

転移，Gardner転移が起き，最大固有値側 (b)では AT

不安定性が現れる．1RSBエントロピーは，RSエント

ロピーの内側に入ることがわかる．またMPとして示さ

れている µ→ +0, µ→ −0での λの値は，M × S のガ

ウスランダム行列に対するMarchenko-Pastur (MP)分

布の値域の最小値と最大値に対応する [19].

図 2は，RS, 1RSB仮定下でのRICとBah-Tannerの

上界，数値的に得られた下界の比較である [6, 20]. 我々

の結果は特に大きい ρ/αにおいて上界をタイトにする．

また全領域で，数値的に得られた下界と整合性を持つ．

4.2 上界評価とRSBの関係

図 1のように RSBを考慮するとエントロピーが内側

に入り，結果としてRICの上界がタイトになるが，これ

は物理的描像から説明することができる．より一般に，

kRSB RICは k + 1RSB RICの上界となることを示す

ことができる．
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図 2: α = 0.5での RICの ρ/α依存性．

一般に，大自由度極限 N → ∞ で得られるシステム

の状態は全体と比較して無視し得る少数の変数に関する

境界条件に依存して複数存在し得る．各極限は純状態と

呼ばれる．例えば強磁性模型では，力学変数 σの分布関

数 pferro(σ)が逆温度 0 < β < 1では一つの純状態に収

束するのに対し，β > 1ではそれぞれプラスとマイナス

の磁化により特徴づけられる２つの純状態が出現する．

RSBは指数関数個の純状態の出現として捉えられる．

以下では簡単のため µ > 0のみを考えるが，µ < 0で

も同じ議論が可能である．純状態を γでラベルづけ，純

状態内の自由エントロピー密度を ϕγ(µ|A)とする．純状

態内のエネルギーλγ(µ|A) = −∂ϕ̂γ(µ|A)
∂µ とエントロピー

密度 sγ(µ|A) = ϕ̂γ(µ|A)+µλγを導入すれば ϕ̂γ(µ|A) =

−µλγ(µ|A)+sγ(µ|A)と表記できる．純状態が指数関数

個ある場合，complexityと呼ばれる次の関数はN → ∞
で有限となる．

Σ(λ,s;µ|A)=
1

N
log

∑
γ

δ(λγ(µ|A)−λ)δ(sγ(µ|A)−s) (38)

定義より，complexityはµに依存する定義域 s ∈ [sL, sU]

において有限・非負で，それ以外の領域では負に発散す

る．complexityを用いると自由エントロピー密度は次の

ように表現できる．

ϕ(µ|A) =
1

N
log

∑
γ

eNϕγ(µ|A)

=
1

N
log

∫
dλdseN(−µλ+s+Σ(λ,s;µ|A))

N→∞−−−−→ max
λ,s

{−µλ+ s+Σ(λ, s;µ|A)} (39)

これを (27)と比較すると，次の式が得られる．

ω+(λ(µ)|A) = max
s

{s+Σ(λ, s;µ|A)} . (40)

残念ながら，complexity を直接評価することは難し

い．ところがRIC評価と類似した例に対し，complexity



は 1RSB自由エネルギーとルジャンドル変換によって結

びつくことが示されている [21, 22]．この関係が RIC評

価にも適用できると仮定すると，

Σ(λ(µ, x), s(µ, x);µ|A)=−x2 ∂ϕ
RSB(µ, x|A)

∂x
(41)

にもとづき x ∈ Rを媒介変数とすることで complexity

を評価することができる．ただしϕRSBは鞍点評価によっ

て求められているため，仮定した鞍点の妥当性を別途検

討する必要がある．

(40)は，l = 1を代入した 1RSB解によって ω+が得ら

れることを意味する．この解は一般に RS解の評価と一

致する．µ > 0が比較的小さい時，この評価に不都合は

生じない．しかし µ > ∃µc(> 0)に対し，鞍点解を (41)

に代入することにより得られる complexityは負値にな

る．一方，定義 (38)から complexity は非負でなければ

ならない．このことは，N → ∞ によって complexity

関数に s > sU において (s < sL においても) Σ = −∞
となるように解析性の破れが生じていることを示唆して

いる．これを数式で表現すると

ωRS
+ (λ(µ)) = max

s
{s+Σ(λ, s;µ|A)} (42)

ω1RSB
+ (λ(µ)) =max

s∈[sL,sU]
{s+Σ(λ, s;µ|A)} (43)

となる．領域制約から，ωRS
+ ≥ ω1RSB

+ が結論づけられる．

µ ≥ µcでは，1RSB解を記述する純状態内で更に指数

関数個の純状態が生じる場合がある．これは 2RSBに対

応する．上記の議論は純状態内の純状態に対しても適用

可能であり，これらに対して complexityを導入するこ

とで不等式 ω1RSB(λ) ≥ ω2RSB(λ) を得る．同様の議論

を繰り返すと，kRSBまでの転移が起きるとき，エント

ロピー密度に関して次の不等式が得られる．

ωRS(λ) ≥ ω1RSB(λ) ≥ . . . ≥ ωkRSB(λ) (44)

したがって，λ∗min(A, S) と λ∗max(A, S) の厳密な値が，

k = ∞を含む kRSB解により得られるとき，j(< k)RSB

解による値は下界・上界としての意味を持ち，その近似

精度は j が kに近付くほど改善される．

5 まとめ

本研究では，制限等長定数 (RIC)を統計力学的手法を

用いて評価した．ガウスランダム行列では，RS解でも

既存の上界より精度の良い見積もりを与えることができ

た．上界評価は 1RSB解の構成により改善されることを

示し，また高階の RSBを考慮することで上界評価がタ

イトになることを示した．

提案手法は，ガウスランダム行列以外にも適用可能

である．様々な観測行列において RICを評価すること

で，効率的な観測方法の指針を与え，RIC評価における

1RSB・FRSBの起源が明らかになると考える．
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