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講演の構成

１．エントロピー法とは

２．丸められたデータに対する Donsker の定理
(J.Japan Statist. Soc., 2008 および J.Japan Statist. Soc., 2009)

３．拡散過程のセミパラメトリック推定
(Ann. Statist., 2009)

（４．）ヒルベルト空間におけるマルチンゲール中心極限定理
(番外編．時間が許せば話します)
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１．エントロピー法とは

I.i.d. データに対する経験過程

Xn(x) =
1√
n

n∑
i=1

(1(−∞,x](Zi) − P (−∞, x]), x ∈ R

Xn(A) =
1√
n

n∑
i=1

(1A(Zi) − P (A)), A ∈ A ⊂ B(X )

Xn(ψ) =
1√
n

n∑
i=1

(ψ(Zi) −
∫
X

ψ(z)P (dz)), ψ ∈ Ψ ⊂ L2(P )

「エントロピー法」＝確率場 ψ ; Xn(ψ) に対する理論の研究

3



Covering Number：
空間Ψを距離 ρに関する ε-球で覆う為に必要な最小個数N(ε, Ψ, ρ).

Bracketing Number：
それを少し修正したもの：N[ ](ε, Ψ, ρ)．N(ε, Ψ, ρ) より大きい．

I.i.d. の場合の最大不等式：ρ が L2(P )-距離である場合，

E sup
ρ(ψ,ϕ)≤δ

|Xn(ψ) − Xn(ϕ)| .
∫ δ

0

√
log(1 + N[ ](ε, Ψ, ρ))dε.

よって緊密性の十分条件は∫ 1

0

√
log N[ ](ε, Ψ, ρ)dε < ∞.
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プロジェクト：この理論をマルチンゲールの場合に一般化する．

||Xn||ρ を quadratic modulus とするとき，

E sup
ρ(ψ,ϕ)≤δ

|Xn(ψ) − Xn(ϕ)|1{||Xn||ρ≤K}

. K

∫ δ

0

√
log(1 + N[ ](ε, Ψ, ρ))dε.

よって緊密性の十分条件は

||Xn||ρ = OP (1) かつ
∫ 1

0

√
log N[ ](ε, Ψ, ρ)dε < ∞.
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統計的応用：

1.弱収束定理による汎関数の意味での漸近正規性

2.無限次元の漸近有効性

3.適合度検定などへの応用

4.従来の緊密性判定定理では困難な問題の解決

5.無限次元推定量の収束率の導出

6.無限次元局外パラメータの消去

今日の講演：

•２節で 4. の一例（丸められたデータに対する Donsker の定理）

•３節で 6. の一例（拡散過程のセミパラメトリック推定）
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２．丸められたデータに対する Donsker の定理

Dn = sup
t∈R

n1/2|Pn(−∞, t] − P0(−∞, t]|

D⋆
n = sup

t∈R
n1/2|P⋆

n(−∞, t] − P0(−∞, t]|

D⋆⋆
n = sup

t∈R
n1/2|P⋆

n(−∞, t] − Pn⋆
0 (−∞, t]|

δn = sup
k

P0(A
n
k)

主定理 分布関数 t 7→ P0(−∞, t] は連続とする．
(i) もし δn = o(n−1/2) ならば D⋆

n の収束が成立する．
(ii) もし δn = o(1) ならば D⋆⋆

n の収束が成立する．
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では一番基本的な例に戻ろう．

• F0 は [0, 1] 上の一様分布とする．

• {Z1, ..., Zn}: i.i.d. with F0.

• δn = 0.01. {Z⋆
1 , ..., Z⋆

n} は δn まで丸められたデータとする．

Z1 = 0.67774205 Z⋆
1 = 0.68

Z2 = 0.81124449 Z⋆
2 = 0.81

· · ·
Zn = 0.61694806 Z⋆

n = 0.62

• F̂n は {Z1, ..., Zn} の経験分布関数とする．
• F̂ ⋆

n は {Z⋆
1 , ..., Z⋆

n} の経験分布関数とする．
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Kolmogorov-Smirnov 統計量

Dn = sup
t∈[0,1]

n1/2|F̂n(t) − F0(t)|

は supu∈[0,1] |B◦(u)|に分布収束する．ただし u ; B◦(u)は標準ブラ
ウン橋．
一方，我々の結果によると，もし δn = o(n−1/2)ならば検定統計量

D⋆
n = sup

t∈[0,1]
n1/2|F̂ ⋆

n(t) − F0(t)|

も supu∈[0,1] |B◦(u)| に分布収束する．
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D⋆
n のシミュレーションを n = 100, 1000, 10000 およびδn = 0.01 で

行った結果が次の図である．
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nが大きいとき supu∈[0,1] |B◦
u|の分布（実線）への収束は悪い．こ

れは，仮定 δn = o(n−1/2) が成り立っていないからである．
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この欠点を改善するため，検定統計量

D⋆⋆
n = sup

t∈[0,1]

√
n|F̂ ⋆

n(t) − F ⋆
n,0(t)|

を導入する．ただし F ⋆
n,0は F0を「丸めた」ヴァージョンである．こ

れは δn = o(1) という緩い条件のもとで収束する．
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この事実は，確率過程

Xn(t) = n1/2(F̂ ⋆
n(−∞, t] − F ⋆

n,0(−∞, t])

の弱収束を示すことによって得られる．ただしそれは古典的な緊密
性判定条件

E|Xn(t) − Xn(t′)|p ≤ K|t − t′|1+r for some p,K, r > 0

では証明できない．なぜなら Pn⋆
0 は離散分布だからである．

Billingsley (1968, page 133)は，この判定条件を，ある右連続関数H
に対する

P (|Xn(t) − Xn(t1)| ≥ λ, |Xn(t2) − Xn(t)| ≥ λ)

≤ 1

λ2γ
[H(t) − H(t1)]

α[H(t2) − H(t)]α

に置き換えているが，関数 H は全ての n に共通にとらなければな
らない．
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我々の方法によると∫ 1

0
sup
n∈N

√
log N[ ](ε, Ψ, L2(P

n⋆
0 ))dε < ∞;

でよい．幸いにしてブラケティング数N[ ](ε, Ψ, L2(Q)) はQ に依存
せずに押さえられる．実際， Ψ = {1(−∞,t] : t ∈ R} のとき，ある定
数 K > 0 が存在して 任意の 確率測度 Q に対し

log N[ ](ε, Ψ, L2(Q)) ≤ K

(
1

ε

)
が成り立つ．（例えば van der Vaart and Wellner (1996) を見よ．）
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３．拡散過程のセミパラメトリック推定

１次元の拡散過程を考える．

Xt = X0 +

∫ t

0
S(Xs; θ)ds +

∫ t

0
σ(Xs; h)dWs,

ただし s ; Ws は標準ブラウン運動．
• {S(·; θ); θ ∈ Θ}, ただし Θ ⊂ Rd はコンパクト．

• {σ2(·; h); h ∈ H}, ただし (H, dH) は全有界距離空間．
目標は θ0 の推定を，モデルが局外パラメータ hをもっている場合
に行うことである．手順は
•まず dH-一致推定量 ĥn を構成する．

•そして Z-推定量 θ̂n （すなわち推定方程式 Ψn(θ, ĥn) = 0 の解）
が漸近正規かつ漸近有効であることを示す．
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連続観測の場合：
拡散係数は既知としてよいので，h0 と書くことにし，最尤推定量

θ̂T は ℓ̇T (θ) = 0 の解である．ただし

ℓ̇T (θ) =
1

T

∫ T

0

Ṡ(Xt; θ)

σ2(Xt; h0)
[dXt − S(Xt; θ)dt],

であり，Ṡ は S の θ に関する微分を表す．
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離散観測の場合：

{0 = tn0 < tn1 < · · · < tnn}
拡散係数も推定しなければならない．

• Florens-Zmirou (1989), Yoshida (1992) and Kessler (1997) らはH
が有限次元である場合を考察した．

•我々は無限次元の (H, dH) を考える．

•サンプリングスキームとしては
∆n = max

1≤i≤n
|tni − tni−1| = o((tnn)−1) and tnn → ∞,

を仮定する．前者は n∆2
n → 0 とほぼ同じ．
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•注意１：Kessler (1997) の仮定 n∆
p
n → 0 の方が弱い．

•注意２：先行研究は有限次元パラメータ ĥn の一致性のみならず
漸近分布も導いている．

•しかしながら：我々の研究のポイントは (H, dH) が無限次元であ
る場合に θ の漸近有効推定を行うことである．

ただし漸近有効とは，規格化された残差
√

tnn(θ̂n − θ0) が，連続観
測であってh = h0 が既知の場合と同じ漸近分布をもつことである．
よって局所漸近正規族理論（Le Cam理論）の意味で漸近有効である．
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連続観測の場合の

ℓ̇T (θ) =
1

T

∫ T

0

Ṡ(Xt; θ)

σ2(Xt; h0)
[dXt − S(Xt; θ)dt]

を離散化して，

Ψn(θ, h) =
1

tnn

n∑
i=1

Ṡ(Xtni−1
; θ)

σ2(Xtni−1
; h)

[Xtni
− Xtni−1

− S(Xtni−1
; θ)|tni − tni−1|]

を提案する．ただし h0 は未知の h によって置き換えた．その「カ
ンペンセイター」は

Ψ̃n(θ, h) =
1

tnn

n∑
i=1

Ṡ(Xtni−1
; θ)

σ2(Xtni−1
; h)

[∫ tni

tni−1

S(Xt; θ0)dt − S(Xtni−1
; θ)|tni − tni−1|

]
である．すなわち，差 Ψn(θ, h)− Ψ̃n(θ, h)はマルチンゲールである．
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キーポイントは

•確率場 (θ, h) ; rn(Ψn(θ, h) − Ψ̃n(θ, h)) の弱収束,

• (θ, h) ; Ψ̃n(θ, h) の (θ0, h0) の周りでの微分可能性.

ラフに言って，我々の結果は

• h 7→ σ2(·; h) が dH に関しリプシッツ連続

•
∫ 1
0

√
log N(ε,H, dH)dε < ∞

• h0 に対する dH-一致推定量 ĥn の存在

の仮定のもとで rn(θ̂n − θ0) の漸近分布が導出できる．ĥn の一致性
は別途証明せねばならないが，今の場合は可能である．
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The Jain-Marcus theorem for martingales

• (H, dH)：距離空間．

•各 h ∈ Hに対し，{ξn,h
i }i=1,2,...は実数値のマルチンゲール差分列．

ここで
|ξn,h

i − ξ
n,h′
i | ≤ Kn

i dH(h, h′) h, h′ ∈ H.

を仮定する．このとき，緊密性判定条件は
n∑

i=1

E[|Kn
i |

2|Fn
i−1] = OP (1)

∫ 1

0

√
log N(ε,H, dH)dε < ∞.
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番外編．ヒルベルト空間のマルチンゲール中心極限定理

Kolmogorov-Smirnov検定は ℓ∞空間における弱収束に基づいている．

sup
x∈R

|
√

n(F̂n(x) − F0(x))| →d sup
t∈[0,1]

|B◦
t |

Cramér-von Mises 検定については L2 空間における弱収束で十分で
ある． ∫

R
|
√

n(F̂n(x) − F0(x))|2dF0(x) →d
∫ 1

0
|B◦

t |2dt

とある問題を解決することをモチベーションとして，このような考
察にいたりました．すなわち，ヒルベルト空間における弱収束理論
が欲しい！
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• H : 実ヒルベルト空間

– ⟨, ⟩：内積
– || · ||：ノルム
– {ej : j ∈ J}：完全正規直交系

•各 n ∈ Nに対し，{ξn
i }i=1,2,...は確率基 (Ωn,Fn, {Fn

i }i=0,1,2,..., P
n)

の上で定義された H に値をとる確率変数の三角列
– ξn

i の可測性は仮定しない．単なる Ωn から H への写像である
–各 h ∈ H に対し，⟨ξn

i , h⟩ が Fn
i -可測かつEn[⟨ξn

i , h⟩|Fn
i−1] = 0

almost surely であることを仮定する．
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定理．次の (i) – (iii) を仮定する：
(i)

∑n
i=1 En[⟨ξn

i , h⟩2|Fn
i−1] →

p C(h) ∀h ∈ H.

(ii) ∃δ > 0 s.t.
∑n

i=1 En[||ξn
i ||

2+δ|Fn
i−1] →

p 0.

(iii) ∃ζ (H に値をとる確率変数) s.t. E||ζ||2 < ∞ かつ
n∑

i=1

En⟨ξn
i , ej⟩2 ≤ E⟨ζ, ej⟩2, ∀n, ∀j ∈ J.

このとき，
n∑

i=1

ξn
i →d G in H, ただし ⟨G, h⟩ ∼ N (0, C(h)).

注意： 仮定 (iii) は，もしも ξn
i が

1√
n
ζi の形をしていて ζi が定常か

つ E||ζ1||2 < ∞ ならば満たされている．
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