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1 はじめに
統計学やデータサイエンスにおいて，幾何的

手法はいろいろな場面で現れる．例えば微分幾
何に基づく統計理論として成功を収めた情報幾
何学では，統計モデルや統計推測手順が持つ幾
何構造を顕わにすることにより，より進んだ統
計手法の研究の枠組みを提供する．
本稿の表題にある積分幾何も，微分幾何の一

分野である．ここではその確率バージョンであ
る「確率場の幾何」の統計推測への応用につい
て，著者の研究に関わる範囲で概観したい．扱
う対象である確率場X(t)とは，ベクトル tを添
字に持つような確率変数のことであり，多くの
確率変数についての推論を同時に行う多重検定・
多重比較の応用を念頭においている．
また本稿は，本特集「データサイエンスと幾

何的方法」の他の 2稿 ([16],[15]) とも密接に関
係する．このことについては本稿の最後で触れ
ることにする．

2 積分幾何「超」入門
ここでは積分幾何の入門部分を 2次元図形に

即して説明する．教科書，解説書に [8], [14], [12]

などがある．
積分幾何では，図形を合同変換しても変わらな

い特徴量 (不変量) を扱う．ここで合同変換とは
平行移動と回転，鏡像の合成である．そのような
不変量に図形 Sの面積Area(S) (= φ2(S)) や S

の周囲長Len(∂S) (= 2φ1(S))，ならびにSのオ
イラー数 (Euler characteristic) χ(S) (= φ0(S))
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図 1: オイラー数の計算例
(連結成分 3, ホール数 2，オイラー数

χ = 3− 2 = 1)

がある．図形Sのオイラー数とは，Sの連結成分
の個数 β0(S)から Sのホール (穴) の個数 β1(S)

を引いた量

χ(S) = β0(S)− β1(S)

である (図1)．特にSが空集合のときはオイラー
数は 0となる．
これらφiは集合を引数とする関数であるので

汎関数である．特に 3つ組 (φ2, φ1, φ0)をミン
コフスキー汎関数 (Minkowski functional) とよ
ぶ．φiはそれぞれ加法性とよばれる性質

φi(A) + φi(B) = φi(A ∪B) + φi(A ∩B)

を持つ．図形 Sを k倍に拡大した図形を kSと
書くとき，φi(kS) = kiφi(S)となり，Sの面積，
周囲長，オイラー数はそれぞれの 2次元的汎関
数，1次元的汎関数，0次元的汎関数である．
逆に，加法性を持ち合同変換不変な汎関数

φ(S)は φi(S)の線形結合

φ(S) = c0φ0(S) + c1φ1(S) + c2φ2(S)

(ciは Sとは無関係) の形でかけることが知られ
ている (Hadwigerの定理)．この定理より，i次

1



S

S

図 2: クロフトンの公式
(グレーのランダム直線Eと曲線 Sの交点数の
平均をとる (左)，Eと図形 Sの共通部分の長

さの平均をとる (右))

元的汎関数は定数倍をのぞいてφiに限定される
ことが分かる．例えばEを平面上に同じ密度で
ランダムに配置される直線1とし，その直線と平
面図形 Sとの交わり部分の長さを平均すれば S

の面積となるという関係式∫
Len(S ∩ E) dE = c ·Area(S)

(cはある定数)は，上式左辺がSの合同変換不変
な加法的汎関数であり，さらに 2次元的特徴量
であることから，Hadwigerの定理より直ちに従
う (図 2右)．またSが曲線の場合である場合，S
とランダム直線Eとの交点数 (オイラー数と同
等) を平均すれば Sの長さとなるという関係式∫

#(S ∩ E) dE = c · Len(S)

も同様に示すことできる (図 2左)．これらをク
ロフトン (Crofton) の公式という．
次に S1, S2を長さが有限の曲線とする．gを

平面 R2の合同変換とし，S2を合同変換 gで移
したものを gS2と書く．このとき∫

#(S1 ∩ g S2) dg = c · Len(S1)Len(S2)

がなりたつ．ここで積分 ∫
dgは，全ての合同変

換について等ウエイトで平均をとる操作である．
これは上式の左辺が，S2を固定したとき S1に

1x軸上に点 x0 を同じ密度でランダムに選択し，x0 を
通る垂直な直線を原点を中心に角度 θで回転させて得られ
る．ここで θは [0, 2π)に値をとる一様分布に従うとする．

S

S

図 3: チューブ Tube(S, ρ)

(点線で囲まれた領域がチューブ)

ついて合同変換不変な加法的汎関数であり，逆
に S1を固定したとき S2についても同様である
こと，また S1, S2を同時に k倍すると，k2倍と
なる量であることから証明される．これをポア
ンカレ (Poincarè) の公式という．
また別の例として，Bx(ρ)を中心が x，半径が

ρの円盤とする．このとき

φ(S) =

∫
R2

χ(S ∩Bx(ρ))dx

という汎関数は合同変換不変で加法性を持つ．係
数 ciは Sによらないので，積分が簡単に計算で
きるいくつかの具体的な Sを代入し逆算すると∫

R2

χ(S ∩Bx(ρ))dx = φ2(S)

+2ρφ1(S) + πρ2φ0(S) (1)

がわかる．これは積分幾何の基本定理 (Kine-

matic Fundamental Formula, KFF) の特別な
場合である．さらに Sが凸集合である場合には，
この式の左辺は Sから距離 ρ以下の チューブ領
域Tube(S, ρ) の面積であり，また Sのオイラー
数は 1なので，シュタイナー (Steiner) の公式
Area(Tube(S, ρ)) = Area(S)+ρLen(∂S)+πρ2

がなりたつ．

3 確率場の幾何：確率過程・確率場に対す
る積分幾何

3.1 ガウス型基本定理

このような古典的積分幾何の考え方をベース
にして，確率過程や確率場に基づく積分幾何を
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図 4: 確率場 (左) とエクスカーション集合 (右)

創始し，発展させたのはR. Adler, K. Worsley,

ならびに J. Taylor である ([1])．
確率過程 (stochastic process) とは添字 tを

持った確率変数のことである．特に tがベクトル
の場合，そのことを強調するために確率場 (ran-

dom field) とよぶ．ガウス確率場とは有限個の
異なる点の同時分布 ((X(t1), . . . , X(tk))の分布)

がガウス分布であることをいう．
ガウス確率場X(t)の一例を図 4 (左) に示す．

ここで添字 t = (t1, t2)は長方形の添字集合 S

の点である．また図 4 (右) は，確率場の値があ
る閾値以上となるような添字の集合で，エクス
カーション集合とよばれる．図 4 (右) では，黒
地の連結成分数が β0 = 3，白地のホールの数が
β1 = 1であり，オイラー数は χ = β0 − β1 = 2

である．ここでホールとは，エクスカーション
集合に周囲を囲まれた領域である．
閾値 a のエクスカーション集合 Sa は，数

式では S ∩ X−1([a,∞)) と表せる．ここで
X−1([a,∞))とは，X(t)の値が半区間 [a,∞)に
入るような添字 tの集合である．もし確率場X(t)

が等方的，すなわち座標 tを平行移動したり回
転，鏡像変換させたとしてもその統計的性質が
変わらないならば，そのオイラー数の期待値は

E[χ(S ∩X−1([a,∞)))] = h0(a)φ2(S)

+h1(a)φ1(S) + h2(a)φ0(S) (2)

ただし hi(x) = (2π)−(i+1)/2(−d/dx)i−1e−x2/2

となる．(2) 式と (1) 式は，対応

Bx(ρ) ↔ X−1([a,∞)),

∫
R2

· dx ↔ E[ · ], ωiρ
i ↔ hi(a)

(ただし ωi = πi/2/Γ(i/2 + 1)) によって同じ形
をしていることが分かる．(2) 式はKFFのガウ
ス確率場バージョンであり，ガウス型基本定理
(Gaussian Kinematic Formula, GKF)とよばれ
る．X(t)がガウスでない場合への拡張は現在で
も研究されている ([2])．

3.2 確率場の最大値分布

閾値 aをだんだん大きくすると，エクスカー
ション集合 S ∩X−1([a,∞))は単調減少し，最
終的には空集合となる．（図 4の右図では，黒地
の部分が減少し，最終的には全部白地となる．）
もし aが十分に大きく空集合となる直前とする
と，エクスカーション集合は連結成分は 1つで
あり，またどこにもホールは存在しないと考え
られる．このときエクスカーション集合のオイ
ラー数は 1となる．またさらに大きい aを考え
るとエクスカーション集合が空集合となり，そ
のオイラー数は 0である．このような直感的な
議論から，閾値 aが大きいとき

χ(Sa) = 0 ⇐⇒ Sa = ∅
χ(Sa) = 1 ⇐⇒ Sa ̸= ∅

が近似的になりたつと考えられる．X(t)の t ∈ S

での最大値が a以上であることと，エクスカー
ション集合Saが空集合でないことが同値である
ため，

P
(
max
t∈S

X(t) ≥ a

)
= P(Sa ̸= ∅)

≈ E[χ(Sa)] (aが大きいとき) (3)

ただしSa = S∩X−1([a,∞))であった．一般に確
率過程や確率場の最大値の分布の導出は難しい
が，aが大きい場合，最大値分布の上側裾確率は
容易に計算可能なE[χ(Sa)]で近似される．この
近似法は期待オイラー標数法 (Expected Euler-

characteristic method, EEC) とよばれる．
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3.3 非等方確率場の場合

いままで確率場は等方的，すなわち添字の合
同変換に対して確率的性質が変わらない，とい
う仮定をおいていた．しかしこれらの仮定を外
した場合でもエクスカーション集合のオイラー
数の期待値E[χ(Sa)]は導出可能である．竹村と
著者らは，確率場の平均が 0，分散 1であるが相
関構造は等方的でない場合のE[χ(Sa)]を，添字
集合Sを球面上の部分集合と考え，球面上チュー
ブの体積評価を通して与えている．これはチュー
ブ法 (tube method) とよばれる ([11, 13])．分
散が 1という仮定を外した場合については [3]を
参照のこと．

4 統計的発見への応用
ここまでは数学 (積分幾何と確率論) の話で

あった．次に統計推測への利用について述べる．
Sの各点 tで検定統計量X(t)が定義される場

合，(3) 式の右辺は多重検定としての p値，す
なわち多重性調整 p値に他ならない．(3) 式は，
それが簡単に近似計算できることを意味してい
る．この節では，そのようなデータをいくつか
例示する．

4.1 イネの遺伝子ペア検出問題

遺伝学では標準的な考え方として，いくつか
の遺伝子が特定の遺伝子型をとる場合に個体が
生育できないような組合せが存在すると考えら
れている．この現象は生殖隔離障壁とよばれ，そ
のメカニズムが最終的に生物学的「種」を形成
するとされる．
図 5はイネにおいて，そのような生殖隔離障

壁を検出するための実験データの要約図である．
図の縦軸，横軸は第 1染色体と第 6染色体の位
置を表す．致死 (不稔) 遺伝子が存在しないなら
ば，生存する個体の遺伝子型の出現頻度は簡単
に計算することができる．実際に生息する個体
の遺伝子型をカウントし，その期待度数からの

図 5: イネの生殖隔離障壁の探索
(統計量の値を濃淡で表示，横軸：第 1染色体，

縦軸：第 6染色体, 単位：cM)

乖離を統計量 (具体的には自由度 4のカイ 2乗
統計量) で尺度化し，色の濃淡で図示したもの
である．
この多くの統計量を確率場とみなした場合，確

率場の相関構造は連鎖構造から確定される．期
待オイラー標数法やチューブ法によって確率場
の帰無仮説の下での最大値分布を求めることが
でき，データから観測された生殖隔離障壁の候
補の多重性調整 p値の見積もりを行うことがで
きる ([4])．
検証実験によって，図中に濃く示された最大

値は真の生殖隔離障壁であり，一方それ以外の
極大点は偽陽性であることが判明している．

4.2 物理実験データからの信号検出

2013年 3月 14日に，最後の素粒子であるヒッ
グス粒子の発見がアナウンスされた．図 6はそ
の根拠としてCERNホームページで公表されて
いる実験データである．横軸は素粒子の質量で
あり，図の上側には素粒子の観測数とその平滑
値，下段には共変量の効果 (系統誤差) を取り除
いた残差がプロットされている．
図中には確かに一つのピークが存在するよう

に見えるが，それがどのくらいの大きさであれ
ば新発見と見なすことができるか，その合理的
な判定基準が必要となる．このように信号の位
置が事前に分かっていない問題では，2σ (標準
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図 6: ヒッグス粒子の探索 (Copyright CERN)

v v

図 7: ガウス確率場 (左) と非ガウス確率場 (右)

誤差 σの 2倍) をもって有意と判断する手順で
は，しばしば見せかけの発見が生じる．この偽
陽確率増大の現象は，統計の言葉では検定の多
重性に他ならないが，実験物理の分野でも LEE

(look-elsewhere effect; どこでも効果) の名前で
よく知られている．そのため，実験物理の分野
でも多重性調整の目的として (3) 式が使われて
いる ([10])．

4.3 ミンコフスキー汎関数によるガウス性の
検定

いままでは，確率場X(t)のエクスカーション
集合の期待オイラー数を用いた最大値分布近似
の信号検出への応用について紹介した．ここで
は確率場のミンコフスキー汎関数やオイラー数
そのものを統計量とする解析を紹介する．

図 8: 宇宙マイクロ波背景放射 (CMB) (Copy-

right PLANCK))

図 7上側パネルは，シミュレーションにより
生成した 2次元ガウス確率場 (左) と非ガウス
確率場 (右) である．下側パネルは，閾値 v を
−4から 4までの範囲で振らせたときのエクス
カーション集合の標本オイラー数と，そのガウ
ス性の仮定のものでの期待オイラー数をプロッ
トしたものである．見かけ上同じような確率場
であっても，オイラー曲線は確率場の非ガウス
性を検出することが分かる．
このようなガウス性の検定は，宇宙論研究で

用いられている．図 8 の宇宙マイクロ波放射
(CMB) は，宇宙の温度ゆらぎを観測している
もので，等方的ガウス確率場に非常に近いもの
であることが知られている．それがガウスであ
るか，そうでないならばどのような非ガウス性
を持つか，は初期宇宙モデルで決定されるため，
研究の重要なトピックである．その目的のため
に図 7のオイラー曲線 (ジーナス統計量ともよ
ばれる) やミンコフスキー汎関数が解析されて
いる．
しかしながら，ガウス性の検定としてオイラー

曲線を利用することの得失はよく分かっていな
い．ガウス確率場は共分散関数 (2点相関関数)

だけで決定される．松原 [6]は，非ガウスの下で
のオイラー曲線の挙動の解析のために，ガウス
確率場ならば 0となる 3次相関関数の存在を仮
定したときの期待オイラー数を摂動展開の形で
導出し，初期宇宙モデルとの対応を調べている.

さらに松原と著者 [5, 7]は，次元を一般化し高
次の相関関数の存在を仮定した摂動展開を導出
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している．

5 おわりに
本稿では積分幾何と確率場の幾何の考え方を

概観し，信号検出や多重検定への適用について
紹介した．本稿では触れることができなかった
が，期待オイラー標数法やチューブ法は，同時信
頼区間構成や特異モデルの尤度比検定にも適用
される．これらについては，[13] を参照のこと．
また冒頭に述べたように，本稿は本特集の別

論文 と関連している．本武 [16]が解説する位相
的データ解析 (TDA) は，エクスカーション集
合のオイラー数を構成するベッチ数βiを扱うが，
TDAでは閾値を変化させたときに βiを増減さ
せる生成元を解析対象とするため，オイラー曲
線より数段細かな情報を扱う．そのため最近で
は，伝統的にミンコフスキー汎関数やオイラー
曲線を用いてきた分野で，TDAを試みたという
研究が多く報告されている．二宮 [15]の解説す
る選択的推論 (Selective inference) の分野の創
始者は確率場の幾何の研究者 J. Taylor であり，
選択的推論の最初の論文 [9] は，期待オイラー
標数法で用いるカッツ・ライス公式 (モースの
定理の積分型) を出発点とする論文である．そ
のため数理技法に多くの重なりがある．
有益なコメントを賜りました會田雅人氏に感

謝いたします．
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