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1 ベイズ統計

1.1 枠組

まずベイズ統計の枠組について簡単に述べる。特定のパラメータの値 xに対して、データ yが出現する
確率を

L(yjx) =
exp(�EL(yjx))

ZL

(1)

ZL =
X
y

exp(�EL(yjx)) (2)

とする。ここで
P

y はあらゆる yについての和である。これを、 xの関数とみるとき、 likelihood(ゆう度)

と呼ぶ。以下では、 ZLは xを含まないとする。
yを知ったときに xを推測するためには、 xについての事前知識が必要である (とベイズの立場では考

える)。これを確率分布の形に表したものが事前分布 (prior distribution)である。

�(x) =
exp(�E�(x))

Z�

(3)

Z� =
X

config:

exp(�E�(x)) (4)

ここで、
P

config:はあらゆる xについての和である。
すると、 yを得たときの xの確率は、簡単な計算により、以下の分布 (事後分布、 posterior distribu-

tion)で表せる (Bayes theorem)。

P (x) =
L(yjx)�(x)P

config: L(yjx)�(x)
=

exp(�Epos(x))

Zpos

(5)

Epos(x) = EL(yjx) +E�(x) (6)

Zpos =
X

config:

exp(�Epos(x)) (7)

以上では、統計物理を連想させるような書き方 (exp(�Epos(x))など)をわざと用いた。これが、実質
をともなうかどうかは場合によるが、 xが非常に大きな次元のベクトルである場合には、アナロジーが成
り立つ。このような例としては、画像再構成、曖昧さを許す分類、畳み込み符号による通信などが考えら
れる。最近では、統計の文献でも、統計物理風の表示 (Gibbs分布による表示)がかなり使われるようになっ
ている。また、 �(x)の部分については、できるだけ偏見のないことを表す分布 (ignorant prior)を用いる
のが普通であったが、あとの例に見るように、積極的に主観をいれてそれを学習によって調節するという
立場 (informative priorを用いた経験ベイズ法)が注目されてきている。より詳しい解説は、 (Iba, unpub-

lished note[0]))に書いた。これは、近い将来に出版する計画である。

1.2 例

� 例: ガウス型の平滑化

xi 2 R (8)
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EL(yjx) = �

X
i

(xi � yi)
2 (9)

(1階)

E�(x) = 


X
i

(xi+1 � xi)
2 (10)

(2階)

E�(x) = 


X
i

(xi+1 � 2xi + xi�1)
2 (11)

� 例: Caucy分布による 平滑化・変化点検出 (Kitagawa(1987))

xi 2 R (12)

EL(yjx) = �

X
i

(xi � yi)
2 (13)

(1階)

E�(x) =
X
i

log(� + (xi+1 � xi)
2) (14)

� 例: イジング模型 (一般にはポッツ模型)による画像再構成 (Geman and Geman(1984))

xi 2 f�1g (15)

(Binary Symmetric Channel)

EL(yjx) = ��
X
i

xiyi (16)

(ガウス雑音)

EL(yjx) = �

X
i

(xi � yi)
2 (17)

E�(x) = �J
X
(i;j)

xixj (18)

� 例: 曖昧さを含む分類 (ここでは、 2つに分ける場合)

以下で、 f、 gは問題の詳細によって決まる関数。

xi 2 f�1g (19)

(各 xi について情報がある場合: 2-mixture)

EL(yjx) = �
X
i

f(yi)xi (20)

(相互的な情報がある場合)

EL(yjx) = �
X
i

f(yi)xi �
X
(i;j)

g(yi; yj)xixj (21)
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(2グループの大きさが同じくらいと仮定)

E�(x) = const: (22)

(2グループの大きさが exp(h)対 exp(�h)くらいと仮定)

E�(x) = �h
X

xi (23)

(大きさが `わからない'ということのひとつの表現)

E�(x) = � log
n!m!

(n+m)!
(24)

n =
X
i

1 + Si

2
(25)

m =
X
i

1� Si

2
(26)

1.3 ベイズ統計の \有限温度"性

統計物理とのアナロジーでいえば、ベイズ統計は本質的に \有限温度"的である。このことは、 \解"が
事後分布 P (x)という \分布"であることに現れている。もし、温度 T での分布を、

PT (x) =
exp(�Epos(x)=T )

ZT

(27)

ZT =
X

config:

exp(�Epos(x)=T ) (28)

と定義すれば、これは、温度 T = 1で事後分布に一致し、温度 T ! 0で一点 (事後分布の global max-

imum)に収縮することになる。最適化で求められるのは後者であって、これはベイズの立場からすれば、
事後分布に含まれている情報の一部を取り出したにすぎない。逆にいえば、ベイズの立場をとることで、
\local maximaの回避"などに帰着できない、有限温度の情報処理ということが見えてくる可能性がある
(Iba(1989))。以下では、そのいろいろな側面を見ていくことにする。

2 ベイズ統計では推定値は損失関数によって違う

\解が分布である"といっても、結局はひとつの \推定値"を出さなければならないことも多い。この場
合、推定の目的がなにかによって、推定値が違ってくる。形式的には、 \目的"を損失関数 (loss function)

によって与えることで、それに対して最適な推定値を与える関数 (optimal estimator)が定まり、それを
適用することで、事後分布から推定値 (estimate)が得られることになる。推定値の \信頼区間"や \誤り確
率"も事後分布から得られるし、それを使って次のデータを獲得する計画を最適化することも可能である
が、それらの側面については、ここでは触れない。

2.1 例: 平滑化・変化点検出のモデルの場合

たとえば、次のような推定値の定義が可能である。これらがすべて同じなのは、事後分布がガウス分布
のときのみである。

1. 事後分布全体の global maximum (MAP推定値 = Maximum A Posteriori Estimate)を fxigの推
定値とした場合。

2. iごとに xi の周辺分布 Pi(xi)を考えてその global maximumを xiの推定値とした場合。ただし、

Pi(xi) =

Z
�j 6=idxjP (fxig) (29)
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3. xi の事後分布による期待値を推定値とした場合。
xi の Pi(xi)での期待値といっても同じである。

4. Pi(xi)のメジアン (中央値)を推定値とした場合。

(1),(2),(3),(4)にそれぞれ対応する損失関数はそれぞれ次のようになる。 fxtruei gを真の値、 �を十分小さ
い数とする。

1. \任意の iについて jxtruei � xij < �"である確率を最大にする推定値。

2. \jxtruei � xij < �である iの数の期待値"を最大にする推定値。

3. \
P

i jx
true
i � xij

2"を最小にする推定値。

4. \
P

i jx
true
i � xij"を最小にする推定値。

計算のやり方から見ると、 (1)を温度零の推定値、 (2),(3),(4)を温度 1の推定値と見ることもできる。
annealingやその他の最適化手法が求めようとするのは (1)である。

2.2 歴史

� 推定値が損失関数によって違うことは古くから知られている。モデルの大規模化 (xの次元が大きく
なる)、 informative priorの導入、非ガウス化、統計物理のアルゴリズムの導入などでどう情勢が変
わるかが問題である。

� 画像処理について、マルコフ鎖モンテカルロ法 (*)との関連でこの点を強調したのは、Marroquin(1985)

である (これは preprintで、論文としてはMarroquin et al.(1987)の一部に組み込まれている)。

しかし、その論文にも既知のこととして引用文献が示されている。そのほか、たとえば、 Derin et

al.(1984)、Kay and Titterington(1986)、 Devijver(1987)、 Zhang(1992)などにも、 2値画像につ
いて `真の画像との重なり'を最大にする Bayesian optimal estimatorが用いられている。

(*)メトロポリス法やGibbs Samplerの総称。物理以外の分野では単にモンテカルロ法といったの
では非常に広い範囲を指すので、区別した名称が必要である。筆者は `メトロポリス的モンテカルロ
法'という名称を使ってきたが、最近では `マルコフ鎖モンテカルロ法'に統一する動きがあるような
ので、それに従う。

� 筆者は数年前にこの問題に気づいたが、 2値画像についてはMarroquinの論文があることを知った
ので、別の問題 (\3すくみの分類の問題")で別の効用関数についてこの点を調べて、メトロポリス法
の使い方の注意ということで発表した。しかし、のんびりやっているうちに、マルコフ鎖モンテカル
ロ法を温度 1で (=annealingでなしに)使うことは統計の分野では周知の事実となっていたようで、
論文は落されてしまった (Iba(1992))。

� 最近、 Ruj�anという人が Phys.Rev.Lett.に \Finite temperature error correcting codes"という題
目で、Marroquinなどが画像に対して述べたこととほぼ同じことを符号解読について述べた論文を
書いている (Ruj�an(1993))。それに対して、それを証明したという followも出ている (Nishimori(1993)、
Soulas(preprint))。符号解読の場合は、ある種の gauge対称性をもつクラスが自然であるなどの特
別な事情があるが、有限温度での最良性自体は新しいことではない。物性物理への feedbackがあれ
ば面白いかもしれないが、なかなか難しいだろう (付録も参照)。本稿との温度の定義の違いに注意さ
れたい。

筆者は、本稿の主題とは別な観点からも、符号理論とランダム系の統計物理の関係を考察したことが
ある (Iba, unpublished note[3])。今回の話題はそちらの方とはあまり関係がなさそうである。
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2.3 いままで研究した例

損失関数を決めれば、特定の estimatorが良いということは比較的簡単に示すことができる。したがっ
て、考えられる問題の設定としては

1. simulationを行なって、特定の損失関数についての推定値と事後分布全体の global maximumにも
とづく推定値の差が非常に大きい場合があることを示せるか?

2. 実際のデータに対してはどうか?この場合、損失関数の選び方が実感と合っているかという問題も同
時に考えなくてはならない。

3. `温度 1での推定値'を得るためのアルゴリズムは?

などがある。 (3)についてはあと (5節)で扱う。
一般に、推定が非常に容易な条件 (データが多い、雑音が少ないなど)のもとでは、どのような reson-

ableな損失関数に対しても、似たような推定値が得られると思われる。また、推定が非常に困難な場合は、
どのような方法をとってもうまくいかない。また、次節 (3節)で扱うように、 likelihoodや事前分布が正
確に分かっていることはまれであって、そのなかに未知パラメータ (hyper parameter)が含まれているこ
とが多いが、それをデータ自体から推定することは悪条件のもとでは困難である。このため、差がでるよ
うな条件は限られているものと思われる。さらにきびしい意見としては、条件が悪くなるにつれて結果が
滑らかに悪化していくようなモデルを作ることが重要で、分布の広がりなどに頼るのは邪道だという考え
もある。
何人かの人が、いろいろな状況で損失関数による違いを調べているが、あまり差がないという結果が

多いようである (たとえば、Geman and McClure(1987))。筆者が調べた例としては次のようなものがあ
る。中にはかなり差のあるように見えるものもあるが、結局どの例に対しても決定的なことはいえていな
い。

� イジング模型による画像処理の場合

イジング模型を事前分布に使った画像処理については、前に述べた通りMarroquinが、真の画像と
の重なりが最大になるような推定値とMAP推定値に大差があると主張している。しかし、そこにあ
げられた例は誤りと思われる (模擬データを作るのに走らせたモンテカルロ計算が緩和していない)。
しかし、正しい例でやった結果 (Iba, unpubished note[1])でも、差はでる。 hyper parameter((18)

の J)をデータから推定することを要求すると、より苦しくなるが、大きな差がでる場合もある。 hy-

per parameterの推定を中心にしてまとめた論文 (Iba(1991a))では、 \重なり最大"の推定値を使っ
たが、MAP推定値との差に関することは詳しく書かなかった。イジング模型を事前分布とした場合、
温度を下げると相関が発達しすぎることは物理的にあきらかだから、この場合に温度 1と零で差がで
ることはわかりやすい。しかし、イジング模型を事前分布に使った画像処理が本当に良いものかどう
か、その場合の実際の `使われ方'がベイズ的解釈にふさわしいものか、多くの疑問が残されている。

� \曖昧さを含む分類"の問題の場合

\曖昧さを含む分類"というのは、筆者が勝手に名付けた問題で、適当な情報に基づいて、要素をい
くつかのグループに分ける問題をさす。もっとも簡単な場合は、事後分布において、パラメータの間
に相互作用のない場合 (20)である。この場合、問題となるのは、関数 f に含まれている hyper pa-

rameterの推定である。このタイプのモデルは �nite mixtureとしてよく知られている。これをもっ
と難しくしたのが、 (21)のような問題で、 graph-bipartitioningの有限温度版とも見られる (graph-

bipartitioningは最適分割を求める問題であるのに対し、ここで考えているのは、分割を推定する問
題であることに注意)。Ruj�anらの扱っている伝送路も基本的には、このモデルに近いものである。
ただし、伝送路の場合は、 gauge invarianceを仮定しても不自然にならない点が異なる。
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Iba(1992)では、 \曖昧さを含む分類"の問題に対し、温度 1でメトロポリス法を適用し、それによっ
て、 optimal estimatorを計算できることを示した。この例では、分類のもとになる情報として勝敗
表を使ったので、 `iが j に勝つ確率'の optimal estimatorについて論じた。KL情報量を損失関数
とした場合、温度 1でベストの結果が得られ、かつ温度零よりはるかに良いことが示されたが、これ
はKL情報量の特性 (よくわからないときは確率 1/2と答えた方が有利になる)によるところが大き
い。

Iba(1992)では (22)の事前分布を用いたが、分類結果のグループサイズが著しく不均一な場合のこと
を考えると、 (24)の事前分布を用いるか、 (23)を用いて hを 3節の方法でデータから推定するのが
望ましい (**)。この場合、強い `強磁性'の相互作用を導入することになるので、結果がいろいろ変
わってくる。

(**)この 2つの方法は、一見ずいぶん違って見えるが、実際は非常に近い (たとえば、 (Iba(1991c)

に解説がある)。

� Caucy分布による平滑化・変化点検出の場合

すでに統計的情報処理としての有効性があきらかにされている問題に関して実験することが重要なよ
うに思われる。そこで、 `複雑系 2'の発表では、 Caucy分布による平滑化・変化点検出 ((13,14))の
場合に、損失関数によってどう推定値が変わるかを調べて発表した。Kitagawa(1987)には、非線形
フィルター (転送積分法、 5.1節参照)を用いて計算した周辺分布 Pi(xi)とそのメジアンが示されてい
るが、温度零での推定値 (MAP推定値)との比較は行なわれていない。結果は図 1a-e、図 2a-eに示
す。

..............

図 1、図 2

...............

図 1a及び図 2aのデータに対してガウス雑音を加えて作ったデータが図 1b及び図 2bである。ガウ
ス雑音の分散は 1.0である。図 1b及び図 2bのデータに対して非線形フィルターを用いて、推定値の
計算を行なった結果を図 1c-e、図 2c-eに示す。 2.1節の (1),(2),(3)に対応する結果が、それぞれ (図
1c、図 2c),(図 1d、図 2d)、 (図 1e、図 2e)に示されている。 hyper parameter � , �は、Kitagawa

に従って、marginal likelihoodを最大化する方法 (次節 (3節)参照)を用いてデータから推定した。
� = 10�5、 �は図 1c-eでは 0.45、図 2c-eでは 0.5である。

図 1の例では、図 1cに示した温度零の推定値 (MAP推定値)が直観的にはもっとも優れているよう
に思われる。これに対して、図 2の例では逆に図 2cはおかしく感じられ、図 2dや図 2eの方が自然
である。図 2の場合には、温度零と温度 1の違いは非常に大きい。

ただし、これらの場合に (14)から導かれる分布はきわめて尖っており、ここで行なった数値計算 (と
くに温度零の場合)が正しい結果を与えているかどうかは問題がある。図 1、 2は暫定的な結果と考
えてほしい。また、ここで見られる違いが数値計算の artifactでないとしても、それが本当に有意義
なものかどうかは、さらに検討すべき点がいくつかある。

3 hyper parameterの推定

hyper parameterという用語はすでに使ったが、ここであらためて説明する。 hyper parameter(超パ
ラメータ)とは、事前分布や likelihoodに入っている 1つレベルの高いパラメータを意味する。応用領域や

6



著者によっては、パラメータのことを state vectorとか pixel(画素)とか呼んで、 hyper parameterをパ
ラメータと呼ぶ場合もある。

EL(yjx) = �

X
i

(xi � yi)
2 (30)

E�(x) = 


X
i

(xi+1 � 2xi + xi�1)
2 (31)

なら、 �と 
 が hyper parameterである。 informative priorを使う場合には、 hyper parameterの推定
の問題が特に重要になる。

hyper parameterを推定する方法として、ベイズの立場から考えられるのは次の 2つである。他に、た
とえば cross validationによる方法 (データを学習用のものと検証用のものに分ける方法)などもあるが、
ここでは触れない。

� \エネルギー (温度零)最小"(parameterと hyper parameterの同時最適化)

� logfL�(yjxMAP )�
(xMAP )g ! 最小 (32)

あるいは、
E
�;

pos (xMAP )� (� logZ�

L � logZ

�)! 最小 (33)

� \自由エネルギー (温度 1)最小"(maximum marginal likelihood)

� log
X

config:

L�(yjx)�
(x)!最小 (34)

あるいは、
� logZ�;


pos � (� logZ�
L � logZ


�)! 最小 (35)

ここで、 xMAP は事後分布を最大にする x(MAP推定値)を、
P

config:はあらゆる xに関する和 (積分)を
表わす。
興味深いことに、事後分布がガウス的な場合 (xが実数成分のベクトルで、 Epos(x)が 2次式の場合)に

すら、両者は同じ結果を与えない。実際に、前者では全く駄目で、後者ではうまくいくのが普通である。
これは、前者では多くの (=パラメータの数+超パラメータの数の)パラメータを同時に推定しているた
め、 over�tting(過剰学習)の状態になるためだと考えられる。有限温度での情報処理という問題は、 gen-

eralizationの問題とも深く関係しているのである。
問題によっては、どちらの基準をとってもあまり変わらないこともあるらしい。たとえば、 \分類の問

題"で (23)式の hをデータから推定する場合には、筆者の扱った例題では、どちらを使ってもあまり差は
なかった。このあたりの違いについては、十分理解されているとはいい難い。
ベイズ統計のなかで閉じた問題として hyper parameter推定の問題を扱えば、自由エネルギーを使った

方が正しい hyper parameterの推定値を与えることは当たり前に近く、それほど面白いことではない (***)。
両者の差が非常に大きくなることがあり、それが実際のデータ処理の局面で重要な役割を演じる、という
ことがポイントである。筆者の印象としては、 Bayesian optimal estimatorの議論よりもこちらの方が情
報処理にとっても統計物理にとっても面白いのではないかと思う。

(***) gauge invarianceのある場合に `自由エネルギーによる hyper parameterの推定'を適用すれば、
Nishimori lineについて多少の洞察が得られる (付録参照)。また、 SK模型に相当する問題では、相転移
と hyper parameterの推定可能性に関係があることもいえるが、いずれもややマイナーな話である。
専門的になるが、 `marginal likelihoodの帰無仮説下の分布'がどうなるか、という問題がある。この

場合、 `帰無仮説下'というのは、 `データがランダム場合'と考えて良い。 1次元のガウス的な平滑化の場
合にこの分布が通常のカイ 2乗分布にならないということが、 Yanagimoto and Yanagimoto(1987)に示
されている。これは要するに赤外発散のせいである。赤外発散であるから、空間次元によるわけで、その
ことを指摘して喜んでいた (Iba(1991b))のだが、実は、Wahbaの本 (Wahba(1990))に本質的な部分は書
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いてあった。大規模モデルの統計学のなかで空間次元が関係してくる問題には、統計物理からみて興味深
いものがある可能性がある。

4 歴史

このテーマについては、一般論、実例、マルコフ鎖モンテカルロ法との関連など、多くの仕事がすでに
なされている。しかし、統計物理の面からの理論的接近は、筆者が無知なためかもしれないが、あまり聞
かない (Zee(1987),Bialek and Zee(1987))に `path integralによる情報処理'といった題目で関連したこと
がいくらか論じられている)。理論的な取り扱いの発展が望まれる。

� パラメータについて和を取った likelihood(marginal likelihood)によって、 hyper parameterを推定
する方法は古くから知られていたらしい。経験ベイズ法 (emphirical Bayes)ないし階層ベイズ法 (hi-

erarchical Bayes)と呼ばれることが多い。しばしば引用されるのはGood(1965)である。ただし、
昔は計算上の困難から、本格的な応用 (自由エネルギーとのアナロジーが意味をもつような応用)は難
しかったと思われる。

� 近年になって、この方法は、統計のさまざまな分野で、特に大規模モデルに対して応用されるように
なった。ひとつの流れとしては、赤池とその協力者によるものがある (1980年頃から)。赤池はmarginal

likelihoodをひとつの情報量規準とみて ABICと呼び、marginal likelihoodによって、 hyper pa-

rameterを推定する方法の有効性を示した (Akaike(1980))。この仕事は、統計数理研究所の他のメン
バーによって拡張され広範な領域に応用された (非常に多くの論文があるが、たとえば、 Sakamoto(1985)、
Tanabe(1985)、Kitagawa and Gersch(1985)、Kitagawa(1987)、Ogata(1990)やその引用文献を
参照)。扱われた問題の多くは、ガウス的なものやガウス近似 (`半古典近似')が有効なものであるが、
Kitagawa(1987)のように非ガウス性の強いものも含まれる。

べつの流れとしては、たとえば、 Dempsterらによって普及された EM法 (Expectation-Maximization

algorithm)がある (Dempster et al.(1977))。 EM法そのものはアルゴリズムとして提示されている
が、内容的には隠れた変数 (欠測値)について和をとった likelihoodを最大化することにほぼ対応す
る。

� Hintonらの提案した、 `Boltzmann machineの学習方程式'は隠れたパラメータについて和をとっ
た likelihoodを最大化する式である (Hinton and Sejnowski(1986))。これは多分、marginal like-

lihoodの最大化にマルコフ鎖モンテカルロ法を使った最初の例であろう。ただ、温度 1で計算する
(marginal likelihoodを使う)ことの意味については少ししか論じられていないため、多くの読者は
単に annealingという文脈でしか理解しなかったように思われる。この例において、 (1)marginal like-

lihoodを最大化。 (2)(適当に選んだ) local minimumについて平均した likelihoodを最大化。 (3)global

maximumの likelihoodを最大化。の 3つが学習においてどの程度違うのかは不明である。

Gemanらもmarginal likelihoodの最大化にマルコフ鎖モンテカルロ法を使っている (Geman and

McClure(1987))。これは、 Hintonらの仕事にヒントを得たものかもしれないが、和をとるべきパラ
メータの数が、 hyper parameterの数よりずっと多いので、 `free energy'らしくなっている (`Boltz-

mann machineの学習'では両方とも多い)。

� 最近では、MacKayという人が neural networkでの汎化 (の程度を決める)の問題に、marginal like-

lihoodの最大化を適用して、注目されているらしいが、文献 (MacKay(1992))はまだ入手していな
い。

5 \有限温度"の量をどうやって計算するのか?

5.1 有限温度のアルゴリズム

`有限温度の計算'、もっと一般に通用するような言い方をすれば、 `高次元空間の上の確率分布の期待
値の計算'を行なうためにはそれなりのアルゴリズムが必要である。それは統計物理の独壇場である、と
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いえれば良いのであるが、実際にはそうともいえない。とくに、転送行列・転送積分に類する方法は、確
率分布を扱うための方法として、工学・統計学の世界では広く用いられている。これらの分野で最も新鮮
に受け止められたのは、メトロポリス法やGibbs samplerなどのマルコフ鎖モンテカルロ法である。しか
し、最近では統計学者によるオリジナルなアルゴリズムも提案されてきており、常識となりつつある。メ
トロポリス法などの統計物理の手法を統計的情報処理に応用した先駆的な仕事のひとつとして、Ogataと
Tanemuraのもの (Ogata and Tanemura(1981,1985)、Ogata(1990))がある。

1. 転送行列・転送積分

1次元モデル (たとえば時系列モデル)では、事後分布での期待値は転送積分法で計算できる。統計の
分野ではこれは非ガウスフィルター (Kitagawa(1987))として知られている (ガウス的な場合が、い
わゆるカルマンフィルターである)。音声認識などでよく使われる `隠れマルコフ鎖に対する Baumの
アルゴリズム'も本質的に同じものである (たとえば Devijver(1987)参照)。画像処理への応用につい
ては、Derin et al.(1984)や Devijver(1987)がある。類似の (recursiveな)方法で、 DNAのアライ
ンメントを \有限温度的"に行なった例として (Thorne et al.(1991,1992))がある。この例では、ア
ラインメントを \温度零"で行なった場合に、推定された分岐年代にバイアスが生じる可能性が示唆
されている点が興味深い (分岐年代が hyper parameterに相当すると考えられる)。 Ruj�anは符号解
読における Viterbi decordingの有限温度版が転送行列法に相当すると述べているが、一般に、 dy-

namic programmingといわれるものが転送行列・転送積分法の \絶対零度版"であることがしばしば
観察される。

2. マルコフ鎖モンテカルロ法

空間モデル・ネットワークモデルでは、転送行列・転送積分法の利用には限界があるので、マルコフ
鎖モンテカルロ法の適用が考えられる。しかし、緩和が遅いため、うまくいかないことも多い。この
場合、 local minimumを避ける手段としての simulated annealingは役に立たない (目的が最適化で
はないから)。おそらく、multicanonical algorithmやその変形が有望と考えられる。筆者も実験中
であるが、簡単な場合以外は、まだうまくいっていない。これらの方法については、次の節 (5.2節)

で論じる。ベイズ統計へのマルコフ鎖モンテカルロ法の応用についての総説は、たとえば、 Journal

of Royal statistical society Ser.B (1993) 55 No.1 pp.3-102. を参照されたい (過去数年の論文の数に
注目 !)。画像関係については、 IEEE Patern Analysis and Machine Intelligenceのバックナンバー
を調べるのも有益かも知れない。

3. 平均場近似

平均場近似を Boltzmann Machineの学習に応用した仕事として、 Peterson and Hartman(1989)

が、画像へ応用した仕事として、Geiger and Girosi(1991)、 Zhang(1992)などがある。これらの論
文のなかには、平均場近似の有限温度での期待値をもとめるアルゴリズムとしての側面も述べられて
いる。ただし、そういう点が、どこまで読者に理解されているかはわからない。平均場近似と同じ近
似を独自に考案し、ベイズ的な画像処理の問題に適用した仕事として、Kay and Titterington(1986)

がある。この発展として、フィルタリングの手法と組み合わせて、クラスター平均場近似のようにす
ることも試みられているようである。

イジング模型による 2次元画像の再構成についていえば、平均場近似の精度は満足とはいえない。と
くに、marginal likelihoodを用いた hyper parameterの推定には困難が大きい (Iba, unpublished

note[2])。

4. 繰り込み群

繰り込み群を画像処理に応用した研究としては、Gidas(1989)がある。しかし、重点は最適化にある
ようで、筆者が理解した限りでは、有限温度的な側面は重視されていないように見える。また、marginal

likelihoodを利用しての hyper parameterの学習は試みられていないようである。なお、最適化を階
層的な方法で行なうアルゴリズムは、これ以外にも、マルチグリッド法の名称のもとに盛んに研究さ
れている。
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5.2 拡張アンサンブルの方法

必要な確率分布そのものでなくなんらかの意味で拡張ないし修正した確率分布に関してそれを不変にす
るマルコフ鎖を構成する方法が最近注目されている。これらの方法では、 simulated annealingと違って、
事後分布からのサンプルを作りだすことができる。
以下の各手法は、それぞれ独立の発見であるが、基本原理には共通のものがある。

1. \Multicanonical" algorithm (Berg and Neuhaus(1992), Berg and Celik(1992))

2. \Simulated tempering" algorithm (Marinari and Parisi(1992))

3. � \時間的一様な並列アニーリング" algorithm (Kimura and Taki (1990))

� \Metropolis-coupled chains" algorithm (Geyer(1991))

� \不公平な genetic" algorithm (Takahata(1992))

これらの手法を用いれば、通常のメトロポリス法などと同様に、目的とする確率分布からのサンプルを生
成することができる。この点が、最適化のみを目的とする Simulated Annealing法とは大きく異なるとこ
ろである。
ここでは、最後の群 (3)の手法についてだけ説明する。筆者はこれを前のふたつを参考にして思いつい

たのだが、非常に多くの人が独立に同じ方法を考えていることがわかって、ちょっと驚いている。ただ、
このうちベイズ統計との関連をはっきり意識しているのは、おそらく \Metropolis-coupled chains" algo-

rithmだけで、あとの人たちは最適化手法としてとらえていると思われる (詳細釣合の条件については言及
しているが、できた分布の利用法は考えていないように思われる)。なお、 Takahataのものは、温度の違
うもの同志の recombinationを考えている点で他と異なっている。

この手法では、条件のことなる確率分布 Pi(i 2 f1; ::;Mg)を生成するマルコフ鎖を複数個同時にシ
ミュレートしながら、その間の状態の `入れ替え'を確率的に行なう。入れ替わりが十分に頻繁におこり、
Pi の中に短い緩和時間でシミュレートできるものが含まれれば、全体の緩和が速くなることが期待できる。
`入れ替え'の際には同時分布関数

~P (x1; x2; :::; xM ) = P1(x1)P2(x2):::: PM (xM ) (36)

についていわゆる詳細釣合の条件が満たされるようにすれば、マルコフ鎖モンテカルロ法として必要な性
質が満たされる。
たとえば、条件のことなる確率分布として温度 Tm の違うギブス分布の族 fPm(x)g

Pm(x) =
exp(�E(x)

Tm
)

Zm

(37)

を考えた場合には、同時分布関数を不変に保つ入れ替えのアルゴリズムとして、

1. E(xm+1), E(xm) を計算する。

2. 4 = �(E(xm+1)� E(xm) )(
1

Tm+1
� 1

Tm
)を計算する。

3. 乱数 rnd 2 [0; 1]を発生させ、 rnd < exp(�4)なら xmと xm+1 を \入れ替える"。
すなわち、いままで、温度 Tmで動いていた系の状態を初期状態として温度 Tm+1 の計算をはじめ、
温度 Tm+1で動いていた系の状態を初期状態として温度 Tmの計算をはじめる。

という方法が考えられる。各温度 Tmの系はそれぞれ独立にメトロポリス法もしくは熱浴法によって時間
発展するとし、それに各mについての上述の操作を組み合わせたものが、全体のアルゴリズムを構成する。
各mについて Tmと Tm+1が十分近ければ、入れ替わりが頻繁に起こり、高温での速い緩和が、低温での
緩和を促進する効果を持つことが期待される。
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\曖昧さを含む分類の問題"の簡単な場合について、このアルゴリズムを実験したところ非常にうまくい
くことが示された (Iba(1993)、そのころはまだオリジナルのアルゴリズムだと思っていた)。しかし、もっ
と local minimaの影響の厳しい、 \Caucy分布による平滑化・変化点検出"に応用したところうまくいか
ないことがわかり、現在検討中である。
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付録

Nishimori(1981)の議論の一部にベイズ統計の観点からの再解釈を与えるのがこの付録の趣旨である。
この論文で導かれている式のうち、 (1)Nishimori line上でのエネルギーの等式、 (2)比熱の不等式を考え、
これらが、marginal likelihoodを使って hyper parameterを推定する問題から自然に導かれることを示
す。
いま、 likelihood L(yjx)が hyper parameter �を含むとして、 xについて周辺化した likelihood

l(�) =
X
x

L�(yjx)�(x) (38)

を考える。 �の真の値を �0とし、量 A(y)について、

[A(y)]y =
X
y

A(y)L�0(yj�)�(�) (39)

[[A(y)]y]� =
X
�

X
y

A(y)L�0(yj�)�(�) (40)

と定義する。marginal likelihoodを使った推定がうまくいくためには、marginal likelihoodの期待値が
�の真の値 �0 のところで最大値をとることが期待される。すなわち、任意の �について、

[[log l(�0)]y]� � [[log l(�)]y]� (41)

とならなくてはならない。この式は情報量に関してよく知られた不等式

X
y

Q(y) log
q(y)

Q(y)
� 0 (42)

からすぐ示すことができる。ただし、Q(y)および q(y)は y上の任意の確率分布である。
これからただちに、

[[
d

d�
log l(�)j�=�0 ]y]]� = 0 (43)

[
d
2

d2�
log l(�)j�=�0]y]� � 0 (44)

となることが出てくる。 2番目の式 (44)は極大条件である。これらの式は、直接計算して示すこともでき
る (その方が Nishimoriの原証明により近くなる)。

hyper parameterとしてK を考え、 �(x)を f�1g上の一様分布とし、

L(fJijgjf�ig) =
exp(K

P
(ij) Jij�i�j)

(2 coshK)n
(45)

とおく。 nは (ij)対の数である。また Jij = �1、 �i = �1。この likelihoodについて (43),(44)を考える
が、この種の場合の特別な事情として、 gauge invarianceから、 �に関する平均を取り去って、 �を適当
な状態、たとえば ferromagnetic stateに固定することができる。この場合、 (45)より、 fJijgについて
の平均 [ ]y は分布

P (fJijg) = �(ij)fp�(Jij � 1) + (1� p)�(Jij + 1)g (46)

について平均することに帰着される。これを [ ]pで示そう。ここで、

p =
exp(K)

exp(K) + exp(�K)
(47)

である。E を
E = �

X
(ij)

Jij�i�j (48)
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と定義し、また、

hEiK =

P
config:E exp(K

P
(ij) Jij�i�j)P

config: exp(K
P

(ij) Jij�i�j)
(49)

などと定義するとき、 (43)(44)は、それぞれ、

[hEiK ]p = �n tanhK (50)

[hE2iK � hEiK
2]p �

n

cosh2K
(51)

となる。 (46),(47)のもとでこれらが成立するということが、 Nishimori(1981)で導かれたエネルギーの等
式と比熱の不等式である。
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