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概 要

パラメトリック推定における最尤推定量は、漸近的に正規分布に従うことが知られているが、
ニューラルネットワーク、混合分布など階層的なパラメトライゼーションを持つモデルでは漸近
理論の正則条件のひとつであるパラメータの識別可能性が必ずしも満足されず、最尤推定量の漸
近的挙動が明らかではない。本研究では、３層線形ニューラルネット（縮小ランク回帰）におい
て、パラメータが識別不能な場合に、最尤推定量の期待対数尤度の期待値を求めた。その結果、
正則条件が成立する場合とは異なり、期待対数尤度が真のランクに依存することがわかった。

1 はじめに

パラメトリック推定における最尤推定量の挙動は、漸近的に正規分布に従うことが知られてお

り、それに基づいた統計的手法が、モデル選択をはじめとして数多く用いられている。しかしなが

ら、応用上よく用いられるモデルの中には、漸近理論の前提となる正則条件が満たされないものが

存在し、そういった場合の最尤推定量の挙動については未解決な部分が多い。

例えば、近年広く用いられるようになった、多層パーセプトロンなどの階層型ニューラルネット

は、パラメトリックな非線形回帰と捉えることができるが、１層目から２層目への結合と、２層目

から３層目への結合が乗法的にモデルを定義しているため、正解の関数がモデルよりも少ない中

間素子数で実現可能ならば、真のパラメータは識別不能となり、漸近理論は修正を迫られる。そう

いった場合の最尤推定量の挙動を解析しようとする試みは行なわれている（ [1]）が、最尤推定量の

漸近的挙動は、完全には解明されていない。

パラメータの階層的構造に由来する識別不能性は、ニューラルネットに限らず、混合モデル、縮

小ランク回帰、若干状況は異るが ARMA モデルなど、広範囲に存在している。本論文は、このよ

うな、パラメータが識別不能になる場合の最尤推定量の挙動を考察する第一歩として、最も簡単な

階層型モデルである、３層線形ネットワークに対して汎化誤差の期待値を求める。このモデルは、

縮小ランク回帰と同一のものである。

2 階層型モデルと識別可能性

2.1 回帰問題におけるニューラルネットワーク

３層ニューラルネットについて簡単に説明する。中間素子を H 個持つ３層ニューラルネットと

は、パラメータ � = (v1; : : : ;vH ;w1; : : : ;wH) を持った関数族 ff(�;�) : RL ! R
M g で、

f(x;�) =
PH

j=1vj '(x;w) (1)

により定義される。ここで、'(x;w)は L次元パラメータwを持つ L変数関数であり、tanh(wTx)

などがよく使われる。
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本稿では、このようなモデルを、入力変数 xから出力変数 y への条件付期待値を推定する回帰

問題に用いる場合を考察する。入力変数 x は確率 q(x)dx に従い、x に対する出力変数 y は、

y = f(x) + z (2)

により定まるとする。ここで、f(x) は推定対象となる真の関数であり、z は出力に含まれるノイ

ズで、平均０、分散共分散行列 �2IM （IM は M 次元単位行列）の正規分布 N(0; �2IM ) に従う

確率変数とする。学習データ f(x(�);y(�))gN�=1 は同時確率分布 p(yjx)q(x)dxdy からの独立なサ
ンプルと仮定する。したがって、ニューラルネットが表現する条件付確率のモデルは

p(yjx;�) = 1

(2��2)M=2
exp

�� 1

2�2
ky � f(x;�)k2� (3)

となる。本稿では簡単のため、ノイズの分散 � を既知と仮定する。また、真の関数はモデルによ

り実現可能だと仮定し、真のパラメータを �0 で表わす。すなわち、f(x;�0) = f(x)が成り立つ。

推定量として最尤推定量（MLE）を扱うことにし、これを �̂ で表わす。（3）式のモデルのもと

では、最尤推定は最小２乗誤差推定に一致し、

Eemp =
PN

�=1ky(�) � f(x(�);�)k2 (4)

を最小にする。（4）式を経験誤差と呼ぶ。推定の精度は、汎化誤差の期待値である

Egen = Efx(�);y(�)g
�R kf(x; �̂)� f(x)k2q(x)dx� (5)

で測ることにする。本論文の目的は、MLE の挙動の一側面として、汎化誤差の期待値を漸近的に

計算することである。簡単にわかるように、Egen は、期待対数尤度と

Efx(�);y(�)g
�R R

p(yjx)q(x)(� log p(yjx;�))dydx� = 1

2�2
Egen + Const: (6)

なる関係で結ばれているので、期待対数尤度の期待値を漸近的に考察していることになる。

（1）式のような階層型モデルの構造的な顕著な特徴は、設定したモデルよりも少ない中間素子

数で真の関数が実現できる場合に、パラメータは識別不能となり、真の関数を実現するパラメータ

が高次元多様体を成すことである。図 1からもわかるように、モデルよりもひとつ少ない中間素子

数によって真の関数が実現できる場合には、

f� j v1 = 0;v2 = �;w1 : フリー g または f� j w1 = w2 = u;v1 + v2 = �g

といった１次元以上の連続集合上で真の関数が実現可能となる。

通常の漸近理論は、正則条件として真のパラメータの識別可能性を要求しており、上述のような

状況にはそのまま適用できない。このような場合には MLEは、真の関数を表わす高次元集合に漸

近していくことになる。このような識別不能性は、ニューラルネットに限らず、様々なモデルで見

受けられる。例えば、ガウス混合分布で、結合の係数と、各ガウス分布のパラメータの両方が変化

し得ると、ニューラルネットとほぼ同じ識別不能性が生じる。また、ARMA で零点と極の位置が

一致する場合にも同様の識別不能性が存在する。

2.2 線形ニューラルネットワーク

本論文では、識別不能性を持つ最も簡単なモデルとして、線形ニューラルネットワーク（LNN）

あるいは縮小ランク回帰を考察の対象とする。中間素子を H 個持つ LNNとは、'(x;w) = wTx
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図 1: 真のパラメータが識別不能になる場合（左：真の関数，右２つ：モデルによる実現）

を持つ３層ニューラルネットのことであり、H � L 行列 A と M �H 行列 B を用いて、

f(x;A;B) = BAx (7)

によって定義される。ここで我々は

H �M � L (8)

を仮定する。このとき f(x;A;B) は R
L から R

M への線形写像となるが、条件（8）により、モ

デルはランクが H 以下の線形写像全体となる（縮小ランク回帰）。このモデルで回帰問題を解く

ことは、単なる線形回帰問題を解くこととは異なっている。

（7）式のパラメータ表現は自明な冗長性を持っている。すなわち、任意の H �H 正則行列 G

に対して、(A;B) 7! (GA;BG�1) は写像を変化させない。しかし、この冗長性は、A =
�
A1

A2

�
と

書いたとき、A1 を単位行列に正規化することによって除去することができる。もし、BA のラン

クが H に一致するならば、この正規化によって (A2; B) の表現は一意に定まる。したがって、こ

のモデルのパラメータ数は H(L+M � 1) に一致する。

簡単な考察により、この正規化を施されたパラメータ空間では、パラメータが識別不能になるこ

とと、BA のランクが H よりも小さいことが同値であることがわかる。したがって、正解の関数

のランクが H に一致する場合には、正規化されたパラメータ空間の中では通常の漸近理論が成立

し、この場合の汎化誤差の期待値は、よく知られているように、

Egen =
�2

N
�H(L+M �H) +O(N�3=2) (9)

で与えられる。

3 線形ニューラルネットの汎化誤差

3.1 最尤推定量の汎化誤差

線形ニューラルネットに対しては、MLEが陽に解ける。以降では学習データを次のように表す。

X = (x(1); : : :x(N))T ; Y = (y(1); : : :y(N))T ; Z = (z(1); : : : z(N))T : (10)

命題 1. Y TX(XTX)�1XTY の固有値のうち、大きい方から H 個までの固有値に対応する固有

ベクトルを並べたM �H 行列を VH と書く。このとき、線形ニューラルネットの最尤推定量は、

B̂Â = VHV
T
H Y

TX
�
XTX

��1
(11)

により与えられる。
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学習データにはノイズ Z が含まれているので、真のパラメータが識別不能であっても、MLEは

一意に定まる。この場合の MLE は、真の関数を与える高次元集合のまわりに分布する。

Wishart 分布 Wp(n; Ip) に従う確率行列 S の固有値を �1 � : : : � �p � 0 とし、大きい方から

q 個までの和の期待値を �(p; n; q) で表わす。すなわち、�(p; n; q) = E[�1 + � � �+ �q ]。このとき、

線形ニューラルネットの汎化誤差について、以下の定理が成立する。

定理 1. 入力分布 q(x)dx の分散共分散行列を正定値とし、真の関数のランクを r (� H) とする。

このとき、線形ニューラルネットワークの最尤推定量の汎化誤差の期待値は、次式で与えられる。

Egen =
�2

N
fr(L+M � r) + �(M � r; L� r;H � r)g+O(N�3=2): (12)

（略証を付録に与える。）

�(p; n; q) の値は、一般には簡単な表示が知られていない。そこで本論文では、ある条件の下で

これを計算し、真のパラメータの識別可能性が汎化誤差にどのような影響を及ぼすかを調べる。

3.2 中間素子が出力素子より１個少ない場合

p = 2 の場合、�(2; n; 1) は初等的に計算でき、�(n) をガンマ関数として、�(2; n; 1) = n +p
�
�(n+1

2
)

�(n
2
)
と与えられる。この結果から導かれる興味あるケースは、中間素子数 H が出力素子よ

り１個だけ少なく、かつ正解のランクが H よりもさらに１だけ小さい場合である。

定理 2. H =M � 1 かつ r = H � 1 のとき、

Egen =
�2

N

�
(M � 1)(L+ 1)� 1 +

p
�
�(L�r+1

2
)

�(L�r
2

)

	
+O(N�3=2) (13)

が成立する。

真のパラメータが識別可能、言い換えると r = H であったとすると、（9）式より、Egen =
�2

N
(M � 1)(L+1)+O(N�3=2)を得る。

p
��(L�r+1

2
)=�(L�r

2
) > 1（L� r � 3）であることから、

汎化誤差の期待値は、同じモデルであっても真の関数に依存して異なる値をとり、しかも真のパラ

メータが識別不能な場合のほうが大きい値になる。入力次元 Lが非常に大きいとすると、Stirling

の公式から、�2=N の係数は、識別可能な場合に比べて O(
p
L)という極めて大きな増加を見せる。

3.3 大規模ネットワークの汎化誤差

次に、L, M , H をすべて同じオーダーで無限大として、汎化誤差の期待値を近似する。Wishart

分布 Wp(n; Ip) に従う確率行列 S に対し、n�1S の固有値 �1 � �2 � � � � � �p � 0 の経験分布を

Pn � 1

p
(�(�1) + �(�2) + � � �+ �(�p)) (14)

により定義する。�(�) は Dirac 測度である。Pn は以下の分布に収束することが知られている。

命題 2 ([2]). 0 < � � 1 なる � に対し、p=n ! � を満たすように n ! 1, p ! 1 とすると、
Pn の分布関数は殆んどいたるところ

��(u) =
1

2��

p
(u� u�)(u+ � u)

u
�(u)du (15)

の分布関数に収束する。ここで u� = (
p
�� 1)2 であり、�(u) は [u�; u+] の特性関数を表わす。
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��(t)は正規化された固有値の頻度分布であるから、大きい方から割合 �（0 � � � 1）の固有値

の平均値を得るためには、まず � に対応する固有値 u� を
R u+
u�

��(u)du = � によって求め、u� か

ら u+ までの固有値の平均値
R u+
u�

u��(u)duを計算すればよい。ここで t =
�
u� u

�

+u+
2

�
=(2

p
�)

と変数変換すると、t の密度関数は

��(t) =
2

�

p
1� t2

2
p
� t+ 1 + �

; (16)

となる。t� を ��(t) の �-パーセント点 、すなわち
R 1
t�
��(t)dt = � (17)

と定めると、変数変換により次の定理を得る。

定理 3. 真の関数のランクを r (r � H) とする。0 � � � 1, 0 � � � 1 なる �, � を固定し、
M�r
L�r ! � と H�r

M�r ! � を満たすように L;M;H; r をすべて無限大に近づけると、

Egen � �2

N

n
r(L+M � r) + (L� r)(M � r)

1

�

�
cos�1(t�)� t�

q
1� t2�

�o
(18)

と近似される。

t� は陽に解けないが、微分法により初等的に Egen が r の減少関数であることがわかる。すなわ

ち、同一のモデルを用いた際、真の関数のランクが小さいほど汎化誤差の期待値は大きくなる。

4 計算機シミュレーション

前章の結果を数値的に検証するために計算機シミュレーションを行なった。入力 50、出力 30、

中間素子 20個の線形ニューラルネットを用意し、真の関数のランクを 0から 20まで変化させて、

MLE の汎化誤差を数値的に求めた。学習データは 20000個を用い、100回の試行の汎化誤差の平

均とエラーバーを図 4左に示した。定理３の理論値と実験値は非常によい一致を示している。

本論文では、正解のランクがモデルのランクよりも低い場合を議論したが、現実の問題ではこの

条件が完全に満たされることは稀で、むしろ、微小な特異値をもつ場合が多いと思われる。この場

合には、厳密な意味では識別可能となるが、漸近理論を適用するために非常に莫大なデータ数が必

要となる可能性がある。もしそうであれば、現象を理解するには、真のパラメータが識別不能だと

近似したほうがよいかもしれない。このような考察にもとづいて、「ほとんど識別不可能」なケー

スのシミュレーションを行なった。モデルとして、2入力、2出力の線形ニューラルネットを用意

し、真の関数として f(x;�0) =
�
"
0

�
(" 0)x; を用いた。ここで、" は微小な正数であり、" = 0 の

時に限り真のパラメータが識別不能となる。1000個の学習データに対する 100回の試行による汎

化誤差の平均値を図 4右に示す。いまの場合、パラメータ 3個に対して 1000個のデータを使って

いるにも関わらず、小さい " に対する汎化誤差は、むしろ識別不能な場合の理論値（図中 � 印）
に近い。このことは、識別不能な場合の解析が、単に理論的な興味だけでなく、現実に生じる現象

を把握する上でも重要であることを示唆している。

5 おわりに

本論文は、識別不能な場合の最尤推定量の挙動について議論するために、最も簡単な階層型モデ

ルである線形ニューラルネットの汎化誤差の期待値を求めた。その結果、真のパラメータが識別不
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図 2: 計算機シミュレーション： 正解のランクと汎化誤差の関係（左図）、および、ほとんど識別

不可能な正解に対する汎化誤差（右図）

能な場合の汎化誤差の期待値は、識別可能な場合に通常の漸近理論から求められるものよりも大

きくなり、正解のランクが小さいほど汎化誤差が劣化することが明らかとなった。ニューラルネッ

ト、混合モデルなど、階層的にパラメータを含むモデルは実際の問題によく応用されており、本論

文の事実は、これら階層型モデルの推定量の挙動を再考する必要があることを教えている。
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A 定理１の略証

真の関数を定める行列を C0 = B0A0 とし、� = E[xxT ] とおく。仮定より � は正定値である。

W = ZTX(XTX)�1=2

とおくと、W の各成分は独立に N(0; �2) に従う。このとき、B̂Â � C0 = (VHV
T
H � IM )C0 +

VHV
T
HW (XTX)�1=2 となるので、

Egen = EX;W [Tr[VHV
T
HW (XTX)�

1
2�(XTX)�

1
2W T ]] + EX;W [Tr[C0�C

T
0 (IM � VHV

T
H )]] (19)

と分解できる。
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行列 XTX に関して、

(XTX)1=2 =
p
N�1=2 + F; XTX = N�+

p
NK (20)

と展開する。以下では簡単のため、" = 1p
N
と書くことにする。このとき

T (") � 1

N
Y TX(XTX)�1XTY = T (0) + "T (1) + "2T (2) (21)

と摂動展開できる。ここに、

T (0) = C0�C
T
0 ; T (1) = C0KCT

0 + C0�
1=2W T +W�1=2CT

0

T (2) =WW T +WFCT
0 + C0FW

T (22)

である。T (") の固有空間は、C0�C
T
0 の固有空間が（21）式の摂動を受けたものである。以下で

は Kato（ [3], Section II）に従い、T (") の固有値に対応する固有空間への射影子（以下では固有

射影子と呼ぶ）Pj(") を計算する。

（21）式の主要項 C0�C
T
0 のランクは r なので、この行列の正の固有値を �1 � : : : � �r、対応

する固有射影子を Pi (1 � i � r)、固有値０に対する固有射影子を P0 とおく。このとき、C0�
1=2

の特異値分解から、RL の互いに直交する１次元部分空間への射影子 Qi (1 � i � r)が存在して、

�1=2CT
0 PiC0�

1=2 = �iQi (23)

とできることがわかる。また、次のように射影子 ~Q を定める。

~Q =
Pr

i=1Qi: (24)

まず、�i の摂動による固有値を �i(") (1 � i � r)、対応する固有射影子を Pi(") とおくと、

Pi(") = Pi + O(")

である。次に、C0�C
T
0 の固有値０が分岐して生じた T (") の固有値を �r+1("); : : : ; �M (") と書

く。（21）式より、確率１で �r+1(") > � � � > �M (") > 0 と仮定してよい。それぞれに対応する固

有射影子を Pr+j(") とし、

P0(") =
PM�r

j=1 Pr+j(")

とおく。Pr+j(") (1 � j �M � r) は、T (")P0(") の０でない固有値の固有射影子なので、Pr+j(")

の摂動展開を得るために、T (")P0(") を

T (")P0(") =
P1

n=1"
n ~T (n) (25)

と展開する。このとき、 ~T (n) は P0, T
(k), および I � P0 の像空間における T (0) の逆

S =
Pr

i=1�
�1
i Pi (26)

を用いて陽に書くことができる。例えば

~T (1) = P0T
(1)P0; ~T (2) = P0T

(2)P0 � P0T
(1)P0T

(1)S � P0T
(1)ST (1)P0 � ST (1)P0T

(1)P0

となる（ ~T (3) については略。Kato [3], (2.20)を参照）。(23),(24),(26)式より、

�1=2CT
0 SC0�

1=2 = ~Q (27)
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が成り立つことに注意する。

いま、T (0)P0 = 0 と � の正定値性より C0P0 = 0 であるので、さらに (27)式を用いると、

~T (1) = 0; ~T (2) = P0W (IM � ~Q)W TP0

を得る。したがって、Pr+j(") は

1

"2
T (")P0(") = ~T (2) + " ~T (3) + "2 ~T (4) + � � �

の固有空間となる。W は各成分独立に N(0; �2) に従うが、P0, IM � ~Qはそれぞれ M � r, L� r

次元の定部分空間への射影子なので、~T (2) は Wishart 分布WM�r(L� r;�2IM�r)に従っている。

Pr+j(") を

Pr+j(") = Pr+j + "P
(1)
r+j + "2P

(2)
r+j +O("3)

と展開すると、P (n)
r+j は ~T (k) を使って具体的に表現できる（Kato [3], (2.14)参照）。この具体的な

表現を使うと、 ~T (2) の正の固有値を �1 � : : : � �M�r とするとき、

Tr[C0�C
T
0 P

(1)
r+j ] = 0; Tr[C0�C

T
0 P

(2)
r+j ] =

1

�2j
Tr[C0�C

T
0 (I � P0) ~T

(3)Pr+j ~T
(3)(I � P0)]

を得る。さらに ~T (3) の具体的な表示（ [3], (2.20)）から、

Tr[C0�C
T
0 P

(2)

r+j ] = Tr[(T (1)P0T
(2) � T (1)P0T

(1)ST (1))Pr+j(T
(2)P0T

(1) � T (1)ST (1)P0T
(1))S]

(28)

が得られる。（22）式より、

T (1)P0T
(2)Pr+j � T (1)P0T

(1)ST (1)Pr+j = �jC0�
1
2W TPr+j (29)

が得られるので、結局 (29),(28),(27)式より

Tr[C0�C
T
0 P

(2)
r+j ] = Tr[C0�

1=2W TPr+jW�1=2CT
0 S] = Tr[Pr+jW ~QW T ] (30)

となる。W の各成分が正規分布に従うことと、~Qと IM� ~Qが直交することより、Pr+j と W ~QW T

は独立である。したがって (19)式の第 2項は
PM�r

j=H+1�rEX;W [Tr[Pr+jW ~QW T ]] +O("3) = �2"2r(M �H) +O("3) (31)

に一致する。

一方、(19)式の第 1項は

"2EX;W
�Pr

i=1Tr[PiWW T ] +
PH�r

j=1 Tr[Pr+jWW T ]
�
+O("3)

に一致する。Pi は定行列であり W の各成分は独立に N(0; �2) に従うので、

EX;W [
Pr

i=1Tr[PiWW T ]] = �2rL (32)

となる。また、

Tr[Pr+jWW T ] = Tr[Pr+jW ~QW T ] + Tr[Pr+j(WW T �W ~QW T )] = Tr[Pr+jW ~QW T ] + �j

であるが、�j が WM�r(L� r; �2IM�r) の大きい方から j 番目の固有値であることから、

EX;W [
PH�r

j=1 Tr[Pr+jWW T ]] = �2fr(H � r) + �(M � r; L� r;H � r)g (33)

を得る。(31),(32),(33)式により定理は証明された。
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