
2004年情報論的学習理論ワークショップ
2004 Workshop on Information-Based Induction Sciences
(IBIS2004)
Tokyo, Japan, November 8 - 10, 2004.

混合von Mises-Fisher分布に対する変分法的ベイズ推定
Variational Bayes Inference of Mixtured von Mises-Fisher Distribution
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Abstract: High dimensional directional data is getting important in several applications such as

analysis of text and gene expression data. In this report, we proposed variational Bayes algorithm

of mixtured von Mises-Fisher distribution, which is the probability density function defined on unit

hypersphere. We applied this algorithm to artificial data and computed free energy, and showed

that free energy can be used as a criterion to determine the number of units.
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1 はじめに
文書データや遺伝子発現データなどの高次元ベクトル
データを解析する際，ベクトル間の類似度の指標にユー
クリッド距離を用いると良い解析が行えない場合があ
る．そこで，その代わりとして相関係数を用いた解析を
行うことで成功をおさめたという報告がなされている．
また，遺伝子発現データの階層化クラスタリングでは、
相関係数距離が経験的によいとされる．相関係数は，各
ベクトルをそのノルムで正規化したもとでの内積である
ため，相関係数を用いるということはベクトルのノルム
を無視することに相当する．このようにデータベクトル
を正規化したものを指向性データ (directional data)とよ
ぶ [3]．
指向性データの自然な生成モデルとして，単位超球
面上における多変量Gauss分布に対応する，von Mises-

Fisher分布が考えられる．これは n+1次元ユークリッ
ド空間上のGauss分布を n次元超球面上に射影した分布
である．例えばDhillonらは，von Mises-Fisher分布の混
合モデルに対する最尤推定法および EMアルゴリズムに
よる解法を導出し，遺伝子発現データに対するクラスタ
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解析などに適用した [1],[2],[6]．
混合分布モデルのパラメトリック推定に基づくクラス
タ解析は，上記の例のみならず広く行われている．ベイ
ズ推定を用いることで，周辺化尤度がクラスタ数の決定
に使える可能性がある．しかし，ベイズ推定は一般に積
分計算が困難であることが多い．近似手法として計算機
の能力に頼った MCMC法が用いられることもあるが、
近年，より効率的な手法としての変分ベイズ推定法が注
目されている．
本研究では，混合 von Mises-Fisher分布に対する変分
ベイズ推定法を提案する．はじめに von Mises-Fisher分
布を導入し，変分ベイズ推定の基本原理を概観した後，
それを混合 von Mises-Fisher分布推定問題に適用した．
また，導出されたアルゴリズムを人工データに適用し、
混合数の決定について検討を行った．

2 von Mises-Fisher分布
2.1 von Mises-Fisher分布

p次元の単位確率ベクトル x (‖x‖= 1)が確率密度関数

p(x) = Cp(κ)eκµµµT x (1)

に従って分布するとき，xは p変数の von Mises-Fisher

分布Mp(x ; µµµ,κ)に従うという [3]．ただし Tはベクトル
の転置を意味する．ここで，パラメータ µµµはこの分布の
中心方向を定める単位ベクトル，κはその方向への分布
の集中度を示すパラメータである．正規化定数Cp(κ)は

Cp(κ) =
κp/2−1

(2π)p/2Ip/2−1(κ)
(2)



で表される．Ip(x)は次数 pの第１種変形 Bessel関数で
あり，

Ip(x) =
1
π

Z π

0
excost cos(pt)dt (3)

で定義される．

2.2 混合 von Mises-Fisher分布
m個のユニットからなる混合 von Mises-Fisher分布の
確率密度関数は

p(x ; θ) =
m

∑
i=1

αiMp(x ; µµµi ,κi) (4)

で表すことができる．ただし，x ∈ Sp−1，0 < αi < 1，
m

∑
i=1

αi = 1とする．θ≡ {αi , µµµi ,κi}mi=1はパラメータ集合で

ある．以下ではD = {xn}Nn=1で観測データの集合を表す
ものとし，各データ点 xnは互いに独立であるとする．

(4)式に隠れ変数Zを導入する．Z = {zn
i }N, m

n=1,i=1を，サ
ンプル xnが第 i ユニットモデルから生成されていれば
zn
i = 1，そうでなければ zn

i = 0と定義した隠れ変数の集
合と定義すれば，完全データ集合の結合分布は

p(D,Z
∣∣ θ) =

m

∏
i=1

N

∏
n=1
{αiCp(κi)eκi µµµi

T xn}zn
i (5)

と書ける．両辺対数を取ると

logp(D,Z
∣∣ θ)

=
m

∑
i=1

N

∑
n=1

zn
i {logαi + logCp(κi)+κi µµµi

Txn} (6)

となる．

3 変分ベイズ法に関して
ベイズ推定は学習データが少ない場合に最尤推定と比
較して予測分布の精度が高く，周辺化尤度基準によるモ
デル選択に利用できる一方で、尤度周辺化に関する積分
計算が困難であるという実用上の問題がある．変分ベイ
ズ法では，この積分計算を変分法を用いることで近似す
る [4]．
一般論として，観測データ集合をD，観測データのそ

れぞれに対する隠れ変数からなる集合を Z，パラメータ
の集合を θとする．
変分ベイズ法では，すべての未知量を周辺化した周辺

尤度の対数の下限を定義する．

L(D) = logp(D) = log∑
Z

Z
p(D,Z,θ)dθ

= log∑
Z

Z
q(Z,θ)

p(D,Z,θ)
q(Z,θ)

dθ

≥∑
Z

Z
q(Z,θ) log

p(D,Z,θ)
q(Z,θ)

dθ

def=F [q] (7)

F [q]は自由エネルギーとよばれ．テスト分布とよぶ新
たな分布 q(Z,θ)の汎関数である．q(Z,θ)が真の事後分
布 p(Z,θ

∣∣ D)と一致するときに，F [q]は対数周辺尤度
L(D)と一致する．変分ベイズ法ではテスト分布に独立
分解近似 q(Z,θ) = q(Z)q(θ)を仮定し，この近似のもと
で F [q]を qに関して最大化する．このとき q(Z)q(θ)は
独立分解近似のもとで事後分布に (KL divergenceの意味
で)最も近づき，F [q]は L(D)に最も近づく．また，周
辺尤度最大化によるモデル選択を，自由エネルギー最大
化基準で近似することが可能である．これは，モデルに
対する一様分布を仮定したもとでのモデル事後分布最大
化基準と等価である．
今，パラメータ集合θが I個の独立なパラメータ{θi}Ii=1

からなるとすると，(7)式は，

F [q] =
〈

log
p(D,Z

∣∣ θ)
q(Z)

〉
q(Z),q(θ)

+
I

∑
i=1

〈
log

p(θi)
q(θi)

〉
q(θi)

=〈logp(D,Z
∣∣ θ)〉q(Z),q(θ)−〈logq(Z)〉q(Z)

+
I

∑
i=1

{
〈logp(θ)i〉q(θ)i

−〈logq(θ)i〉q(θ)i

}
(8)

と書ける．ただし，p(θ)はパラメータの事前分布であ
り，〈 f (x)〉q(x) は f (x)の q(x)に関する期待値を表す．

(8)式を q(Z)に関して最大化すると，Zの最適テスト
分布が得られる．

q(Z) = Cexp〈logp(D,Z
∣∣ θ)〉q(θ) (9)

Cは∑
Z

q(Z) = 1となるための正規化定数である．

q(θi)についても同様に最大化すると，

q(θi) = C′p(θi)exp〈logp(D,Z
∣∣ θ)〉q(Z),q(θ−i) (10)

を得る．C′は
Z

q(θi)dθi = 1となるための正規化定数で
あり，θ−i は θから θi を除いた集合を表す．(9)(10)式の
繰返しアルゴリズムは VB-EM アルゴリズムとよばれ,

局所解への収束が保証されている．



4 混合 von Mises-Fisher分布に対す
るVB-EM アルゴリズムの導出

4.1 準備
独立分解近似にしたがい，テスト分布 q(Z,θ)を

q(Z,θ) = q(Z)q(ααα)
m

∏
i=1

q(µµµi) (11)

と表すものとする．期待値計算を行うために，まず次の
計算を行う．

〈logp(D,Z
∣∣ θ)〉q(Z)

=
m

∑
i=1

N

∑
n=1

∑
Z

q(Z)zn
i {logαi + logCp(κi)+κi µµµi

Txn}

=
m

∑
i=1

[
N̄i

{
log(αi)+ log(Cp(κi))+κi µµµi

T x̄i
}]

(12)

ここで

z̄n
i = ∑

Z
q(Z)zn

i , (13)

N̄i =
N

∑
n=1

z̄n
i , (14)

x̄i =
1
N̄i

N

∑
n=1

z̄n
i xn (15)

とした．

4.2 テスト事後分布の計算
前章の (9)(10)式と (12)式を用いて，以下を計算する．
ここでは簡単のため，κi は既知とした．

q(ααα) ∝ p(ααα)exp〈logp(D,Z
∣∣ θ)〉q(Z),q(µµµ), (16)

q(µµµi) ∝ p(µµµi)exp〈logp(D,Z
∣∣ θ)〉q(Z),q(ααα), (17)

q(Z) ∝ exp〈logp(D,Z
∣∣ θ)〉q(µµµ),q(ααα) (18)

ここで，パラメータの事前分布として

p(ααα) = Dirichlet
({αi}mi=1 ; φφφ0

)
, (19)

p(µµµi) = Mp(µµµi ; µµµ0,κ0) (20)

であるとすると，以下で計算されるようにテスト分布
q(ααα)，q(µµµi)はそれぞれ，事前分布 p(ααα)，p(µµµi)と同じ
分布族になる．このような性質をもつ事前分布を自然
共役事前分布とよび，ベイズ推定において取り扱いが
容易であるためよく用いられる．φφφ0，µµµ0，κ0はそれぞ
れ自然共役事前分布のハイパーパラメータである．ただ
し，Dirichlet(p ; u)は，p = (p1, . . . , pn)，u = (u1, . . . ,un)

に対し，

Dirichlet(p ; u) =
1

ζ(u)

n

∏
i=1

pui−1
i , (21)

ζ(u) = ∏n
i=1 Γ(ui)

Γ
(
∑n

i=1ui
) (22)

で定義されるDirichlet分布の確率密度関数である．(16)

式に (12)(19)式を代入して計算すると，

q(ααα) ∝
m

∏
i=1

αφ0−1
i exp(N̄i logαi)

=
m

∏
i=1

exp(logαφ0−1
i + logαN̄i

i )

= ∏αφ0+N̄i−1
i (23)

つまり

q(ααα) = Dirichlet
({αi}mi=1 ; {φi}mi=1

)
(24)

となる．ここで φi = φ0 + N̄i とした．
同様に，(17)式に (12)(20)式を代入して計算すると

q(µµµi) ∝ eκ0 µµµ0
T µµµi ·eN̄iκi µµµi

T x̄i

= er iei
T µµµi (25)

となる．ただし，r iei = N̄iκi x̄i + κ0µµµ0，‖ei‖ = 1，r i =
‖N̄iκi x̄i +κ0µµµ0‖である．したがって

q(µµµi) = Mp(µµµi ; ei , r i) (26)

となる．
また，(18)式より

logq(Z)

∝
〈 m

∑
i=1

N

∑
n=1

zn
i

{
logαi + logCp(κi)+κi µµµi

Txn
}〉

q(ααα),q(µµµ)

=
m

∑
i=1

N

∑
n=1

zn
i

[〈logαi〉q(ααα) + logCp(κi)+κi〈µµµi〉Tq(µµµi)
xn

]

(27)

ここで

〈logαi〉q(ααα) = Ψ(φ0 + N̄i)−Ψ
(
mφ0 +

m

∑
i=1

N̄i
)
, (28)

〈µµµi〉q(µµµi) = ei (29)

を用いる.ただしΨ(x) =
∂ logΓ(x)

∂x
である．すると，(27)

式は

logq(Z) =
m

∑
i=1

N

∑
n=1

zn
i γn

i (30)



となる．ただし，

γn
i =

{
Ψ(φ0 + N̄i)−Ψ

(
mφ0 +

m

∑
i=1

N̄i
)}

+ logCp(κi)+κi xn
Tei (31)

である．したがって，

z̄n
i = q(zn

i = 1) =
exp(γn

i )
∑m

j=1exp(γn
j )

(32)

となる．

4.3 自由エネルギーの計算
前節で求めた各パラメータの事後分布を用いて，(8)

式の自由エネルギーを計算する．

F [q(Z),q(θ)] = Hααα +
m

∑
i=1

Hµµµi
+HZ (33)

HZ = 〈logp(D,Z
∣∣ θ)〉q(Z),q(θ)−〈logq(Z)〉q(Z) (34)

Hααα = 〈logp(ααα)〉q(ααα)−〈logq(ααα)〉q(ααα) (35)

Hµµµi
= 〈logp(µµµi)〉q(µµµi)−〈logq(µµµi)〉q(µµµi) (36)

とおくと，Hααα は (19)(24)式を用いて，

Hααα =
〈

log
{ 1

ζ(φφφ0)

m

∏
i=1

αφ0−1
i

}〉
q(ααα)

−
〈

log
{ 1

ζ(φφφi)

m

∏
i=1

αφi−1
i

}〉
q(ααα)

=
{
− logζ(φφφ0)+(φ0−1)

m

∑
i=1
〈logαi〉q(ααα)

}

−
{
− logζ(φφφi)+

m

∑
i=1

(φi−1)〈logαi〉q(ααα)

}

= log
ζ(φφφi)
ζ(φφφ0)

−
m

∑
i=1

N̄i
{

Ψ(φ0 + N̄i)−Ψ
(
mφ0 +

m

∑
i=1

N̄i
)}

(37)

Hµµµi
は (20)(26)式を用いて，

Hµµµi
=〈log{Cp(κi)eκ0 µµµ0

T µµµi}〉q(µµµi)

−〈log{Cp(r i)er iei
T µµµi}〉q(µµµi)

=
{

logCp(κ0)+κ0µµµ0
T〈µµµi〉q(µµµi)

}

−{
logCp(r i)+ r iei

T〈µµµi〉q(µµµi)
}

= log
Cp(κ0)
Cp(r i)

+κ0µµµ0
Tei− r i (38)

と計算される．以下では，µµµiの事前分布 (20)式において
κ0→ 0とした．これにより p(µµµiii)→ const.となり，µµµi に
ついての無情報事前分布となる．実際に計算するときは，

Hµµµi
=− logCp(r i)− r i (39)

を行えばよい．
また，HZは (30)(32)式より，

HZ =
〈 m

∑
i=1

N

∑
n=1

zn
i γn

i

〉
q(Z)
−

N

∑
n=1
〈logq(zn)〉q(zn)

=
m

∑
i=1

N

∑
n=1

z̄n
i γn

i −
N

∑
n=1

m

∑
i=1

q(zn
i = 1) logq(zn

i = 1)

=
m

∑
i=1

N

∑
n=1

[
z̄n
i (γ

n
i − logz̄n

i )
]

=
m

∑
i=1

N

∑
n=1

z̄n
i

(
log

m

∑
j=1

exp(γn
j )

)

=
N

∑
n=1

log
m

∑
i=1

exp(γn
i ) (40)

となる．
以上の (37)(39)(40)式を用いて自由エネルギーF [q(Z),q(θ)]

を計算する．

4.4 VB-EMアルゴリズム
以上の議論により，混合 von Mises-Fisher分布に対す
る VB-EM アルゴリズムは以下のようにまとめられる．

VB-EM on vMF mixture

初期化 事前分布のハイパーパラメータ φφφ0を設定する．

ei の初期値はデータからランダムにm個サンプリング
して用いる．

N̄(0)
i ← N

m

t← 0とする．

以下を収束するまで繰返し計算する．

VB-E ステップ

i = 1,2, . . . ,m，n = 1,2, . . . ,Nに対し，

モデルパラメータの更新

zn
i =

1

∑m
j=1exp(γn

j )
exp(γn

i )を計算する．

期待値計算

HZを計算する．

F [q(Z),q(θ)] = Hααα +
m

∑
i=1

Hµµµi
+HZ を計算する．



VB-M ステップ

i = 1,2, . . . ,m，n = 1,2, . . . ,Nに対し，

モデルパラメータの更新

N̄(t)
i ←

N

∑
n=1

z̄n
i

e(t)
i ←

κi ∑N
n=1 z̄n

i

‖κi ∑N
n=1 z̄n

i ‖

µµµ(t)
i ← e(t)

i とする．

期待値計算

Hααα，Hµµµi
をそれぞれ計算する．

t← t +1として VB-Eステップに戻る．

5 実験
人工データを用いて実験を行った．
[サンプリング]

S2上とS9上にそれぞれランダムに200点サンプリング
したデータを用いた．S2上のデータについては，ユニッ
ト数 m= 4，中心ベクトル µµµ1 = (1,0,0), µµµ2 = (0,0,1),
µµµ3 = (− 1√

2
,− 1√

2
,0), µµµ4 = (0, 1√

2
,− 1√

2
)，各ユニットの

concentrationパラメータをそれぞれ κ = 20とした．
S9上のデータについては，ユニット数m= 4，中心ベク

トルµµµ1 = (1,0,0,0,0,0,0,0,0,0), µµµ2 = (0,0,0,0,0,0,0,0,

0,1), µµµ3 = (0,0,0,− 1√
2
,− 1√

2
,0,0,0,0,0), µµµ4 = (0,0,0,0,

0,0, 1√
2
,− 1√

2
,0,0)，各ユニットの concentrationパラメー

タをそれぞれ κ = 7とした．
[実験方法]

このようにして得られたデータに対して，m= 1,2, . . . ,10

において，それぞれ 50エポックずつVB-EMアルゴリズ
ムを反復して学習を行うという過程を，初期条件を変え
ながら 10回繰り返し，自由エネルギーを計算した．こ
の実験では，簡単のため，κi を既知としたもとで µµµi の
推定を行った．ハイパーパラメータとして φ0 = 0.01と
した．
また数値計算を行う際に，第１種変形Bessel関数 In(x)
を

In(x)≈ 1√
2πx

exp(x) ( f or n¿ x) (41)

とする近似式を利用した [5],[7]．
[実験結果]

図 1は S2，図 2は S9においてそれぞれm= 4と固定
して EMアルゴリズムの反復回数に対する自由エネル
ギーの推移を見たものである．横軸はエポック数，縦軸
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図 1:自由エネルギーの推移 (S2)
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図 2:自由エネルギーの推移 (S9)

は自由エネルギー値を表し，初期値を変えながら 10回
の試行を行った際の推移を重ねてプロットしてある．自
由エネルギーは単調増加的に収束し，そのスピードも早
い．ただし，図 1において局所最適解に収束してしまっ
ている場合が 2例あった．
図 3は m= 4としたときの各 µµµi の推定位置を大きい

点で表示したものである．ここで，小さい点はサンプル
点，中心から外へ向かう線分は真の µµµi の位置をそれぞ
れ示している．真の値とのユークリッド距離を計算する
とその差は 10−7のオーダーとなりよい推定値が得られ
ていることがわかる．
図 4は S2，図 5は S9においてそれぞれユニット数を
調べるために，ユニット数を 1から 10まで変化させそ
れぞれ 10回試行を行ったときの，各ユニット数ごとの
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図 3: m= 4としたときの µµµi の推定位置
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図 4:各ユニット数に対する自由エネルギーの値 (S2)
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図 5:各ユニット数に対する自由エネルギーの値 (S9)

自由エネルギーの最大値を結んだグラフである．横軸は
ユニット数，縦軸は自由エネルギーの値を示している．
自由エネルギーはユニット数m= 4において最大となり，
mがそれより増えるにしたがって次第に減少して行くこ
とがわかる．また，サンプル 100セットに対して同様の
試行を行った結果，ユニット数m= 4のとき，自由エネ
ルギーが最大とならなかったのは S2においては 100サ
ンプル中 3サンプル，S9においては 100サンプル中 18

サンプルであった．このことから，自由エネルギー最大
化基準によってユニット数を決定すると，真のデータ生
成過程における値とよく一致することが分かる．
以上の結果より，本アルゴリズムによって，データ数
が少ない場合でも精度の高いパラメータ推定を行うこ
とができることが示された．またユニット数の決定に関
して，自由エネルギー値が良い評価基準となることがわ
かった．

6 結論
本研究では，単位超球面上で定義される混合von Mises-

Fisher分布に関して，変分法的ベイズ推定を行いパラメー
タを推定するアルゴリズムを提案した．人工データに適
用した結果，データ数が少ない場合でも真の値に近い推
定がなされていることが確認された．また，自由エネル
ギーがユニット数の決定に関して，良い評価基準となる
ことがわかった．今後は，より高次元の実データに対し
て本アルゴリズムを適用することでその有効性を確か
め，また超球面上でのクラスタリングなどに利用してい
く予定である．
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