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概要

1. RKHS上の平均

2. RKHS上の共分散

3. 確率変数の依存性解析
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イントロ

• カーネル法（これまでの復習）
– 正定値カーネルは，特徴写像を通じて，計算効率の高い形で，

データの非線形性／高次モーメントを抽出する.     
e.g. Support vector machine, kernel PCA, kernel CCA, etc. 

– Kernelization:  データをRKHS に写像し，RKHS上で線形アルゴリズム
を適用する.

3

Ω (original space)
Φ 

mapping to 
a Hilbert space

H (RKHS)

X
Φ (X) = k(  , X)



• Consider more basic statistics!
– RKHS上で基本的な統計量(平均,共分散 …) を考えると，

元の確率変数／確率分布に関する推論が可能となる. 

Basic statistics Basic statistics
on Euclidean space on RKHS

Mean Mean
Covariance Cross-covariance operator
Conditional covariance Conditional-covariance operator

– 正定値カーネルによるノンパラメトリック推論が可能

– 分布の均一性

– 独立性／依存性

– 条件付独立性／条件付依存性
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概要

1. RKHS上の平均

2. RKHS上の共分散

3. 確率変数の依存性解析
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RKHSにおける平均

(Ω, B): 測度空間.
X: Ωに値を取る確率変数.
k: Ω上の可測な(実)正定値カーネル． H: 対応するRKHS.

– 特徴ベクトル

: RKHSに値を取る確率変数（random function)

– RKHS H における X の平均*)：

– 注意： もHの元，すなわちΩ上の関数．

*) 厳密には の仮定の下で，
期待値の存在が保証される．
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– 平均の再生性

– 直観的な説明

Empirical mean

– Explicit form:
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平均と高次モーメント

– RKHSにおける平均は X の高次モーメントの情報を持つ．

例による直観的説明）

X: R-valued random variable.     k: pos.def. kernel on R.        
k が R 上次のべき級数展開を持つと仮定する．

Hにおける平均 はモーメント母関数の役割をする:
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特性的な正定値カーネル

P :  可測空間(Ω, B)上の確率測度全体

(H, k):  Ω 上の有界で可測な(実)正定値カーネルと，対応するRKHS．
mP: 確率 の H における平均

Def. 正定値カーネルk が(P に関して) 特性的(characteristic)であるとは，

写像

が1対1であることをいう.

– 特性的なカーネルは，確率測度を平均によって一意に定める．

– 「確率分布に関する推論」 「RKHSにおける平均に関する推論」
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– 「特性関数」の一般化

Fourier kernel

• 特性関数はRm上のBorel 確率分布を一意に定める. 

• 特性的なカーネルは，この性質の一般化．
注） Ω はユークリッド空間でなくてもよい．

– Examples： Rm 上の特性的な正定値カーネル

• Gaussian RBF kernel

• Laplacian kernel
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– 特性的なカーネルの定めるRKHSは十分広い関数をカバーする．

Theorem (Fukumizu et al 2009)
k: 可測空間(Ω, B) 上の有界で可測な正定値カーネル．
k が特性的であるための必要十分条件は， (Ω, B)の任意の確率

分布Pに対して H + R が L2(P) で稠密なことである．

– 多項式カーネルは特性的でない.   
• (xTy + c)d の定めるRKHS d次以下の多項式

• d 次より大きい次数のモーメントは考慮できない．
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RKHSにおける平均の推定量

• RKHS上の標本平均
– RKHS上の統計量は，データによる推定は容易.

– : i.i.d. sample  
 : i.i.d. sample on RKHS 

Empirical mean:

Theorem (strong      -consistency)
を仮定する． i.i.d. サンプル X1, …, XN に対し
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分布の均一性への応用

• 2標本問題
Data: X1, …, Xn;   Y1, …, Ym

問題： ２つのサンプル（XとY）が同一の分布から発生したか？

– 帰無仮説： PX = PY

– 対立仮説： PX ≠ PY

特性的なカーネルを用いて，分布の問題を，RKHSにおける平均の問
題に置き換える．

– 検定統計量

– 詳細は本講座では省略．福水(2010 朝倉)または原論文参照．
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概要

1. RKHS上の平均

2. RKHS上の共分散

3. 確率変数の依存性解析
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RKHSにおける共分散

(X , Y): ΩX x ΩY に値を取る確率変数．

(HX, kX), (HY , kY): ΩX および ΩY 上の実RKHS.
Assume

– Def. 相互共分散作用素（Cross-covariance operator）: 
以下の関係式で定義

– c.f.  Euclidean case
VYX = E[YXT] – E[Y]E[X]T : covariance matrix
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– 積空間における平均による表現

• 線形写像とテンソル積を同一視すると

と考えてよい．
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独立性の特徴づけ

• 相互共分散作用素と独立性
Theorem （Fukmizu et al 2004)
カーネルの積 がΩX x ΩY上の特性的なカーネルであるとき, 

proof)

– c.f. ガウス変数の場合

– c.f. 特性関数
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相互共分散作用素の推定量

: i.i.d. sample on ΩX x ΩY

標本相互共分散作用素：

Theorem ( -consistency)

18

)(,),( ,1,1 NN YXYX 

{ }{ }∑
=

−Φ−Φ=Σ
N

i
XiXYiY

N
YX mXmY

N 1

)( ˆ)(ˆ)(1ˆ

( ) )(1ˆ )( ∞→=Σ−Σ NNOpHSYX
N

YX

N

Def. 作用素 A: H1 H2 がHilbert-Schmidt作用素であるとは， H1, H2  の
任意の正規直交基底 {ϕi}, {ψj} に対し

∞<∑∑
∞

=

∞

=1 1

2
,

i j
ij Aϕψ

.,:||||
1 1

22 ∑∑
∞

=

∞

=

=
i j

ijHS AA ϕψこのとき (行列のFrobeniusノルム)



概要

1. RKHS上の平均

2. RKHS上の共分散

3. 確率変数の依存性解析
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依存性尺度

• 独立性／依存性尺度(HSIC, Hilbert-Schmidt Independence 
Criterion, Gretton et al 2005)

• Empirical dependence measure

および を依存性／独立性の尺度として用いることができる. 
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相互共分散作用素のHSノルム

– 推定量のGram行列表現

HS-norm は部分空間
で計算すればOK.
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正規化された相互共分散作用素

• Normalized Cross-Covariance Operator

NOCCO

• 独立性の特徴づけ

WXY がHilbert-Schmidtであれば

– 依存性／独立性尺度として次を用いることができる．

22

1/ 2 1/ 2
YX YY YX XXW − −= Σ Σ Σ

YXW O= X Y⇔

特性的なカーネルを用いると, 

2NOCCO YX HSW=



カーネルに依存しない表現

Assume 
PXY have density

is characteristic. 
WYX is Hilbert-Schmidt.

Then,
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サンプルによる推定量

– Cross-covariance operatorの推定量は既出：

– 逆行列正則化: 

– の各因子を推定量で置き換えると，

– NOCCOemp はχ2-divergence.の新しい推定量を与える．

一致性を持つことが知られている（Fukumizu et al 2008）
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独立性検定

• 正定値カーネルを用いたノンパラメトリックな独立性検定
Data: (X1, Y1) , …, (XN, YN)   i.i.d. 
– Null hypothesis  H0: X and Y are independent
– Alternative   H1: X and Y are not independent

および NOCCOemp を検定統計量として用いることができる. 

– に対しては，帰無仮説，対立仮説のもとでの漸近分布が知ら
れている(Gretton et al 2008, 2010)．

– NOCCOemp に対しては，漸近分布は今のところ知られていない．

– どちらに対しても，並べ替え検定＊は可能．

＊並べ替え検定： (Xi, Yi) に対して，Y の順序をランダムに変えることに
よって，帰無仮説からのサンプルをシミュレートする方法．
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独立性検定への応用

• Toy example
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Angle 0.0    4.5   9.0  13.5 18.0 22.5
HSIC (Median) 93 92    63     5     0     0
HSIC (Asymp. Var.) 93 44      1     0     0     0
NOCCO (ε = 10-4, Median) 94 23      0     0     0     0
NOCCO (ε = 10-6, Median) 92 20      1     0     0     0
NOCCO (ε = 10-8, Median) 93 15      0     0     0     0
NOCCO (Asymp. Var.) 94 11      0     0     0     0
MI (#NN = 1) 93 62    11     0     0     0
MI (#NN = 3) 96 43      0     0     0     0
MI (#NN = 5) 97 49      0     0     0     0
Power Diverg. (#Bins=3)          96 92    43     9     1     0
Power Diverg. (#Bins=4)          98 29      0     0     0     0
Power Diverg. (#Bins=5)          94 60      2     0     0     0

indep. more dependent

N = 200. 
Permutation test is used. 

# acceptance of independence out of 100 tests (significance level = 5%)
MI: mutual information estimated by the nearest neighbor method. 



• Power Divergence (Ku&Fine05, Read&Cressie)
– 領域を分割 : 各次元をq 個の区間に分割（各領域になるべく

同数のデータが入るようにする). 

– Power-divergence

– 帰無仮説(独立)のもとでの漸近分布
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テキストに対する独立性検定

– Data:  Official records of Canadian Parliament in English and French. 
• Dependent data:   5 line-long parts from English texts 

and their French translations. 
• Independent data: 5 line-long parts from English texts 

and random 5 line-parts from French texts. 
– Kernel:  Bag-of-words and spectral kernel

29

Results of permutations test with HS measure
Topic Match BOW(N=10)   Spec(N=10)   BOW(N=50) Spec(N=50) 

Agri- Random 0.94 0.95 0.93      0.95
culture Same 0.18 0.00 0.00      0.00

Fishery  Random 0.94 0.94 0.93     0.95
Same 0.20 0.00 0.00      0.00

Immig- Random 0.96 0.91 0.94      0.95
ration Same 0.09 0.00 0.00      0.00

(Gretton et al. 2007)Acceptance rate (α = 5%)
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独立性検定：比較

– Brownian distance covariance (Székely & Rizzo AOAS 2010)
• 特性関数に基づく独立性検定

• 重み付き積分による独立性尺度:

• 重みwを上手く選ぶと, 上の積分は，HSICのカーネルを
で置き換えた形を持つ(正定値ではない)．

∫ − ξωξωξφωφξωφ ddwYXXY ),()()(),( 2
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angle    : 0     π/12    π/6     π/4
dX = dY= 2 HS 0.94   0.77   0.48   0.42
N =128 SR 0.95   0.83   0.66   0.65
dX = dY= 2 HS 0.92   0.47   0.17   0.12
N = 512 SR 0.93   0.49   0.38   0.33
dX = dY= 4 HS 0.92   0.60   0.35   0.23
N = 1024 SR 0.93   0.68   0.48   0.47
dX = dY= 4 HS 0.92   0.44   0.15   0.12
N = 2048    SR 0.94   0.46   0.29   0.27

indep. more dependent

HS: Hilbert-Schmidt norm.
Gaussian kernel
σ = med{||Xi – Xi||}

SR: Székely & Rizzo

(Gretton, F, Sriperumbudur. 2010. AOAS Discussion)

% of acceptance of indep. in permutation tests (α = 5%). 

比較実験



独立成分分析への応用

• 独立成分分析 (Independent Component Analysis，ICA)
– 設定

• m 個の独立な信号源

• m 個の線形に重なり合った信号を測定

– 問題

• 測定値 Xを用いて独立な信号 S を復元せよ.
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• HSICを用いたICA

ペアごとの独立性を尺度にする.

目的関数は非凸関数.
近似的なNewton法による最小化

Fast Kernel ICA (FastKICA,  Shen et al 2007)

• ICAの他の標準的方法
See, for example, Hyvärinen et al. (2001). 
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• Experiments (speech signal)

34

A

s1(t)

s2(t)

s3(t)
x3(t)

x2(t)

x1(t)

randomly
generated

B

Fast KICA

Three speech 
signals



条件付独立性への発展

– アイデア：

RKHS上で，条件付(相互)共分散作用素を考える．

条件付独立性が特徴づけられる

（ガウス分布とのアナロジー）

– 応用

• 条件付独立性検定（Fukumizu et al 2008）

• 因果性の推論（Sun et al 2007, Mooij and Janzing 2010）

• 回帰問題における次元削減（Fukumizu et al 2009）

– 詳細については，福水(2010, 朝倉), 福水（2010，統計数理）参照
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セクション６のまとめ

• RKHSにおける平均
– 特性的なカーネルを用いると，確率分布が平均によって一意に定まる．

「分布に関する推論」  「RKHSでの平均に関する推論」

• RKHS上での共分散による依存性解析
– 相互共分散作用素により独立性の特徴づけが可能

– 作用素のノルムを用いて，独立性／依存性尺度を定義できる．

– 独立性尺度により，独立性検定が可能．

• さらなる話題
– 条件付独立性への発展

– Bayes推論への発展

Bayes事後確率のRKHSでの平均を計算することができる．
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