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概要

文書があるトピックの持つ確率分布から生成されたと仮定し, その確率分布パラメー
タと文書のトピックへの帰属確率を求めるモデルに, ナイーブベイズ法を Polya 分布
を用いてベイズ的に精密にとらえ直した混合ディリクレモデル (DM)があるが, この
方法はトピック数を事前に与える必要があるという問題があった.
これに対し, 本論文では可算無限個の混合比にディリクレ過程事前分布を与えること
により, データの複雑さに合わせて混合数を自動推定するディリクレ過程混合モデル
による方法を検討する. モデル選択により混合数を決定する方法と異なり, この方法
は混合数の事後分布をパラメータと同時に推定し, 期待値を取ることで予測を行うこ
とができる. 実験の結果, 必要な混合数の上限を推測することができ, 特に小規模デー
タに対しては性能がさらに上昇することがわかった.
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Abstract

This paper proposes a Dirichlet process mixture modeling approach to Dirichlet Mixtures
(DM). Endowing a prior distribution on an infinite number of mixture components, this
approach yields an appropriate number of components as well as their parameters at the
same time. Experimental results on amino acid distributions and text corpora confirmed
this effect and showed comparative performance on large datasets and better performance
on small datasets avoiding overfitting.
Keywords: Dirichlet Mixtures, Dirichlet processes, Mixture models, K-Means algorithm,
variational Bayes

1 はじめに

文書をモデル化する方法として, ある文書全体がト
ピックと呼ばれる一つの確率分布から生まれたと仮

定し, そのトピック確率分布群のパラメータ, および
文書の各トピックへの帰属確率を計算する方法があ

る. この方法はトピックが既知の場合にはナイーブ
ベイズ, 未知の場合には Unigram Mixtures [1] と呼
ばれているが, UMの拡張として, 混合 Polya分布を
用いた Dirichlet Mixtures [2] はこの問題をベイズ的
にとらえ, 文書モデルや文脈モデルにおいて高い性能
を持つことが知られている [3][4].
この方法は単語単体上に, 一つ一つがトピックに対
応する混合ディリクレ分布をユニグラムの事前分布

として仮定し, 合成することで得られる混合Polya分
布から, 観測データをもとに事前分布を推測する方法
であるが, その際のトピック数は事前に与えなければ
ならないという問題があった. トピック数が少ない
と単体上の真の分布をうまくモデル化できず, 多すぎ
ると過適応を起こすため, データの複雑さに応じたト

ピック数の推定は重要な問題であると考えられる.

この問題は, 音声認識等で使われる混合正規分布
の混合数推定とも同様の問題である. 従来このため
に, 混合数を既知としたモデルを計算し, その尤度を
比較することでモデル選択を行う方法 (たとえば [5])
や, モデルの分割/マージを繰り返すことで最適混合
数を見出だす方法 [6][7]などが行われてきたが, 高次
元かつ大規模な文書データの場合には, 予想される混
合数は非常に大きく, このような方法でモデル選択を
行うことは計算量的に現実的でない. また, モデル選
択の際に使われる尤度についても, 最大の尤度とそれ
以外の間に大きな違いがないことが指摘されており

[8], 選択を行って一意に決めるのではなく, 最適混合
数の事後分布から期待値を取ることで行う予測方法

が求められているといえる.

このような混合モデルの構造推定法として, 近年,
ディリクレ過程 (Dirichlet process, DP)に基づくディ
リクレ過程混合モデルが注目されている [9]. この方
法はすでに, 文書の中に含まれる単語ごとにトピック
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図 1: 無限 DMのグラフィカルモデル.
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図 2: Smoothed DMのグラフィカルモデル.

事後分布を求める LDA [10]について適用され, 最適
なトピック数を同時に推定できることが示されてい

る [11] が, 本論文ではこの方法を, 文書レベルの混合
モデルである DMに対して適用し, その結果を報告
する. 図 1が提案法のグラフィカルモデル, 図 2が従
来法のグラフィカルモデルである.
無限 (ディリクレ過程) 混合モデルはすでに,

MCMC 法を用いて混合正規分布の場合に良い推定
を与えることが報告されており [12], 指数分布族の場
合にも一般化されているが, 指数分布族でない Polya
分布の場合にはMCMC法の適用が現実的でないた
め, 近年提案されたディリクレ過程に対する変分近似
法 [13] によって事後分布を推定する.

2章では, ディリクレ過程とディリクレ過程混合モ
デルについて簡単に説明し, その Stick-breaking 表
現と有限精度での切り捨てについて述べる. 3章で
Polya分布と DMについて説明し, 変分ベイズ法を
用いた無限DMの変分ベイズ EMアルゴリズムを示
す. 4章で, DMの動機となったアミノ酸配列データ,
および Cranfield コーパスと Reuters-21578 コーパ
スを用いた実験結果を示す. 5章で結論と, 今後の展
望について述べる.

2 ディリクレ過程混合モデル

2.1 Dirichlet process とは

Dirichlet process [14] とは, 「凝集」を表現する確
率過程であり, 混合分布における各コンポーネント
分布の無限個の生成モデルになっている. すなわち,
各コンポーネント分布の事前分布1がディリクレ過程

G ∼ DP(α,G0) に従うとき, あるデータ xn+1 がコ

ンポーネント分布 ψk に属する事前確率はこれまで

に生成されたデータ x1, x2, . . . , xn に依存し,

p(xn+1 ∼ ψk) =





fk

n+ α
(ψk がすでに出現) (1)

α

n+ α
(ψk = ψ ;ψ ∼ G0) (2)

1したがって, ディリクレ過程とは確率分布の確率分布である.

である. ここで, fk は x1 . . . xn の中で x ∼ ψk で

あった回数. すなわち, 新しいデータ xn+1 はこれま

でに出現したコンポーネント ψk にその頻度 fk に

比例した確率で属するが, 小さい値 α/(n + α) に比
例して新しいコンポーネント ψ に属する可能性も持

つ. このとき, ψ はそれ自体の事前分布 G0 から新し

く生成される.
n = 0のとき, fk は必ず 0であるから, 式 (1)とな
ることはなく, まず式 (2)から最初のコンポーネント
ψ1 ∼ G0 が生成され, ψ1 から x1 が生成される. x2

は ψ1 と ψ2 ∼ G0 から生成される可能性をそれぞれ

1/(1 +α) : α/(1 +α) の確率で持ち, 以下式 (2)が選
ばれるごとにコンポーネント分布が増えていき, その
増大速度はデータ数 n に対して O(log n) であるこ
とが知られている [15].
実際には, 上の過程はデータ x = x1, x2, . . . , xn+1

の並び替えに依存しない. したがって, データ x ∈ x
がコンポーネント ψk に属する事後確率は, x が最後
になるようにデータを並び替えて,

p(ψk|x) ∝ p(x|ψk) p(x ∼ ψk) (3)

=




ψk(x)

fk

n+ α
(ψk がすでに出現)

ψ(x)
α

n+ α
(ψ ∼ G0)

(4)

として求まる. ここで, fk は x から x を除いた中で

ψk からデータが生成された回数, ψk(x) はコンポー
ネント分布 ψk における x の確率密度である.
式 (4)はディリクレ過程混合分布に従うデータの
事後分布を表す式になっているが, 実際に必要な情報
は式 (3)からわかるように, コンポーネント番号を表
す変数 θk (k = 1, 2, · · · ,∞) と対応するコンポーネ
ント分布 ψi の二つに分けて考えることができ, 前者
のみが自然数上の 1次元のディリクレ過程に従うと
考えてもよい.

2.2 Stick-breaking 表現

このとき, θk (k = 1, 2, · · · ,∞)の事前分布は, Stick-
breaking 表現 Stick(α) とよばれる以下の式に従う
ことが知られている [16].

θk = Vk

k−1∏

i=1

(1− Vi) (5)

Vi ∼ Be(1, α) . (6)

これは幾何分布をソフト化した分布であり2, θk が

選ばれる確率は, (θ1 で止まらない確率)×(θ2 で止ま
らない確率) × · · ·× (θk で止まる確率) となって, 指
数的に減少する事前分布を持つ. 3

従って,充分大きな k 以降の値は急速に小さくなる

ため, 閾値 K に対して VK = 1 とすれば θk =0 (k >

2幾何分布の場合は, Vi は定数になる.
3この減衰の度合いは (6) 式より, DP のハイパーパラメータ

α によって支配される. 後に述べるように, 実際には α について
一様で, 減衰のほとんどない事前分布から始め, α の事後分布も
データから推定して用いる.



K) となり, 無限個の θk に対する近似を構成するこ

とができる.
このように切り捨てを行った分布を変分事後分布

として用いることにより, ディリクレ過程混合モデル
に対して変分ベイズ法を適用することができ, 一般に
次の変分ベイズ EMアルゴリズムをもつ.

初期化:

• For k = 1 . . .K,
πk1 = 1, πk2 = α .

• α = s1 / s2.

E step:

φnk ∝ p(xn|ψk) · exp
{

Ψ(πk1)−Ψ(πk1 + πk2)

−∑K
i=k+1 [Ψ(πi2)−Ψ(πi1 + πi2)]

}
. (7)

M step:

(1) πk1 = 1 +
∑N

n=1 φnk , (8)

πk2 = α+
∑N

n=1

(∑K
i=k+1 φni

)
. (9)

(2) w1 = s1 +K ,

w2 = s2 −
∑K

k=1 [Ψ(πk2)−Ψ(πk1 + πk2)] ,

α = w1/w2 . (10)
(3) ψk のパラメータを更新. (11)

導出については [13] を参照のこと. 指数分布族の
混合モデルについては, 上記 (3)は自然パラメータの
期待値を用いた単純な更新に帰着するが [13], Polya
分布は指数分布族でないため, ここでは [4] に従い,
Reversing EM法によりパラメータ更新を行った. こ
れについて次に述べる.

3 無限混合ディリクレ文書モデル

ディリクレ過程混合モデルは, 混合コンポーネントを
無限個生成する確率モデルであるため, コンポーネン
トの事前分布 G0 による正則化が不可欠であり, 階層
モデルを必要とする.4

図 1のグラフィカルモデルに従う無限混合ディリ
クレ文書モデルは, 以下のプロセスによってコーパス

w = w1,w2, · · · ,wN (12)

wn = w1w2 · · ·wLn (13)
を生成する.

1. For k = 1 . . .∞,
(a) Draw µk ∼ Dir(β).
(b) Draw σk ∼ Ga(γ).

2. For n = 1 . . . N ,
(a) Draw z ∼ Stick(α).
(b) Draw p ∼ Dir(σzµz).
(c) Draw wn ∼ Mult(p, Ln).

4すなわち, G0 が一様分布ではモデルが求まらない.

ここで Dir, Ga, Multはそれぞれディリクレ分布, ガ
ンマ分布, 多項分布である.
このとき, 上記Mステップにおいて π から求めた

コンポーネントの変分事後分布 λ = λ1, . . . , λK を

λk =
πk1

πk1+πk2

k−1∏

i=1

πi2

πi1+πi2
(14)

とすれば,

L = log p(w,µ,σ|α, β, γ) (15)

= log

[∏
n

∑

k

λkPL(wn|µk, σk) ·
∏

k

Dir(µk|β) ·
∏

k

Ga(σk|γ)
]

(16)

≥ log

[∏
n

∏

k

(λkPL(wn|µk, σk)/φnk)φnk ·
∏

k

Dir(µk|β) ·
∏

k

Ga(σk|γ)
]

(17)

=
∑

n

∑

k

φnk

[
log λk/φnk+log PL(wn|µk, σk)

]

+
∑

k

log
Γ(

∑
v βv)∏

v Γ(βv)

∏
v

µβv−1
kv

+
∑

k

log
γγ1
2

Γ(γ1)
σγ1−1

k exp(−γ2σk) (18)

≥
∑

n

∑

k

φnk

[
log

Γ(σ̂k) exp(σ̂k − σk)bnk

Γ(σ̂k + yn)
·

∏
v

cnkv(σkµkv)ankv

]

+
∑

k

∑
v

(βv − 1) logµkv

+
∑

k

{(γ1 − 1) log σk − γ2σk} (19)

ここで, [4]と同様に

ankv = [Ψ(σ̂kµ̂kv+ynv)−Ψ(σ̂kµ̂kv)] · σ̂kµ̂kv , (20)

bnk = exp [Ψ(wn + σ̂k)−Ψ(σ̂k)] , (21)

cnkv =
Γ(σ̂kµ̂kv + wnv)

Γ(σ̂kµ̂kv)
(σ̂kµ̂kv)−ankv (22)

である.
(19)式を整理すると, µ については

p(µk) ∼ Dir(βv +
∑

n

∑
v

φnkankv) (23)

であり, 一方, σ については

L(σk) ∝ −∑
n φnkσk − γ2σk

+
∑

n φnk

∑
v ankv log σk + (γ1 − 1) log σk

(24)であるから,

p(σk) ∼ Ga
(
γ1 +

∑
n

∑
v

φnkankv , γ2 +
∑

n

φnk

)

(25)となる.
事前分布パラメータ β については, LDA[10]と同
じ Newton 法を用いた. γ についても, 事後分布を
もとに Newton法を以下のように導出することがで
きる.



3.1 Γ事前分布の Newton-Raphson 法

σk の事後分布である (25) 式を q(σk) ∼ Ga(pk, qk)
とおくと, 変分ベイズ法においては Γ事前分布のパ
ラメータ γ = (γ1, γ2) は以下の Newton 法により求
めることができる.

L = 〈log p(σ|γ)〉q(σ) =
∑

k

〈log p(σk|γ)〉q(σk)

=
∑

k

〈
log

γγ1
2

Γ(γ1)
σγ1−1

k exp(−γ2σk)
〉

q(σk)

(26)

= K
(
γ1 log γ2 − log Γ(γ1)

)

+ (γ1 − 1)
∑

k

(Ψ(pk)− log qk)− γ2

∑

k

pk

qk

(27)

ここで, 〈log σk〉 = Ψ(pk)− log qk であることを用
いた. 導出については, 付録Aを参照のこと. よって,

∂L

∂γ1
= K (log γ2−Ψ(γ1))+

∑

k

(Ψ(pk)−log qk) ,

(28)∂L

∂γ2
= Kγ1/γ2 −

∑

k

pk/qk , (29)

∂2L

∂γ2
1

= −KΨ′(γ1) ,
∂2L

∂γ2
2

= −Kγ1/γ
2
2 , (30)

∂2L

∂γ1∂γ2
=

∂2L

∂γ2∂γ1
= K/γ2 であるから, (31)

[
γ1

γ2

]new

=
[
γ1

γ2

]
−

[−KΨ′(γ1) K/γ2

K/γ2 −Kγ1/γ
2
2

]−1

·
[
K

(
log γ2−Ψ(γ1)

)
+K

∑
k

(
Ψ(qk)−log pk

)

Kγ1/γ2−K
∑

k pk/qk

]
.

(32)

ゆえに, Newton 更新式は

γnew
1 = γ1 + [γ1x+ γ1 − γ2y] /z , (33)

γnew
2 = γ2 + [γ2x+ γ2Ψ′(γ1)(γ1 − γ2y)] /z . (34)

となる. ただし,



x = log γ2−Ψ(γ1) +
∑

k

(
Ψ(qk)−log pk

)
(35)

y =
∑

k

pk/qk (36)

z = γ1Ψ′(γ1)− 1 (37)

である.

ただし, この方法でディリクレ分布の精度パラメー
タである σ をベイズ推定したところ, 最尤推定であ
る [4]の方法に比べて小さな値に揃いすぎるという現
象がみられ, テストデータに対する精度が悪化した.
このため, 実際には使用せず, [4]と同様に最尤推定を
用いた. 完全な変分ベイズ法を用いて µ および σ を

推定したとき, σ に今回のような単純な Γ事前分布
のほかにどんな事前分布を考えるべきかは今後の課

題である.
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図 3: アミノ酸配列データのパラメータ推定値.
(a)(b): Infinite model, (c)(d): 通常の混合モデル.

3.2 実装と初期化

ディリクレ過程混合モデルの推定法は, 本論文のよ
うに変分ベイズ法により決定的に最適化を行う場合

は, 事前分布の更新を除いてDMと同様, 本質的にソ
フト K平均法と同一である. したがって, 特にパラ
メータの自由度のきわめて高い自然言語データにお

いては, 注意深い初期化が重要となる. 実装に際して
は, 予備実験の結果から σ̂ を ε× (語彙数) で初期化
し (ε = 0.01), µ̂ を全体のユニグラム分布を中心とし
て, 精度を語彙数 ×10としたディリクレ分布により
きわめてわずかにずれた値に初期化した.5

α の初期化は混合数の決定に大きな影響を及ぼす

ため, α の事前分布 Ga(s1, s2) の選択には注意が必
要である. [13]では Ga(1, 1) を用いているが, この
分布は α について一様ではなく, 尤度に大きな差の
ない自然言語の場合には常にきわめて小さい混合数

が選ばれてしまう. ここでは DPの閾値 K に対し,
Ga(1, 1/K) と初期化して, α に関してほぼ一様な事
前分布を用いた.

4 実験

最初にバイオ分野で提案されたDM [2]の動機となっ
たアミノ酸配列データ, および小規模コーパスである
Cranfield コーパスと文書分類のための中規模コーパ
スである Reuters-21578 を用いて実験を行った.

4.1 アミノ酸配列データ

DMの最初の目的となったタンパク質のアミノ酸配列
データとして, Blocks データベース [17]中の “k80c”
データを用いた.6 このデータは各配列が, 20 個の
アミノ酸の特徴量を表す数値からなる 70,989配列の
データである. このうちランダムに選択した 1,000配

5実際にはさらに, ε を全体に加えてスムージングを行った.
6http://www.cse.ucsc.edu/compbio/dirichlets/より入

手可能.
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図 4: Cranfield のトピック事前分布.

Model Infinite DM DM
K=100 444.00 449.15
K=200 455.78 465.22

表 1: Cranfield のテストセットパープレキシティ.

列をテストデータ, 残りの 69,989配列を訓練データ
とした. データの最大次元数は 20であるため, DPの
切り捨てレベルはK=20と設定した.
図 3(a) に各コンポーネントの事前確率 λ を, 図

3(b)に各コンポーネントの持つディリクレ事前分布
パラメータ α1 · · ·α20 を示す. 図 3(a)では, 点線が
事前分布を表す. 図 3(c)および図 3(d)の通常の混合
モデルに比べて, 必要な混合数 (最大 11∼12)を推定
できていることがわかる.
ただし, この時, テストデータのパープレキシティ

は 5.39 (DP) および 5.35 (通常)であり, 未知データ
に対する予測精度の面ではほぼ同程度となっていた.

4.2 Cranfield コーパス

Cranfieldコーパス [18]は, PLSI, LDA [10]などの文
書モデルの評価に使われている小規模なコーパスで

あり, 1,400文書, 218,865単語からなる. このうちラ
ンダムに選択した 1,000文書を訓練データ, 残り 400
文書をテストデータとして実験を行った. 語彙は頻
度 2以上の 5,177語である. DPの切り捨てレベルを
K=100および K=200とした時のトピック事前分
布 λ を図 4に示す. 表 1に, テストデータに対する
パープレキシティを 5回の平均を取って示す.

4.3 Reuters-21578 データセット

中∼大規模コーパスでの実験として, 文書分類のため
のデータセット Reuters-21578 [19]を使用した. こ
のデータは [20]でも使われている. ‘BRIEF’タグの
付いた短い記事を除き, ランダムに選択した 500文書
をテストデータ, 残り 18,543文書, 2,487,020語を訓
練データとした. 語彙は頻度 5以上の 14,874語であ
る. 図 5 に, K = 50 ∼ 1000 のそれぞれに設定した
時のトピック事前分布 λの推定値を示す. 閾値K が

小さい時は通常の混合モデルと変わらないが, K を
充分に大きくすると, このデータに必要なトピック数
は最大 500∼600程度であることが見てとれる.
付録Bに, K = 1000でのトピック毎の単語出現確
率を p(w|k)/p(w) の順にソートした特徴語をトピッ
ク 1∼5 およびトピック 101∼105 について示した.
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図 5: Reuters-21578のDPによるトピック事前分布.
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図 6: Reuters-21578でのテストセット・パープレキ
シティ.

トピック番号に何ら意味を持たない通常の混合モデ

ルと異なり, 若いトピック番号にこのコーパスにお
ける中心的な話題が集まり, 古いトピック番号にはよ
り特化したトピックが割り当てられていることがわ

かる.
図 6 に, テストデータに対するパープレキシティ
を 5回の平均を取って示す. 通常の DMでは混合数
500をピークとして過適応が起こるが, 無限 DMで
はパープレキシティ自体は通常の DMにわずかに及
ばないものの (差は最大でも約 8.5), 混合数を増やし
ても精度が一定していることがわかる.

5 考察および結論

本論文では, 可算無限個の混合数に事前分布を与える
ことにより混合数をデータから同時に推定するディ

リクレ過程混合モデルを DMについて適用し, 実テ
キストデータに対する結果を示した. 通常の混合モ
デルに比べて最高性能ではわずかに及ばないものの,
混合数の大きい場合にも過適応することなく, 安定し
た性能を見せることがわかった.



しかしながら, この方法によるメリットは性能その
ものよりも, 推定されたトピック事前分布を観察する
ことで, データを表現するのに必要なトピック数が見
積もれること, 及び, トピックの間に相対的な依存性
があり, その番号にトピック全体での位置が反映され
ることにあると思われる. ある未知文書のトピック分
布を求めたとき, それがトピック事前分布の裾に偏っ
ていれば, その文書は「外れ値」であることの判断基
準となる. 通常の混合モデルを用いては, このような
判断は行えない.
本論文では DMに対する完全な変分ベイズ法 (貞

光 2006; 未発表) は 1 つ欠陥が見つかり使用できな
かったため, Reversing EM 法を用いたが, その点が
修正されれば 3章で述べた Newton 法は全体の変分
ベイズ法の枠組みの中で自然に導くことができる. 無
限個のコンポーネント分布を扱う事前分布には, 今回
用いたディリクレ過程以外にもさまざまな可能性が

あり, 単語単体全域をモデル化する DMをそのよう
な方向に発展させることは将来の課題であると考え

られる.
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付録A:
〈
log σ

〉
の導出

指数分布族

p(x|θ) = h(x) exp
[
θTT (x)−A(θ)

]
(38)

において,
∂A(θ)
∂θ

=
〈
T (x)

〉
p(x|θ)

(39)

であることは, 簡単な計算によってわかる.

さて, ガンマ分布 Ga(s|a, b) は指数分布族で,

Ga(s|a, b) =
ba

Γ(a)
sa−1 exp(−bs) (40)

= exp
{
a log b− log Γ(a) + (a− 1) log s− bs

}
(41)

= exp
{
[a−1 b][log s −s]T + a log b− log Γ(a)

}
(42)

ゆえ, A(θ) = log Γ(a)− a log b であるから,
〈
log s

〉
=

∂

∂(a−1)
A(θ) (43)

= Ψ(a)− log b. ¤ (44)

付録B: Reuters-21578, K=1000 における
トピック特徴語

トピック 1∼5

# 特徴語 Top 10
1 fed, repurchase, arrange, indirect, agreements,

customer, temporary, entered, reserve, reserves
2 vehicles, fry, ford, consolidated, geneva, fn, at-

las, fold, gm, europe
3 nasdaq, nasd, unusual, exception, activity,

explain, stock, delist, exchange, securities
4 economy, growth, economists, economic, fore-

cast, inflation, exports, rise, gross, gdp
5 lending, liquidity, banks, borrow, bankers,

bonds, maturity, funds, rates, loans

トピック 101∼105

# 特徴語 Top 10
101 ounces, mine, feasibility, receipt, ounce,

gold, costs, geodome, earnings, reflected
102 nasdaq, composite, showboat, opening, casino,

trading, amex, vestor, stock, gaming
103 uranium, oxide, sanctions, african, apartheid,

aid, veto, ore, passed, hurt
104 agricultural, agriculture, crops, irrigation,

grain, india, harvest, yielding, bales, usda
105 vastagh, potash, nevin, machold, hardie,

somc, nissen, marris, wyttenbach, labrecque
(空トピック)


