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1. はじめに

X1, . . . , Xn：(Ω, F , P)上の i.i.d. 実確率変数列

F (x) := P(X1 ≤ x)：共通の分布関数

経験分布関数

Fn(x, ω) = Fn(x) :=
1
n

n∑
i=1

1{Xi≤x}



• x ∈ Rを固定すると

nFn(x) ∼ Bin
(
n, F (x)

)
よって，E

(
Fn(x)

)
= F (x)（不偏性）

• また，大数の強法則により，各 x ∈ Rに対して

Fn(x) a.s.−→ F (x)

が成り立つ（強一致性）



• さらに，Lindeberg-Lévyの中心極限定理から，

各 x ∈ Rに対して
√

n (Fn(x) − F (x)) L−→ N
(
0, F (x) (1 − F (x))

)
を得る（漸近正規性）

II ω ∈ Ωを固定して，xについての関数とみると，

X(1) ≤ X(2) ≤ · · · ≤ X(n)

を順序統計量として，



-

6

X(1)
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•2/n
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つまり，“経験分布関数
1-1←→ 順序統計量”である

Fac := 絶対連続な分布関数全体

F ∈ Fac ならば，

P
[
(X1, . . . , Xn) = (x(i1), . . . , x(in))

∣∣
(X(1), . . . , X(n)) = (x(1), . . . , x(n))

]
=

1
n!

=⇒ (X(1), . . . , X(n))：Fac に対する十分統計量



さらに T = (X(1), . . . , X(n))が Fac について完備で

あることを示すことができる．つまり，

∀F ∈ Fac, EF (g(T )) = 0

⇒ g = 0, a.e.{LF (T ) : F ∈ Fac}

(例えば，鍋谷 (1978)，定理 2.5.1, 2.5.2参照)

II Lehmann-Schefféの定理により，

Fn(x)：F (x)の一様最小分散不偏 (UMVU) 推定量



ノンパラメトリック (NP)MLE

NP尤度：L(F ) =
n∏

i=1

[F (xi) − F (xi−)]

• z1 < · · · < zm：x1, . . . , xn のうちの異なる値

• nj := #{xi : xi = zj}

• pj := F (zi) − F (zi−), p̂j := nj/n



ここで，∀j, pj > 0，かつ ∃j, pj 6= p̂j とすると，

log
L(F )
L(Fn)

= log
n∏

i=1

p
nj

j

p̂
nj

j

=
m∑

j=1

nj log
pj

p̂j

= n
m∑

j=1

p̂j log
pj

p̂j
< n

m∑
j=1

p̂j

(
pj

p̂j
− 1

)
≤ 0

=⇒ Fn は F の NPMLE



2. 経験過程の理論（古典的アプローチ）

F の分位関数：F−1(u) := inf{x : F (x) ≥ u}

（1次元の場合の）基本定理

任意の分布関数 F に対して，

1. F (x) ≥ t ⇔ F−1(t) ≤ x

2. ξ ∼ U(0, 1)のとき，X := F−1(ξ) ∼ F



一様分布の場合への帰着

ξ1, . . . , ξn：i.i.d. U(0, 1)確率変数列

Gn(t) :=
1
n

n∑
i=1

1{ξi≤t}

Gn(F (x)) =
1
n

n∑
i=1

1{ξi≤F (x)} =
1
n

n∑
i=1

1{F−1(ξi)≤x}

=⇒ Fn
L= Gn(F )



確率積分変換

X ∼ F ならば，P(F (X) ≤ t) ≤ t, t ∈ [0, 1]．

等号成立は t ∈ range(F )の場合に限る．故に

F が連続 =⇒ F (X) ∼ U(0, 1)

F の ∀連続点 xに対して，Fn(x) → F (x)

m
F−1 の ∀連続点 xに対して，F−1

n (x) → F−1(x)



Glivenko-Cantelliの定理（一様大数の法則)

‖Gn − I‖ := sup
0<t<1

|Gn(t)− t| a.s.−→ 0, n → ∞

[証] 0 < k ≤ M に対して，SLLNより

Gn(k/M) − k/M
a.s.−→ 0, n → ∞

∀ε > 0，∃M s.t. M−1 < ε.

よって，(k − 1)/M ≤ t ≤ k/M ならば，



Gn(t) − t ≤ Gn

„

k

M

«

− k − 1

M
= Gn

„

k

M

«

− k

M
+

1

M

Gn(t) − t ≥ Gn

„

k − 1

M

«

− k

M
= Gn

„

k − 1

M

«

− k − 1

M
+

1

M

よって，

sup
0<t<1

|Gn(t) − t| ≤ max
0≤k≤M

∣∣∣∣Gn

(
k

M

)
− k

M

∣∣∣∣ +
1
M

a.s.−→ 0 +
1
M

< ε ¥



II √
n (Fn(x) − F (x)) L−→ N

(
0, F (x) (1 − F (x))

)
の一様化（関数版）は？

一様経験過程：Un(t) :=
√

n(Gn(t) − t)を用いると

√
n (Fn(x) − F (x)) L=

√
n (Gn(F (x)) − I(F (x)))

= Un(F (x))

となり，一様分布の場合に帰着される．



有限次元分布

• 確率過程 X := {X(t)}t∈[0,1] の有限次元分布とは，

(X(t1), . . . , X(tk))の Rk 上の分布のことである

(t1 < · · · < tk, k ∈ N)

• X
L= Y：X と Y の全ての有限次元分布が一致

• Xn
f.d.−→ X とは，∀k ∈ N, ∀t1 < · · · < tk,

(Xn(t1), . . . , Xn(tk)) L→ (X(t1), . . . , X(tk))



経験過程の場合，Un(t1)
...

Un(tk)

 =
1√
n

n∑
i=1

1{ξi≤t1} − t1
...

1{ξi≤tk} − tk


E(1{ξi≤tj}) = tj と Cov(1{ξi≤tj},1{ξi≤tl}) =

tj ∧ tl − tjtl だから，多次元 CLTより，

Un
f.d.−→ U

ただし，Uはブラウン橋 (Brownian bridge)



ブラウン橋 (Brownian bridge)

ブラウン橋 U = {U(t)}t∈[0,1] は

E(U(t)) = 0, Cov(U(s), U(t)) = s ∧ t − st

を満たす，標本路が連続なガウス過程である．

ブラウン運動 Sから，

U(t) = S(t) − t S(1)

としても構成できる．



Doob(1949)：

“We shall assume, until a contradiction frustrates our

devotion to heuristic reasoning, that in calculating

asymptotic Un(t) process distributions when n → ∞
we may simply replace the Un(t) processes by the

U(t) process. It is clear that this cannot be done in all

possible situations, but let the reader who has never

used this sort of reasoning exhibit the first counter

example.”



Kolmogorov-Smirnov統計量 ‖Un‖の漸近分布が ‖U‖
の分布と一致するが，Un

f.d.−→ Uだけからは導かれな
い．

⇓

標本路の属する関数空間上の，写像 ω 7→ Un( · , ω)に

より誘導される確率測度列の収束

⇓

弱収束理論 (weak convergence theory) が必要



各 ω に対して，Un( · , ω)は [0, 1]上の実数値関数：

Un( · , ω) ∈ R[0,1]

R[0,1] は大きすぎる．Un( · , ω)は連続ではないが，

Un( · , ω) ∈ D[0, 1]

D[0, 1]：[0,1]上の右連続で左極限をもつ実関数全体

一方，U( · , ω) ∈ C[0, 1] :=[0,1]上の実連続関数全体



距離空間上の確率測度の弱収束

(S, d)：距離空間， Bd(S)：Borel集合体

P，Pn (n ∈ N)：(S, Bd(S))上の確率測度

定義：Pn が P に弱収束するとは，∫
S

f(s) Pn(ds) →
∫

S

f(s)P (ds), f ∈ Cb(S)

が成り立つことをいい，Pn
w→ P と書く．



X と Xn：S 値確率変数

i.e., ∀B ∈ Bd(S), X−1(B) ∈ F & X−1
n (B) ∈ F

定義：XnがX に法則収束（分布収束）するとは，Xn

の分布 PXn が X の分布 PX に弱収束することをい

う．このとき，Xn
L→ X と書く．

注：PX(B) = P(X ∈ B), B ∈ Bd(S)

PXn(B) = P(Xn ∈ B), B ∈ Bd(S)



Portmanteau定理

次の 5つの条件は同値である：

(i) Pn
w→ P

(ii) ∀f ∈ Cub(S)に対して，
∫

f dPn →
∫

f dP

(iii) ∀閉集合 F に対して，lim supn Pn(F ) ≤ P (F )

(iv) ∀開集合Gに対して，lim infn Pn(G) ≥ P (G)

(v) ∀P -連続集合 A（i.e., P (∂A) = 0）に対して，

Pn(A) → P (A)



連続写像定理

(S, d), (S′, d′)：距離空間

h : S → S′：Borel可測

Dh：hの不連続点全体から成る集合

Pn，P：(S, d)上の確率測度

定理

Pn
w→ P , P (Dh) = 0 ⇒ Pnh−1 w→ Ph−1



Pn と P がそれぞれ S 値確率変数Xn とX の分布で

あると考えると，上の定理は

Xn
L→ X かつ P(X ∈ Dh) = 0

=⇒ h(Xn) L→ h(X)

となることを意味する．

II この定理における関数 hが nに依存する場合へ

の拡張は応用上有用（Topsøe）



弱収束の十分条件

• (S, d)上の確率測度の集合 {Pα}が一様に緊密 (uni-

formly tight)であるとは，

∀ε > 0，∃Kε コンパクト s.t. inf
α

Pα(Kε) ≥ 1 − ε

• (S, d)上の確率測度の集合 {Pα}が相対コンパクト
(relatively compact)であるとは，{Pα}に含まれる任
意の列 (Pn)が弱収束する部分列をもつことをいう．



{Pn}が相対コンパクト
極限 P を一意に識別する条件

}
=⇒ Pn

w→ P

II C[0, 1] や D[0, 1] の場合，極限 P を一意に識別

する条件として有限次元分布の収束が有効

相対コンパクト性は直接示し難いため，チェックし

やすい（必要）十分条件が欲しい

⇓



Prohorovの定理

(i) {Pα} が一様に緊密ならば，{Pα} は相対コン
パクトである．

(ii) (S, d)が完備かつ可分のとき，{Pα}が相対コ
ンパクトならば，{Pα}は一様に緊密である．

F
{Pn}が一様に緊密
極限 P を一意に識別する条件

}
=⇒ Pn

w→ P



Skorohod-Dudley-Wichuraの表現定理

(Pn) w→ P ならば，適当な確率空間上に確率変

数 Y, Y1, Y2, . . . を構成して，Yn ∼ Pn, Y ∼ P，

Yn
a.s.−→ Y が成り立つようにできる．

• (S, d)が完備かつ可分のとき：Skorohod (1956)

• (S, d)が可分のとき：Dudley (1968)

• (S, d)は一般の距離空間で，P の台が可分なとき：

Wichura (1970)



距離空間 Cと D

sup距離：‖x − y‖ := sup
0≤t≤1

|x(t) − y(t)|

II (C, ‖ · ‖)は完備かつ可分

3つの σ 集合体

C := σ(有限次元集合), C‖·‖ := σ(‖ · ‖-開集合)

C B
‖·‖ := σ(‖ · ‖-開球)

は一致する．



II (D, ‖ · ‖)は可分でない

D := σ(有限次元集合), D‖·‖ := σ(‖ · ‖-開集合)

DB
‖·‖ := σ(‖ · ‖-開球)

について，D = DB
‖·‖ $ D‖·‖

[φt = 1[t,1] で定義される φ : [0, 1] → D は可測 (D)

A =
⋃

t∈H B‖·‖(φt, 1/2)は ‖ · ‖開集合，φ−1A = H

H を非可測集合ととれば φt は可測 (D‖·‖)でない]



ω 7→ Un( · , ω)は可測 (F/D‖·‖)でない可能性

=⇒ Un の分布 PU−1
n が定義できない．

F対処法：
1. Skorohodの J1 位相 ⇒ D は完備可分

2. 距離は ‖ · ‖のまま，(D, DB
‖·‖)を考える

（Dudley, Wichura ‘
w◦

→ ’理論）

3. 可測性の要請を捨てる

（Hoffmann-Jørgensen & Dudley理論）



文献案内

• 2を採用して，1次元経験過程を主に扱った大書：

Shorack & Wellner(’86)

• 1はセミマルチンゲールや確率積分の弱収束：

Ethier & Kurtz(’86), Jacod & Shiryaev(’87)

• 3が経験過程を扱う現代の流儀：

Dudley(’99), van der Vaart & Wellner(’96)



C における一様緊密性

連続係数：wx(δ) = sup|s−t|≤δ |x(s) − x(t)|

(C, C )上の確率測度列 (Pn)が一様に緊密 ⇔
(i) ∀η > 0, ∃a & n0 s.t.

Pn(x : |x(0)| ≥ a) ≤ η, n ≥ n0

(ii) ∀ε, η > 0, ∃δ & n0 s.t.

Pn(x : wx(δ) ≥ ε) ≤ η, n ≥ n0



D における一様緊密性

極限の台が D である場合，その条件はやや複雑

（Billingsley(’99) 参照）

経験過程の場合に便利な条件

(D, D)上の確率測度列 (Pn)に対して，C での

一様緊密性の条件 (i), (ii)が成り立っていれば，

(Pn)は一様緊密であり，収束部分列の極限 P は

P (C) = 1を満たす．



この条件を用いることによって，

Donskerの定理

(D, D , ‖ · ‖)において，

Un
L−→ U, n → ∞

統計への応用にはこのままでは不便

以下，S&W (’86), Shorack(2000)に従う



いくつかの経験過程

ξn1, . . . , ξnn：i.i.d. U(0, 1)確率変数の 3角列

Gn(t) :=
1
n

n∑
i=1

1{ξni≤t}

Un(t) :=
√

n(Gn(t) − t) =
1√
n

n∑
i=1

[
1{ξni≤t} − t

]
前に計算したように，

E(Un(t)) = 0, Cov(Un(s), Un(t)) = s ∧ t − st



経験分位関数 (empirical quantile)：

G−1
n (t) := inf{u ∈ [0, 1] : Gn(u) ≥ t}

経験分位過程 (empirical quantile process)：

Vn(t) :=
√

n(G−1
n (t) − t)

恒等式

Un(t) = −Vn(Gn) +
√

n(G−1
n ◦ Gn − I)

Vn(t) = −Un(G−1
n ) +

√
n(Gn ◦ G−1

n − I)



図を描くとわかること：

‖Gn ◦ G−1
n − I‖ =

1
n

‖G−1
n ◦ Gn − I‖ = max

1≤i≤n+1
(ξn:i − ξn:i−1)

さらに，
‖Gn − I‖ = ‖G−1

n − I‖

Glivenko-Cantelli定理より

‖Gn − I‖ a.s.→ 0, ‖G−1
n − I‖ a.s.→ 0



加重経験過程

cn1, . . . , cnn：（基準化された）定数の列

cn :=
1
n

n∑
i=1

cni = 0, σ2
c,n :=

1
n

n∑
i=1

(cni − cn)2 = 1

• UAN条件： max
1≤i≤n

|cni|√
n

→ 0, n → ∞

を通常仮定する．



加重経験過程 (weighted empirical process)

Wn(t) :=
1√
n

n∑
i=1

cni

[
1{ξni≤t} − t

]
E(Wn(t)) = 0

Cov(Wn(s), Wn(t)) = σ2
c,n(s ∧ t − st) = s ∧ t − st

Cov(Un(s), Wn(t)) = cn(s ∧ t − st) = 0

⇒ Wn
f.d.−→ W, Wは Uと独立なブラウン橋



(Rn1, . . . , Rnn)：ξn1, . . . , ξnn の順位

(Dn1, . . . , Dnn)：反順位

ξnDni = ξn:i, ξni = ξn:Rni

有限抽出過程 (empirical finite sampling process)：

Rn(t) :=
1√
n

[(n+1)t]∑
i=1

cnDni



恒等式

Wn = Rn(G̃n), Rn = Wn(G̃−1
n )

[G̃n, G̃−1
n は Gn, G−1

n の線形化バージョン]

順序統計量 ξn:1, . . . , ξn:n と順位 (Rn1, . . . , Rnn) は

独立
⇓

Rn と Vn は独立



単純線形順位統計量

Tn :=
1√
n

n∑
i=1

cniK

(
Rni

n + 1

)

=
1√
n

n∑
i=1

K

(
i

n + 1

)
cnDni

=
∫ 1

0

K dRn = −
∫ 1

0

Rn dK

[最後の =はK が有界変動かつ左連続なら OK]



特別構成 (special construction) 定理：

単一の確率空間 (Ω, F , P)上に，行独立なU(0, 1) 3角

列 ξn1, . . . , ξnn と独立な 2 つのブラウン橋 U = −V
とWが次の条件を満たすように構成できる：

‖Un − U‖ a.s.−→ 0, ‖Vn − V‖ a.s.−→ 0

‖Wn − W‖ a.s.−→ 0, ‖Rn − R‖ a.s.−→ 0

ただし，{cni}はUAN条件を満たし，cn = 0, σ2
c,n = 1



Pyke-Shorackの定理：

q：(0, 1)上の正の関数，(0, 1
2 ]で増加，[12 , 1)で減少

かつ
∫ 1

0

[q(t)]−2 dt < ∞ [例: [t(1 − t)]1/2−δ]

このとき，上の特別構成に対して，

‖(Un − U)/q‖ P−→ 0, ‖(Vn − V)/q‖ P−→ 0

‖(Wn − W)/q‖ P−→ 0, ‖(Rn − R)/q‖ P−→ 0



適合度検定

特別構成の ξn1, . . . , ξnn を用いて，Xni := F−1(ξni)

⇒ Xn1, . . . , Xnn i.i.d. F

Fn(t) :=
1
n

n∑
i=1

1{Xni≤x} ：経験分布関数

En(x) :=
√

n(Fn(x) − F (x)) = Un(F (x))とおくと

‖En(x) − U(F )‖ ≤ ‖Un − U‖ a.s.−→ 0



Kolmogorov-Smirnov統計量 （F：連続）

片側：
√

n supx(Fn(x) − F (x))+ = ‖U+
n ‖

a.s.→ ‖U+‖

両側：
√

n supx |Fn(x) − F (x)| = ‖Un‖
a.s.→ ‖U‖

II R+ 上の BM Sについて，c ≥ 0, d > 0

(i) P(∃t ≥ 0, S(t) ≥ ct + d) = exp(−2cd)

(ii) P(∃t ≥ 0, |S(t)| ≥ ct + d)

= 2
∑∞

k=1(−1)k+1 exp(−2k2cd)



(i) P(‖U+‖ > b) = exp(−2b2)

(ii) P(‖U‖ > b) = 2
∑∞

k=1(−1)k+1 exp(−2k2b2)

∵ P(‖U+‖ > b) = P(∃t ∈ (0, 1), U(t) > b)

= P(∃t ∈ (0, 1), (1 − t)S
( t

1 − t

)
> b)

= P(∃r > 0,
1

1 + r
S(r) > b)

= P(∃r > 0, S(r) > b + rb) = exp(−2b2)



Cramer-von Mises統計量 （F：連続）

n

∫
[Fn(x) − F (x)]2 dF (x)

=
∫ 1

0

U2
n(t) dt

a.s.−→
∫ 1

0

U2(t) dt

Uの Karhunen-Loéve展開：

Y (t) :=
∞∑

k=1

φk(t)
1
πk

Zk



Z1, Z2, . . .：i.i.d. N(0, 1)

φk(t) =
√

2 sin(πkt), k = 1, 2, . . .：L2 の正規直交系

Parsevalの恒等式から∫ 1

0

Y 2(t) dt :=
∞∑

k=1

1
π2k2

Z2
k

U L= Y を示せば
∫ 1

0
U2(t) dt の分布が近似計算でき

る．



Anderson-Darling統計量 （F：連続）

An := n

∫
[Fn(x) − F (x)]2

F (x)(1 − F (x))
dF (x)

=
∫ 1

0

U2
n(t)

t(1 − t)
dt

a.s.−→
∫ 1

0

U2(t)
t(1 − t)

dt

∫ 1

0

U2(t)
t(1 − t)

dt
L=

∞∑
k=1

1
k(k + 1)2

Z2
k

が知られている．



L統計量の漸近正規性

Xn1, . . . , Xnn i.i.d. F（特別構成から）

Xn:1 < · · · < Xn:n：順序統計量

Tn :=
1
n

n∑
i=1

cnih(Xn:i)

の形の統計量を L統計量という．

(linear combination of functions of order statistics)



Tn =
∫ 1

0

h(F−1
n (u))Jn(u) du =

∫
[0,1]

h(F−1
n (u)) dΨn(u)

Jn(u) :=
n∑

i=1

cni1( i−1
n , i

n ](u) + cn11{0}(u),

Ψn(u) :=
∫ u

1/2

Jn(v) dv

中心化定数：g := h ◦ F−1 とおいて，

µn :=
∫ 1

0

g(u)Jn(u) du =
∫

[0,1]

g(u) dΨn(u)



仮定：

• B(u) := Mu−b1(1 − u)−b2 , |Jn| ≤ B, |J | ≤ B

• h = h1 − h2, h1 & h2 は左連続増加関数で，

|hi(F−1)| ≤ H, H(u) := Mu−d1(1 − u)−d2

• |g|-ほとんどすべての u に対して，J は u で連続，

かつ Jn → J（局所一様）

bi + di < 1
2 , i = 1, 2を仮定する



Tn − µn =
∫

[0,1]

g ◦ G−1
n dΨn −

∫
[0,1]

g dΨ

=
∫

[0,1]

g d
[
Ψn ◦ Gn − Ψn

]
= −

∫
[0,1]

[
Ψn ◦ Gn − Ψn

]
dg

= −
∫

[0,1]

[
Ψn ◦ Gn − Ψn − (Gn − I)J

]
dg

−
∫

[0,1]

[
Gn − I

]
J dg

=: −γn − Sn



√
nγn =

∫ 1

0

Un(u)An(u) dg(u)

√
n|γn| ≤ ‖Un/q‖

∫ 1

0

|An(u)|q(u) d|g|(u)

ただし，

An(u) :=
1

Gn(u) − u

∫ Gn(u)

u

Jn(v) dv − J(u)

Glivenko-Cantelli定理より，An → 0, |g|-a.e.



仮定より，|An(u)| ≤ B(Gn(u)) ∨ B(u) + B(u)

II Gn と G−1
n に対する確率的線形限界

∀ε > 0, ∃λ & An,ε, P(An,ε) ≥ 1 − ε s.t. An,ε 上で

Gn(t) ≤ t/λ, t ∈ [0, 1], Gn(t) ≥ λt, t ∈ [ξn:1, 1]

Gn(1 − t) ≤ 1 − λ(1 − t), t ∈ [0, ξn:n),

Gn(1 − t) ≥ 1 − (1 − t)/λ, t ∈ [0, 1]

を用いると，
√

n|γn|
P→ 0が言える．



√
nSn =

∫ 1

0

UnJ dg =
∫ 1

0

Un − U
q

Jq dg +
∫ 1

0

UJ dg∣∣∣∣∫ 1

0

Un − U
q

Jq dg

∣∣∣∣ ≤ ∥∥∥∥Un − U
q

∥∥∥∥∫ 1

0

Bq dg
P−→ 0

よって，

√
n(Tn−µn) L→ −

∫
[0,1]

U(u)J(u) dg(u) ∼ N(0, σ2)

σ2 :=
∫ 1

0

∫ 1

0

(u ∧ v − uv)J(u)J(v) dg(u)dg(v)



2標本問題

X1, . . . , Xm i.i.d. F1

Y1, . . . , Yn i.i.d. F2 N := m + n

帰無仮説 H0 : F1 = F2 の検定

特別構成：

Xm1 = F−1
1 (ξ(1)

m1), . . . , Xmm = F−1
1 (ξ(1)

mm)

Yn1 = F−1
2 (ξ(2)

n1 ), . . . , Ynn = F−1
2 (ξ(2)

nn )



F1m：Xm1, . . . , Xmm の経験分布関数

F2m：Yn1, . . . , Ynn の経験分布関数

H0 の下での √
mn

N
(F1m − F2n)

分布を求めるには，共通の dfを F，λN := m
N として，√

mn

N
(F1m−F2n) =

√
1 − λNU1m(F )−

√
λNU2n(F )



2標本 Kolmogorov-Smirnov検定

F が連続とすると，H0 の下で（λN → λ > 0）√
mn

N
‖F1m − F2n‖ =

∥∥√
1 − λN U1m −

√
λN U2n

∥∥
a.s.−→

∥∥√1 − λ U1 −
√

λ U2w
∥∥

U1, U2 は独立なブラウン橋

=⇒
√

1 − λ U1 −
√

λ U2 もブラウン橋



Chernoff-Savage問題

HN := λNF1 + (1 − λN )F2

HN := λNF1m + (1 − λN )F2n

：プールした標本の経験分布関数

• 検定統計量：TN :=
1
m

N∑
i=1

cNiZNi, cNi：定数，

ZNi =

{
1 プールした標本中 i番目に大きいもの ∈ {Xmi}
0 その他



スコア関数 JN を

JN (t) := cNi,
i − 1
N

< t ≤ i

N
, i = 1, . . . , N

で定義すると

TN =
∫

JN (HN ) dF1m

中心化定数：µN :=
∫

J(HN ) dF1



仮定

1. ∃λ0 ∈ (0, 1
2 ), λ0 ≤ λN ≤ 1 − λ0

2. ∃J ,
1√
m

N−1∑
i=1

|cNi − J(i/N)| → 0 (N → ∞)

3. N−1/2cNN → 0 (N → ∞)

4. J は連続な導関数 J ′ をもち，∃δ > 0,

|J | ≤ [I(1−I)]−1/2+δ, |J ′| ≤ [I(1−I)]−3/2+δ,



√
m(TN − µN )

=

Z √
m[J(HN ) − J(HN )] dF1m +

Z

J(HN ) d
√

m(F1m − F1)

=

Z

JN (HN ) − J(HN )

HN − HN

√
m(HN − HN ) dF1m

+

Z

J(HN ) dU1m

a
=

Z

J ′(HN )[λN U1m(F1) +
p

λ(1 − λ)U2n(F2)] dF1m

+

Z

J(HN ) dU1m



√
m(TN − µN )

a
= λN

Z

J ′(HN )U1m(F1) dF1

+
p

λ(1 − λ)

Z

J ′(HN )U2n(F2)dF1

−
Z

U1m(F1)J
′(HN ) d[λNF1 + (1 − λN )F2]

=
√

1 − λN

»√
λN

Z

J ′(HN )U2n(F2)dF1

−
√

1 − λN

Z

J ′(HN )U1m(F1)dF2

–



)
√

m(TN − µN )

a
=
√

1 − λN

»√
λN

Z

J ′(HN )U2(F2)dF1

−
√

1 − λN

Z

J ′(HN )U1(F1)dF2

–

この確率変数は平均 0 の正規分布に従う．分散も

U1 と U2 の独立性から容易に計算できる．

例： cNi = i/N (Wilcoxon)

cNi = Φ−1(i/(N + 1)) (van der Waerden)



漸近的最適性 1：たたみ込み定理 (Beran(1977))

F の推定量の列 (F̂n) が正則 (regular) であり，その

極限過程が C 上の Zであるとき，

Z L= U(F ) + W

が成り立つ．ここで，ブラウン橋 U と W は独立で

ある．



漸近的最適性 2：漸近ミニマックス性

(Dvoretsky et al.(1956), Millar(1979))

w を適当なクラスの損失関数，Dn を確率化決定関

数，(F̂n)を F の任意の推定量列として，

lim
n→∞

sup
F

EF

[
w(‖

√
n(Fn − F )‖)

]
sup

b∈Dn

sup
F

EF

[∫
w(‖

√
n(F̂n − F )‖)b(dF̂n, X)

] = 1



DKW最大不等式：Dvoretsky, Kiefer and Wolfowitz

P(sup
x

|Fn(x) − F (x)| > z) ≤ Ce−2nz2
, z > 0

ここで C > 0は F に依存しない定数である（C = 2

が最良）．

この不等式の多次元への拡張は Kiefer によってな

された (Kiefer(1961) 参照)．この不等式は非常に強

力であり，これを用いて例えば Glivenko-Cantelli の

定理を強めた結果を証明できる．



重複対数の法則 (laws of the iterated logarithm)

• Smirnov：

lim sup
n→∞

‖Un‖√
2 log log n

=
1
2

• Chung：λn ↗に対して

P(‖Un‖ ≤ λn, i.o.) =


0

∞∑
n=1

(λ2
n/n) exp(−2λ2

n) < ∞

1
∞∑

n=1

(λ2
n/n) exp(−2λ2

n) = ∞



Strassen型の関数重複対数の法則

D に標本路をもつ確率過程

Un√
2 log log n

はD上 ‖ · ‖に関して P-a.s.相対コンパクトであり，
その集積点全体は

H =



h : 絶対連続，h(0) = h(1) = 0，
Z 1

0

[h′(t)]2 dt ≤ 1

ff

（Finkelstein，James）



Hungarian構成 (強不変原理)の一例：

U(0, 1)確率変数列 (ξn)とブラウン橋の列 (Bn)をあ

る (共通の)確率空間上に

lim sup
n→∞

√
n

(log n)2
‖Un − Bn‖ < ∞, a.s.

を満たすように構成できる．ここで Un は ξ1, . . . , ξn

に基づく経験過程である．

(Csörgő and Révész, Komlós, Major and Tusnády)



Bahadur-Kiefer表現

F (x) が x = F−1(u) において 2 回連続微分可能で

f(F−1(u)) > 0 (f = F ′)を満たすとき，

F−1
n (u) = F−1(u) +

u − Fn(F−1(u))
f(F−1(u))

+ Rn(u),

ただし Rn(u) = O(n−3/4(log n)3/4)，a.s. (n → ∞)

が成り立つ．



Kieferのより精緻な結果：

lim sup
n→∞

± n3/4Rn(u)
(log log n)3/4

=
25/4[u(1 − u)]1/4

33/4
, a.s.

R∗
n , sup0<u<1 f(F−1(u))|Rn(u)|に対して，

lim sup
n→∞

n3/4R∗
n

(log n)1/2(log log n)1/4
= 2−1/4, a.s.



最後に（much more to learn)

• U 統計量と U 過程（de la Peña & Giné)

• パターン認識・分類

• ブートストラップ法

• 関数デルタ法

• 生存解析

• • •


