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要 旨

MBS（Mortgage-Backed Securities）の理論価格やリスク指標の推定値はその評価モデルに大
きく依存するため，もしそのモデルが不安定でパラメータ推定値に誤差を含む場合は，理論価
格やリスク指標にも誤差を含むことになる．MBSポートフォリオのリスク管理を考える場合
にこの誤差の影響が無視できないならば，評価モデルが不安定であることを前提としてリスク
管理を行う方が合理的である．このためにはまず，パラメータの変化に対してどの程度リスク
指標が変化するか，すなわちリスク指標のパラメータセンシティビティを計量的に把握するこ
とが必要となる．
本研究はこのパラメータセンシティビティの計量化を試みた．このための方法として，まず

貸付債権担保住宅金融公庫債券（RMBS）を対象に，CPR（期前償還率）モデルを実際のデータ
を用いて推定した．
次に，RMBSの理論価格及びデュレーション等のリスク指標をモンテカルロ・シミュレー

ションにより求めた．最後に，シミュレートしたデータに基づいて，理論価格及びリスク指標
のパラメータセンシティビティを計算した．リスク指標やパラメータによりそのセンシティビ
ティが異なることや，市場金利が変化することによりパラメータセンシティビティが変化する
ことが確認された．これらの結果は，評価モデルの不安定性を前提とするリスク管理手法への
展開に応用が可能であり，より厳密なリスク管理手法の開発に資するものであると考えられる．

キーワード：MBS，CPRモデル，デュレーション，コンベクシティ，WAL，パラメー
タセンシティビティ．

1. はじめに

MBS（Mortgage-Backed Securities）は広義の資産証券化商品の一種で，多数の住宅ローン債
権のプールを担保に発行する債券であり，住宅ローン債権から発生する元本と利息の一部を投
資家側に支払う仕組みになっている．
わが国では 2001年 3月に住宅金融公庫から貸付債権担保住宅金融公庫債券1)（以下，RMBS:

Residential Mortgage-Backed Securities）が発行され，それ以降定期的に債券が発行されている．
その発行残高は 2005年 4月末時点で 2兆 3183億円に達し， NRI-BPIなど主要な債券インデッ
クスに導入されたこともあり，債券インデックス運用を行う機関投資家は RMBSを資産クラ
スとしてポートフォリオに組み入れつつある．
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住宅資金を住宅金融公庫（以下，公庫と略す）から借り入れた債務者は，毎月契約で定められ
た金額（元本及び利息）を支払う義務があるが，債務者側の都合によって，それ以上の金額を償
還することができる．これを期前償還（prepayment）と呼ぶ．全額を返済することも可能である
し，一部を返済することも可能である．公庫の発行する RMBSはこの期前償還金がパススルー
され，そのまま投資家側に支払われる．債務者側からすると，債務者に都合の良い時に期前償
還する選択権を持つことから，アメリカン・オプションを内包していると言うことができる．
このため，投資家側からすると，いつどの程度の償還が発生するかが予見できず，予想外の再
投資を行わなければならない．これをプリペイメントリスクと呼ぶ．
プリペイメントリスクがある証券は，債券投資において重要なデュレーション，コンベクシ

ティなどのリスク指標が普通債とは大きく異なる．アメリカン・オプションの価格評価やリス
ク評価の手法はすでに確立しているが，MBSの場合，データからは債務者が必ずしも合理的
に行動するようには見えないため，これらの手法を直接用いることができない．プリペイメン
トリスクを計量化するためには，期前償還率（Conditional Prepayment Rate: CPR）の予測が必
要となる．ローンを多数プールしたMBSでは，債務者全体に影響を与える要因，例えば借換
え金利の変動や季節要因などにより，CPRの変動をある程度説明することが可能であると考
えられる．
このため，実務で用いられているシステムでは，過去の CPRデータからその将来の変動を予

測するモデルを推定する方法が用いられていることが多い．この場合，予測的中率が重視され
る傾向がある．しかし，リスク管理の観点から考えると，CPRモデルの予測的中率を追求する
よりも，モデルに依存する価格やリスク指標の推定誤差を知っておくことがより重要であると
思われる．このため本研究は，MBSの理論価格及びリスク指標の CPRモデルのパラメータセ
ンシティビティを求めることを目的とする．そのための方法として，実際のデータからCPRモ
デルを推定し，シミュレーションにより理論価格及びリスク指標を計算し，それらのパラメー
タセンシティビティを計算する．
以下，本稿の構成は次の通りである．2章では先行研究について概要を説明する．3章では

CPRモデル推定に用いたデータ，推定方法，推定結果について説明する．4章では，MBSの
理論価格を求める方法を示す．5章ではパラメータセンシティビティの計算結果を示す．

2. 先行研究

米国では 1970年代からMBSが継続的に発行されており，ファイナンス理論の急速な進展に
伴い， MBSに関する理論研究及び実証分析の膨大な成果がある．このため，本章では本研究
を行うにあたって参考にした代表的な研究について記す．Richard and Roll（1989）は実務的な
観点から，借換え金利インセンティブ，MBS の経年効果，季節変動効果，及びバーンアウト
効果 2) を考慮し，これらの効果を積算し CPRを予測する方法を提案した．統計的手法による
MBSの価格付けの代表的な研究としては Schwartz and Torous（1989）が挙げられる．Schwartz

and Torous（1989）は，CPRモデルに比例ハザードモデルを用い，金利モデルには Brennan and

Schwartz（1979）による長短金利プロセスを用いている．過去データを利用し最尤法によりパラ
メータを推定している．そしてMBSの満たすべき確率微分方程式を示し，モンテカルロ・シ
ミュレーション法により MBSの理論価格を導いた．これに対して，Stanton（1995）は構造的
アプローチと呼ばれる手法を提案している．この方法では，ローンの集合体を「様々なコスト
により行使価格が分布した金利オプションの集合体」と捉え，債務者の行動はあくまでも合理
的であると仮定している．
わが国における研究例としては， Schwartz and Torous（1989）の手法を拡張し，返済タイプ
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別に CPRモデルを構築し実証分析を行った Sugimura（2002）の研究や，Nakamura（2001）の構
造的アプローチを元にしたデフォルト・リスクも考慮した価格評価手法の研究などがある．ま
た Kariya and Kobayashi（2000）による，バーンアウト効果 を考慮した価格評価の手法なども
提案されている．山嵜（2005）はMBSの価格付け手法を整理し，金利モデルと CPRモデルの
設定方法によりMBS理論価格の解析解が求まる例と求まらない例を具体例を挙げて説明して
いる．

3. CPRモデル

本研究ではCPRモデルのパラメータの推定誤差が価格及びリスク指標にあたえる大きさを計
測するために，Richard and Roll（1989）を参考に CPRモデルの要素とその合成法を提案する．

3.1 データ
CPRモデルを作成するために使用する期前償還率と属性データには，公庫が一般に公表し

ている発行済みの RMBSの簡略化されたデータと，一部に開示されている RMBS発行以前か
らの詳細なデータがある．
前者は債務者や返済タイプなどの属性別の分類がされておらず，発行されたMBSの月次デー

タなので観測数が少ない．後者は公庫が RMBSを発行する以前から足元までの長期間にわた
る，様々な属性別に細分化された膨大なデータである．後者は現在のところ公庫RMBSの組成
にかかわるか，あるいは Bloomberg端末を導入し公庫の許可を得ない限り入手不可能である．
本研究では前者のデータを用いることとした．この理由は，本研究の目的がパラメータセン

シティビティの推定であるため，必ずしも詳細なデータを用いる必要がないためである．2005

表 1. データ概要．
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図 1. 実績 CPR．

年 4月末時点では，すでに 30回号までの RMBSが発行されている．これらの中から観測数が
12個以上ある 17回債までを分析対象とした．これらのデータ概要を表 1に示す．データ期間
は 2001 年 4月から 2005年 4月までである．1回号は観測期間中すべてデータが存在するが，
それ以降発行された 2回債以降は順を追うごとに発行時期が遅いため，徐々に欠損値が増えて
いる．図 1は各回号の CPRの推移を時系列でプロットしたグラフである．

3.2 CPRの変動要素
以下の 4つを取り上げる．

3.2.1 経年効果（Seasoning Effect）
時間経過により CPRは変動する．ファイナンス理論によるMBS評価手法が確立するまで，

米国では経験則として PSA3)経験値と呼ばれる経年関数が用いられてきた．本研究ではこの関
数型をそのまま用いて経年効果とし，以下のように表現する 4)．

Tt ≡α+ min(t,τ )η(3.1)

Tt は時間 tの関数であるが，αは切片，ηは tに対する傾きを表す．なお，Tt は t< τ までは t
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の経過に従って増加するが，t≥ τ では α+ ητ で一定となる．

3.2.2 金利インセンティブ効果
借換え金利の変動により，債務者にとって借換えが有利になったり不利になったりする．米

国における先行研究の結果から，金利インセンティブと CPRの関係は非線形であり，インセ
ンティブの増大に伴って加速的に CPRが上昇することが知られている．また，本研究では債
務者の金利の変化トレンドに対するマインドが期前償還に影響を与える可能性があると仮定し，
検証を行う．このため各々の要素を以下のように定式化する．

i） 借換えインセンティブ効果（Refinancing Incentive Effect）
借換えインセンティブを以下により定義する．金利インセンティブの変化と実際の借換えま

ではタイムラグがあると仮定する．このため，このラグを �とし，t時点における借換え金利
を ψt， t時点における j 回号のWAC5) をWjt とし，借換えインセンティブを

ijt ≡ψt−� −Wjt(3.2)

と定義する．借換え金利 ψt−� としては 10年国債のパーイールドを代理変数として用いる．な
おこのように定義した場合，ijt の値が小さいほど借換え金利が低いため債務者に対する借換
えインセンティブが働く．

ii） 金利変化トレンド効果
t期の金利の変化傾向を以下のように定式化する．これは過去の借換え金利に対して，時間

を説明変数として線形回帰を行った場合の回帰係数に相当する．事前の検討により，5ヶ月間
の変化トレンドを用いる．この変数 ξt を以下のように定義する．

ξt ≡
2�

n=−2

n · rt−n−2

2!
(3.3)

iii） 金利変動が CPRに与える影響
インセンティブの増大に伴う CPRの加速的な上昇を表現するために，上記 2つの効果を以

下のように指数関数により合成し，金利インセンティブ効果と定義する．β1 及び β2 は各々借
換え金利効果，及び金利変化トレンド効果に対する CPRの感応度を表す．

Ijt ≡ exp(β1ijt + β2ξt)(3.4)

3.2.3 季節変動効果（Seasonal Effect）
公庫から発表されている CPRの実績データを観察すると， 1年周期の季節変動が含まれて

いるように見える．これを明確に調べるため， 1回号から 16回号のデータ 6) に対して統計数
理研究所の季節調整モデル DECOMPを用いて季節変動を抽出した結果を図 2に示す．図 2よ
り明らかなように，12月から翌年 2月 7)にかけて CPRが大きく減少する現象がみられ ，12ヶ
月周期の季節変動は明らかである．またこの季節成分データの事前検討の結果，7, 8, 9月に若
干 CPRが高まっていることがわかった．
季節変動を抽出する方法としては，毎月の季節成分要素を s= {s1, s2, . . . , s12}により表現す

る方法が考えられる．しかしながら，事前の検討の結果，この方法はパラメータ数が過多であ
るためモデルが不安定となることが分かった．このため，本研究では季節成分として以下に示
すように季節成分数 γ が 2要素の方法と 3要素の方法を試行し，より良い結果の得られる方法
を選択することとする．
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図 2. DECOMPにより抽出した CPR の季節変動成分．

■ 2要素（γ=2）

S2
k ≡

��
�q

2
1 if m=12,1,2

q22 else
(3.5)

ただし (q21)3(q22)9 = 1, mは当該月を表す．
■ 3要素（γ=3）

S3
k ≡

����
���
q31 if m=7,8,9

q32 if m=12,1,2

q33 else

(3.6)

ただし，(q31)
3(q32)3(q33)6 = 1, mは当該月を表す．

3.2.4 メディア効果
メディア効果は，期前償還に影響を与える情報が，新聞，TVあるいはインターネットなど

により広く一般の債務者に伝わることにより，債務者の期前償還行動に変化が起こることを指
す．再び図 1 のデータを観察してみると，2003年 10月から 2003年 12月まで期前償還率が非
常に高い水準となっている．この時期に各種メディアは住宅ローン減税廃止の可能性を盛んに
報道した．住宅ローン減税は，その施行時に 2003年度までの時限的措置であるとの文言が盛り
込まれていたためである 8)．結果的に延長が決まったが，この間に債務者が駆け込み的にロー
ン残高を減らそうとしたことにより期前償還率が高まったと考えられる．この期間のメディア
効果に対する仮説として以下のメディア効果変数を用いる．φはメディア効果の感応度である．

Qt ≡
��
�1 + φ if Oct.2003≤ t≤Dec.2003

1 else
(3.7)
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3.2.5 各要素の独立性
各要素を合成する前に，各要素の独立性について検討を行う．経年効果は α= 0，η= 1とし，

Tt = {1,2, . . . ,49}とする．借換えインセンティブは各銘柄のWAC（Wjt）の変動により銘柄間の
変動傾向が若干異なるが，その差はわずかであるため，第 1回号の借換えインセンティブ i1t

を用いて検証する．また，季節変動要因はまだ推定されていないので，q21，q31，q32 はその当該
月に 1とし，それ以外の月では 0として検討を行う．また，同様にメディア効果変数は（3.7）式
において φ= 1とする．
相関係数の計算結果を表 2に示す．金利変化トレンド効果 ξtは他の要素とやや相関係数の絶

対値が大きく，経年効果 Ttとの相関係数が 0.356，借換えインセンティブ効果 i1t とは −0.248,

メディア効果とは 0.555となっている．また，借換えインセンティブ効果 i1t とメディア効果と
の相関係数は −0.224である．それ以外の要素間の相関係数の絶対値は小さい．
また，多重共線性の検証のため，分散拡大要因（VIF）を求めた結果が表 3である．VIFはす

べての要素で 2以下となっている．金利変化トレンド係数 ξtでは VIFが γ=2,3どちらの場合
でも約 1.7と他の要素よりやや高いが，多重共線性が問題になるほどの大きさではないと考え
られる．その他の要素ではすべて VIFが 1.2以下となっている．このため各要素をそのまま用
いて CPRモデルを推定する．

3.2.6 各要素の合成
Richard and Roll（1989）の方法を参考に，各要素を乗じることにより行う．なお，残差項は

合成されたものに加算する方法とする．Gt を CPRの実績値とすると，

Gt =Tt ·Qt · It · Sγ
k + εt(3.8)

表 2. 各要素の相関係数行列．

表 3. 分散拡大要因（VIF）．
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ここで，γ = 2,3 である．また k は t の月に対応するラベルであり，γ = 2 の場合 k = 1,2，
γ= 3の場合 k= 1,2,3である．また，εt ∼N

�
0,σ2

�
である．

3.3 パラメータの推定方法
表 1に示したように，データには欠損値が存在し，観測時点の前半ほど欠損値が多い．事前

の検討の結果，この欠損値の偏りにより各要素を充分に抽出できないことがわかった．このた
め，モデル推定においては観測時点ごとの観測値の個数により重み付けを行い，以下のように
対数尤度関数をおいた．

LL(θ) =

N�
j=1

T�
t=τj

�
1

Mt

�
−1

2

	
log(2πσ2)



+
�
− 1

2σ2

�
Gjt − Tjt ·Qjt · Ijt · Sγ

k

��2

�

(3.9)

ここで，T は観測期間， Mt は t時点の観測値の個数，N は総回号数，Gjt は j 回号の t時点
の CPRの実績値，τj は j 回号の観測開始時点である．また，前述のとおり kは tの月に対応
するラベルである．

3.3.1 モデル推定のケース
モデル推定に当たっては，タイムラグについて �=0,1,2,3,4,5,6全てに対して最尤推定法を

用い，AIC最小となるモデルを選択した．

3.3.2 推定結果
ラグはすべてのケースでほぼラグ �= 2が最適であった．表 5にこの場合のパラメータ推定

結果を示す．
この結果，Model 7が AIC最小となり，最適なモデルである． Model 7では t値の絶対値は

全てのパラメータにおいて 2よりも大きく，パラメータ推定値は安定しているものと思われる．
また β2が選択されなかったことから金利トレンド効果 ξtは CPRの変動にほとんど影響を与え
ていないと考えられる．季節性は 2要素が最適であった．なお，このモデルにおける CPR関数
のイメージは図 3のようになる．なお，図 3上段では，グラフの見やすさのため季節成分は除
外している．また，グラフの線は上から借換えインセンティブ ijt が −6％から 9％まで 1％刻
みで表示している．下段では借換えインセンティブ ijt =−3％として季節成分を反映している．

3.3.3 1ファクター短期金利モデル
金利の変動を表現する金利モデルとしては多様な形式が提案されている．この中で，特にそ

の時系列変動の特徴に注目した研究として，Chan et al.（1992）がある．この研究では短期金利
について以下のような 9種類の時系列モデルによる検討が行われている．
モンテカルロ・シミュレーションによる金利派生証券の価格付けなどの実務的な応用を考慮

した場合，t→∞で Var[x]→∞となるモデルは扱いにくく，平均回帰の特性を持つモデルが
扱いやすい．
さらに，近年の超低金利局面における実務応用を考慮した場合，Vasicekのような正規分布

モデルは負の金利が発生する可能性があるためミス・プライシングとなる可能性がある．この
ため負の金利が発生しない CIR SR9)モデル，並びに Brennan and Schwartzモデル，及び上記
Unrestrictedモデルのように，拡散項に金利水準のべき乗が乗じられているモデルを選択すべ
きであるが，本研究では学術的研究及び実務で多く利用される CIR SR（以下，単に CIRと記
す）モデルを選択する．なお，CIRモデルのパラメータは，本研究シミュレーション期間のほ
ぼ直前までのデータによって推定された乾・室町（2000）を参考とした．この場合のパラメータ
は α= 0.000773，β=−0.02658，σ2 = 0.000508である．これを Cox et al.（1985）に基づき，短
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表 4. 推定するモデル．

表 5. パラメータ推定結果．上段：推定値，下段：t 値．

期金利 rの回帰水準 θと回帰スピード κにより

dr=κ(θ − r)dt+ σ
√
rdz(3.10)

と書き換えると，回帰水準 θ=2.746％，回帰スピード κ=0.02658となる．
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図 3. CPR モデルのイメージ．

表 6. 連続時間短期金利モデルのタイプ．

4. RMBSの価格及びリスク評価

4.1 金利モデル

4.1.1 金利パスの発生方法
Cox et al.（1985）によれば，短期金利 rが式（3.10）によって表現される場合，t時点における

満期 T のスポットレート R(r, t,T )は，

R(r, t,T )= [rB(t,T ) − log(A(t,T ))]/(T − t),(4.1)
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ただし，

A(t,T )≡
�

2γe(κ+γ)(T−t)/2

(γ + κ)
�
eγ(T−t) − 1

�
+ 2γ

�2κθ/σ2

,

B(t,T )≡ 2(eγ(T−t) − 1)

(γ + κ)
�
eγ(T−t) − 1

�
+ 2γ

,

γ≡√
κ2 + 2σ2,

である．これにより，任意時点 tにおける任意の残存期間のスポットレートが得られる．

4.2 RMBSのキャッシュフローと理論価格の計算方法

4.2.1 期前償還が発生しないと仮定した場合
MBSの担保に組み入れられる住宅ローンには，支払い回数や利率などの属性に違いがあり，

利息はその一部が投資家に支払われる．公庫 RMBSについては，公庫から毎月「予定ファク
ター」という情報が公表されている．これは発行時から償還までの毎月の元本推移を予測した
値である．なお，公表データが月次であるため，本研究では時間単位 tを月次（1/12年）として
以下の計算を行う．
予定ファクターは毎月の元本償還と次の関係がある．
t期の予想ファクターを At とすると，予定元本償還額 Pt は，

Pt =At−1 − At(4.2)

により与えられる．また，RMBSの利率を c とすると，t期における利息は以下により与えら
れる．

it =At−1 · c
12

(4.3)

このため，予定された毎月のキャッシュフローは，

CFt =Pt + it(4.4)

である．

4.2.2 期前償還が発生する場合のMBSのキャッシュフロー
期前償還の分析を「ローンが期前償還されるまでの時間の観察」と捉えると，生存時間解析

の手法を適用することができる．連続時間においてローンの生存時間，すなわち「ローンが時
刻 tまで解約されない」確率を S(t) とすると，

S(t) =Pr(T > t)(4.5)

である．さて，生存時間解析におけるハザード関数 h(t)は生存関数と以下の関係がある．

h(t) = lim
∆t→0

S(t) − S(t+ ∆t)

∆t · S(t)
(4.6)

=
d (log(S(t)))

dt
(4.7)

ハザード関数は，t≤ T となる条件の下で次の瞬間にイベントが起きる確率を意味する．離散
時間では，ハザード関数は

ht =
St−1 − St

St−1
(4.8)
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により与えられる．
期前償還によりプールされたローンの残高が減少していく現象は，生存時間解析において

「個体にイベントが発生すること」10) と捉えることができる．以下，期前償還が発生する場合
は変数に （̃ティルダ）を付けて区別する．
元本 Ãt は生存関数を用いて，

Ãt =At · St(4.9)

により計算できる．（4.2）式及び（4.9）式より直ちに

P̃t =Pt · St−1(4.10)

である．さて，MBSにおける SMM（Single Monthly Mortality）とは，単月の期前償還率を表
す言葉であるが，SMMは（4.8）式におけるハザード関数 ht に他ならない．
t期における予定元本残高，すなわち t期において期前償還される前の元本は，一期前の元

本 Ãt−1 から今期予定されている予定元本償還額 P̃t を減じた (Ãt−1 − P̃t)であるため，t期の
期前償還額 πt は，単月の期前償還率 SMMt から以下のように求めることができる．

πt =(Ãt−1 − P̃t) · SMMt(4.11)

ここで，SMMt と CPR(rt, t)の関係

SMMt = 1 − (1 −CPR(rt, t))
− 1

12(4.12)

を用いて，期前償還額 πt は

πt = (Ãt−1 − P̃t) ·
	
1 − (1 − CPR(rt, t))

− 1
12



(4.13)

により与えられる．
t期の利息額は期前償還がない場合と同様に以下により与えられる．

ĩt = Ãt−1 · c
12

(4.14)

このため，t期のキャッシュフローは期前償還額が加算され，以下により与えられる．

C̃F t = P̃t + ĩt + πt(4.15)

残存期間 tのディスカウント・ファクター dft は t時点の短期金利を rt とすると，

dft =
t�

s=0

(1 + rs)
− 1

12(4.16)

期前償還がない場合の RMBSの理論価格は，dft を用いて，

V =
T�

t=1

(Pt + it) · dft(4.17)

である．同様に期前償還がある場合の RMBSの理論価格は以下により与えられる．

Ṽ =
T�

t=1

(P̃t + ĩt + πt) · dft(4.18)
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5. CPRモデルのパラメータセンシティビティ

5.1 RMBSのリスク指標
デュレーションとは，金利の変化に対する RMBS価格の変動率であり，債券から発生する

キャッシュフローを時間軸で見た場合の平均残存年数の代理変数でもある．なお金利 価格曲
線は普通債では必ず右肩下がりとなるため，価格を金利で偏微分するとその値は負となる．伝
統的にデュレーションの値を正にするため符号が逆転される．コンベクシティは金利 価格曲
線の曲率を表すとともに，金利の変化に対するデュレーションの変動率を表す代理変数でもあ
る．これらは RMBSの理論価格 V から以下のように求められる（Tuckman, 2002）．

D=− 1

V

∂V

∂r
(5.1)

C =
1

V

∂2V

∂r2
(5.2)

実効デュレーションは，以下のような方法で計算することができる．∆rをスポットレート
の微小変化とし，スポットレートを +∆rシフトした場合の理論価格を V + ，スポットレート
を −∆r シフトした場合の理論価格を V −，スポットレートを変化させない場合の理論価格を
V 0 とすると，

Deff =− 1

V 0

V + − V −

2∆r
(5.3)

により実効デュレーションが得られる．
実効デュレーションと同様に，実効コンベクシティはスポットレートの微小変化から以下の

ように計算される．

Ceff =
1

V 0

V + − 2V 0 + V −

∆r2
(5.4)

WALはローンプール内部の個別のローンの残存年数を，その残高で加重して平均したもの
である．MBSは将来のキャッシュフローの発生額が確定していないため，普通債とは平均残存
年数の変動が異なる．WALは

WAL =
1

A0

T�
t=1

CFt · t(5.5)

により与えられる．

5.2 パラメータセンシティビティの計算方法
パラメータセンシティビティを以下のように定義する．パラメータセンシティビティは「パ

ラメータの微小変化幅」に対するリスク指標の変化率ではなく，「パラメータの微小変化率」に
対するリスク指標の変化率とする．これは，パラメータごとのセンシティビティの値の比較を
容易にするため，センシティビティを正規化したものである．スポットレートを s平行移動し，
各スポットレート水準におけるパラメータセンシティビティを計算する．

Price :RV
s =

�
α

V

∂V

∂α

����
δ=s

,
η

V

∂V

∂η

����
δ=s

,
β1

V

∂V

∂β1

����
δ=s

�
(5.6)

Duration :RD
s =

�
α

D

∂D

∂α

����
δ=s

,
η

D

∂D

∂η

����
δ=s

,
β1

D

∂D

∂β1

����
δ=s

�
(5.7)
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コンベクシティは 0になることもあるため，C での除算は行わない．

Convexity :RC
s =

�
α · ∂C

∂α

����
δ=s

, η · ∂C
∂η

����
δ=s

, β1 · ∂C
∂β1

����
δ=s

�
(5.8)

WAL :RW
s =

�
α

W

∂W

∂α

����
δ=s

,
η

W

∂W

∂η

����
δ=s

,
β1

W

∂W

∂β1

����
δ=s

�
(5.9)

5.3 MBSリスク指標及びパラメータセンシティビティの計算方法

5.3.1 シミュレーションの前提
分析対象とするMBSは公庫RMBS第一回債とする．年限は 35年（420ヶ月），利率は 1.75％で

ある．予定元本額推移 Atは，公庫 RMBS第一回債の発行時点に公庫から発表されている予定
ファクター 11) の値を用いる．また，シミュレーションの開始時点は公庫 RMBS第一回債発行
直後の 2001年 4月とし，金利パスの初期値は 2001年 3月末時点の残存期間 1ヶ月のスポット
レートを用いる．また，シミュレーションの回数は 10,000回とする．

5.3.2 シミュレーションの方法
モンテカルロ・シミュレーション法では，短期金利の経路を多数発生させ，各パス上における

MBSの理論価格およびリスク指標を求める必要がある．このため，まず（3.10）式を dt= 1/12

（年）として離散化し，dzに標準正規乱数を逐次代入してランダムな短期金利経路 rtを求める．
また，（4.1）式から 10年パーイールド ψtを計算する．スポットレートをシフトする方法として，
まず（4.1）式から基準となる 1ヶ月満期のスポットレートのランダムパスを発生し，それをシフ
トさせる方法を取った．従って，（3.10）式において rが負となることはない．
なお，本研究では季節要因のパラメータセンシティビティは考慮しない．420ヶ月の長期間

で考えると，季節成分は 1年の期間内におけるキャッシュフローを前後させるだけであり，季
節要因の除外は結果に大きな差異を与えないと考えられるためである．同様にメディア効果も
考慮しないこととする．メディア効果の大きさとその継続期間は，その原因となる政策・税制
等の変更の内容によって異なると考えられるため，3章で推定したメディア効果がどのような
メディア効果にも常にあてはまるとは限らない．このため，シミュレーションではメディア効
果は発生させず，またメディア効果に対するパラメータ φのセンシティビティも計算しない．
金利水準によるパラメータセンシティビティの違いを調べるため，シミュレーション第 n回

目の短期金利パス rn = {rn
1 , r

n
2 , . . . , r

n
420}を δシフトさせた r̂n = {rn

1 + δ,rn
2 + δ, . . . , rn

420 + δ}を
短期金利経路として用いる．r̂nから 10年パーイールド ψnを計算し，CPRモデルにおける借
換え金利とする．4章で説明した方法により RMBSからのキャッシュフローを計算するととも
に，r̂n によりディスカウントファクター D̂F

n
= {d̂fn

1 , d̂f
n

2 , . . . , d̂f
n

420}を求める．これらにより
キャッシュフローの割引現在価値の合計を求め，各パス毎の RMBSの理論価格とする．この手
続きを多数試行し，平均値をとることにより，RMBSの理論価格，及びリスク指標を求める．
なお，（5.3）式及び（5.4）式の数値微分によりリスク指標を計算するが，この際に発生させる乱数
系列には同じ初期値を与えている．これにより数値微分の値にモンテカルロ法に由来する誤差
は含まない ．

5.4 MBSの理論価格及びリスク指標及び計算結果
図 4はスポットレートの水準を −0.6％から +3.0％までシフトさせた場合の RMBSの理論価

格，デュレーション，コンベクシティ，及びWALである 12)．
理論価格はシフト幅 sの上昇に対して単調に低下している．理論価格は期前償還があるケー

スの方が常に高い．s=−0.6％の場合は期前償還がないケースと期前償還があるケースの価格
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図 4. 理論価格とリスク指標．

差は小さいが，sの上昇に従い価格差は大きくなっている．デュレーションの値は期前償還の
有無によって水準そのもの，及び sによる変化傾向が異なっている．期前償還があるケースは
ないケースより常にデュレーションが短く，s= 0では約 7.9に対し約 13.9となっている．こ
のようなデュレーションの水準の違いが価格の変化傾向に影響を与えている．期前償還がある
ケースはない場合に比べてデュレーションが短いため，MBSの金利感応度が低く，価格変化の
度合いも小さい．期前償還がないケースでは sの上昇に対してデュレーションは単調に短期化
しているが，逆に期前償還があるケースでは sの上昇に対して長期化する傾向がある．これは，
sの上昇は借換え金利を高めることから，CPRを低下させ，資金償還が遅くなるためである．
コンベクシティの値は期前償還の有無によって水準そのもの及び sによる変化傾向が大きく
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異なっている．前述のようにコンベクシティは金利 価格曲線の曲率を表している．図 5の理
論価格のグラフから，期前償還がないケースでは金利 価格曲線の曲率ははっきりしているが，
期前償還があるケースでは曲率は明確ではない．この直感的な曲率の違いはコンベクシティの
違いとなって現れている．
なお，シフト幅を負値にとるとコンベクシティが負値となることがあるが（ネガティブ・コ

ンベクシティ），図 4の結果ではネガティブ・コンベクシティは観測されていない．sを −0.6％
よりも小さくすれば，ネガティブ・コンベクシティが現れると思われる．コンベクシティが負
になるということは，デュレーションが 0に近づき，場合によっては負になる可能性を示唆し
ている．このような現象は実際に米国で発生しており，その原因は借換え金利の大幅な低下に
よって CPRが極端に大きくなり，わずか数年以内に全ての元本が償還されるためである．こ
の現象が特に市場金利低下時に現れることを考慮すると，RMBSは普通債よりも金利低下時の
債券価格の上昇度が鈍くなることや，大量に償還された資金の再運用に迫られることなどに注
意が必要である．

WALは期前償還の有無によって異なっている．期前償還がないケースではWALは一定で
ある．また，期前償還があるケースでは常に無いケースよりも短く，sの上昇に伴って長期化
する傾向がある．これは sの上昇に伴い借換え金利が上昇するため，CPRが低くなることに
より資金償還が遅くなるためである．

5.5 パラメータセンシティビティの計算結果
パラメータセンシティビティの考察においては，CPR関数のパラメータセンシティビティを

把握しておくことにより示唆が得られると考えられる．なぜなら，CPRの変化は理論価格とリ
スク指標に大きな影響を与えるからである．RMBSの理論価格及びリスク指標の計算では，そ
れらは金利パスの経路に依存する．このため，CPRモデルの出力値の変化が RMBSの理論価
格等の変化をすべて説明するわけではないが，CPRの変動は結果の考察に対して示唆を与え
ると考えられる．このため，CPR関数のパラメータセンシティビティを偏微分により求める．

3章で推定された CPRモデルから季節変動成分及びメディア効果を除外すると，借換えイ
ンセンティブ i，時点 tの CPRg(i, t)は，

g(i, t)= (α+ ηmin(t,τ ))exp(β1i)(5.10)

となる．
（5.6）式 ∼（5.9）式を参考に，（5.10）式から CPRの α，η，β1 各々に対するパラメータセンシ
ティビティを求めると，

α
∂g

∂α
=αexp(β1i)

=1.543exp(−0.119i)(5.11)

η
∂g

∂η
= ηTt exp(β1i)

= 0.115Tt exp(−0.119i)(5.12)

β1
∂g

∂β1
= β1i(α+ ηTt)exp(β1i)

=−0.119i(1.543 + 0.115Tt)exp(−0.119i)(5.13)

となる．ただし，Tt = min(t,τ )である．
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さて，図 5のパラメータセンシティビティ（以下，単にセンシティビティと記す）の計算結果
を考察する．

i） デュレーションのセンシティビティ
デュレーションは投資判断やリスク・ヘッジの際に重要なリスク指標である．図 5からわか

るように，デュレーションのセンシティビティはパラメータによってその変動性が異なってい
る．ηのセンシティビティの絶対値は大きく，s=−0.6％ においては −35.1％にも達するが，s
の上昇に比例して大きく（絶対値は小さく）なる傾向にある．α のセンシティビティはシフト幅
に対してあまり変化せずどの sにおいても負である．β1 のセンシティビティは sに対して単調
増加しており，s= 3.0では 21.8％に達する．
デュレーションに対するセンシティビティの変動は，資金の償還の速度と関係が深いため，

CPRのセンシティビティから考察することができる．（5.11）式，（5.12）式より，CPRの α,ηに
対するセンシティビティは正である．CPRの上昇は資金の償還を早めるため，デュレーション
の短期化をもたらす．従って，デュレーションのセンシティビティは α，ηともに常に負となる
と考えられる．また，グラフからは ηのセンシティビティは αの 3倍程度となっている．αと
η に対するセンシティビティの違いは 1.543の項と 0.115Tt の項の違いである．Tt は t時点の
キャッシュフローの割引現在価値 (CFtdft/A0)で重み付けられたmin(t,τ )の平均値である．tの
平均値はWALに一致することから，これを 9年=108ヶ月とし，tの区間 [0,108]で ηmin(t,τ )

を積分すると 4.95（年）となる．4.95/1.54 =3.2であり，簡単な計算により両者の比率を裏付け
ることができた．
また，図 5において sの水準が高くなることにより，デュレーションの α，ηのセンシティビ

ティが単調に増加（絶対値は低下）する傾向が観察される．sは（3.2）式の関係より，sの上昇に
よって iも上昇する．exp(−0.119i)は iの上昇に対して絶対値が単調減少する．これは CPRを
低下させデュレーションの長期化につながるため，デュレーションの α,ηに対するセンシティ
ビティが単調に増加（絶対値は減少）するものと考えられる．
これに対して，β1 のセンシティビティは次のように考えることができる．sの上昇幅と iの

上昇幅は等しい．（5.13）式は原点を通る iの単調減少関数である．従って，CPRの β1 に対する
センシティビティは sに対して単調減少する．CPRの低下はデュレーションの長期化に直結す
ることを考えると，デュレーションの β1 に対するセンシティビティは sに対して単調増加す
ると考えられる．また，β1に対するセンシティビティのグラフは原点を通っているように見え
るが，これは（5.13）式が原点を通るためであると考えられる．

ii） 理論価格のセンシティビティ
理論価格では，図 5から ηではセンシティビティが正であり，シフト幅 sが上昇すればする

ほどセンシティビティは大きくなる．また，αでも同様に変化するが，その大きさは ηのセン
シティビティよりも小さい．また，β1 のセンシティビティは s の水準によってその傾向が異
なっている．s≤ 0.2％ではセンシティビティ値はわずかに正であるが，s> 0％では負となり，
sの上昇にともなって低下する傾向がある．
この理由は以下のように説明されると考えられる．まず，図 4の理論価格のグラフから明ら

かなように，市場金利水準 sの上昇は理論価格を押し下げる要因となり，sが大きくなればな
るほど理論価格は低くなる．sの上昇に対する理論価格の下落率は（5.3）式よりデュレーション
で表される．従って，理論価格のパラメータセンシティビティは概ね s · (−RD

s )のように振舞
うと考えることができる．

iii） コンベクシティのセンシティビティ
コンベクシティでは，α，ηに対するセンシティビティは sの変化に対してほとんど変化しな



96 統計数理　第 54 巻　第 1 号　 2006

図 5. パラメータセンシティビティ．

いが，β1では単調増加している．αのセンシティビティは約−20でほぼ一定であり，ηでは−60

以下の値でやや下に凸の曲線となっている．これに対し β1 のセンシティビティは s=−0.6％
で約 −94.0であるが，sの上昇に伴い上昇（絶対値は低下）しており，s=3.0では約 −4.9である．
コンベクシティは利回り 価格曲線の曲率を表すと同時に，金利の変化に対するデュレーショ

ンの変化率を表す代理変数でもある．コンベクシティの変化傾向を説明するためには，CPRの
rによる偏微分を考慮すればよいと考えられる．
さて，インセンティブの定義より iと sの差は一定であるので，iによる偏微分は r による

偏微分と同値である．（5.11）式，（5.12）式，（5.13）式を各々iで偏微分し，パラメータに数値を代
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入すると以下のようになる．

α
∂2g

∂α∂i
=αβ1 exp(β1i)

=−0.119αexp(−0.119i)(5.14)

η
∂2g

∂η∂i
= β1Ttη exp(β1i)

=−0.119ηTt exp(−0.119i)(5.15)

β1
∂2g

∂β1∂i
= β1(α+ ηTt)(1 + β1i)exp(β1i)

=−0.119(1.543 + 0.115Tt)(1 − 0.119i)exp(−0.119i)(5.16)

（5.14）式において，iは概ね数％であるため，exp(−0.119i)の変動は小さい．このため，αに
対するセンシティビティは常に負で sによらずほぼ一定であると思われる．また（5.15）式では
（5.14）式と同じく exp(−0.119i)の変動は小さい．このため，ηのセンシティビティは sによっ
てあまり変動しないものと考えられる．αに対するセンシティビティと ηのセンシティビティ
を比較するために（5.14）式と（5.15）の違いを見ると，αの項と ηTtの項の違いがある．デュレー
ションの場合と同様にこれを積分によって求めると，t=9（年）ではその比率が約 2.7倍となっ
ている．このため，η に対するセンシティビティの方が αに対するセンシティビティの 3倍弱
大きいと考えられる．
β1 のセンシティビティは，主に −(1 − 0.119i) の変動による影響を受けるため，sの上昇に

対してほぼ線形に上昇するものと考えられる．
iv） WALのセンシティビティ
WALのセンシティビティはデュレーションの場合と傾向が似ている．ηのセンシティビティ

は常に負であるが，sの上昇により大きく（絶対値は小さく）なる．αのセンシティビティは絶
対値が小さく，sの変化に対してあまり変化せず常に負である．β1 のセンシティビティは sの
上昇に対してほぼ線形に増加する．
これらの理由はデュレーションの場合と同じ理由によるものと考えられる．デュレーション

との若干の違いは，キャッシュフロー CFt をディスカウントファクター dft で割引くか割引か
ないかの違いによるものと考えられる．

6. 結論

Richard and Roll（1989）を参考に CPRモデルを推定し，これを用いてMBSの理論価格とリ
スク指標のパラメータセンシティビティをモンテカルロ・シミュレーションにより求めた．こ
の結果，全体としてはMBS 経年数に対する CPRの上昇率を示す η のパラメータセンシティ
ビティ，金利インセンティブに対する感応度を表す β1 のパラメータセンシティビティが相対
的に大きいことがわかった．特に後者は金利水準による変動が大きいため，リスク管理上注意
が必要である．投資判断において重要な役割を果たすデュレーションのパラメータセンシティ
ビティも絶対値が大きく，金利水準による変動も大きいことから，統計的 CPRモデルを利用
してMBSのリスクを管理する際はこれらのセンシティビティの変動を考慮することが重要で
ある．

MBSのリスク分析はモデル依存的にならざるを得ない．一般的に金融商品の価格やリスクを
評価するモデルでチューニング（調整）の必要がないモデルは無い．時間が経過することにより
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新たなデータが追加され，最適なモデルは変化するからである．このため，モデルのパラメー
タの変化により，MBSの評価結果にどのような影響を与えるかを予め把握しておくことは，理
論価格やリスク指標の計算結果を評価する際に重要な情報となる．
例えば借換えが金利負担を軽減することが多くの債務者に知れ渡ることにより，金利インセ

ンティブに対する感応度が上昇することが見込まれるとする．このような場合，事前に金利感
応度（β1）に対するパラメータセンシティビティを調べておけば，リスク評価値（理論価格やデュ
レーション）がどのように変化するかを推定することができる．また，経年効果（Seasoning）の
スピード (η)が上昇する場合や下降する場合に，MBSポートフォリオのリスク評価値がどうな
るか，などWhat-if分析にも役立てることができる．
今後の課題として，このような静態的なパラメータセンシティビティの利用法を動態的な分

析手法へと拡張し，モデルが不安定であることを前提としたMBSポートフォリオの計量的リ
スク管理の方法について研究したい．例えば，本研究のように統計的手法により CPRモデル
を過去データから推定した場合，パラメータの信頼区間が得られる．これを用いて理論価格や
デュレーション等の信頼区間を求めることが可能であると思われる．さらに，パラメータ推定
値が一定の確率分布に従っていると考え，これをパラメータセンシティビティを用いて反映さ
せ，理論価格やデュレーション等の確率分布を考えることも可能ではないかと考えられる．
さらに，本論文ではパラメータセンシティビティを求めなかった「季節変動効果」及び「メ

ディア効果」についてもセンシティビティを求めることにより，本論文で推定した CPRモデ
ルのすべてのパラメータセンシティビティを把握することができる．さらに金利モデルのパ
ラメータに関しても同様のセンシティビティを求めることができると考えられる．このため，
MBSのリスク評価において用いられるパラメータすべてのセンシティビティの情報を利用す
るリスク管理手法の開発が可能であると考えられる．
もしこれらが実現すれば，MBSポートフォリオのインデックス運用におけるリスク管理が

より厳密なものとなる．また，MBSポートフォリオのアクティブ運用を行う場合でも，リスク
管理の厳格化と同時に収益率向上にも貢献することが期待される．多くの市場参加者がモデル
の不安定性に対する不安を抱くことなく投資できるようになれば，MBS市場への参加者の裾
野が広がり，MBS市場が発展することが期待される．
しかしながら，パラメータセンシティビティがパラメータの変動に対する変動性のすべてを

説明できるわけではない．債券の金利変化に対する価格変化率を表すデュレーションに対して，
それを補うコンベクシティが存在するように，パラメータセンシティビティについても同様の
指標を用いることが有効かもしれない．さらに注意すべきは，パラメータセンシティビティ自
体もまた誤差を含むことである．今後はパラメータセンシティビティという有用な情報を，そ
の限界を踏まえつつどのように実務適用していくのかについて，更なる研究を行いたい．

Notes
1) 住宅金融公庫債券の詳細については，住宅金融公庫ホームページから閲覧することが可
能である．

2) 燃え尽き効果とも呼ばれる．過去に大きな期前償還を経たMBSは，その後再び期前償還
が有利な条件下でも，CPRがあまり上昇しない現象が観察されているが，これをバーン
アウト効果と呼ぶ．

3) Public Securities Association（米国証券業協会）の略である．
4) 米国では τ = 30（ヶ月）が標準的であるが，わが国での実証研究例などを参考に，本研究
では τ = 70（ヶ月）とした．しかしながら，本研究では，パラメータ推定に用いたデータ
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は 49ヶ月であり，飽和時点と飽和水準に達していないと考えられる．
5) Weighted Average Couponの略．加重平均金利と訳される．MBSにプールされているロー
ン債権の加重平均金利である．

6) 17回号は観測値が 12個しかないため，DECOMPのアルゴリズムではトレンド成分と季
節成分の分離ができないため，17回号は除外した．

7) 債務者の実際の償還期間としては 10月 1日から 12月末までの期間に相当する．
8) 「平成 13年度税制改正の概要」に「新住宅ローン減税制度は平成 13年 7月 1日から平
成 15年 12月 31日まで」と明記されている．この延長に対する議論として平成 15年 12

月に公表された政府税制調査会「平成 16年度の税制改正に関する答申」では，「住宅ロー
ン減税については，（中略）現行より相当の縮減を行うべきである」との答申がされた．「住
宅ローン減税の延長」が明確に示されたのは「平成 16 年度税制改正案」が閣議決定され
た平成 16 年 1月 16 日である．

9) Cox et al.（1985）で提案された金利モデルである．なお，“SR”は Chan et al.（1992）が付
加したもので，Square Rootの頭文字である．

10) MBSの場合は「ローンが期前償還されること」である．
11) 期前償還が無いと仮定した場合の元本残高の推移を表す数値であり，当初元本残高 A0を

1とした場合の At である．
12) シフト幅を負値にするとマイナス金利が発生する可能性がある．経済的な観点からの意味
づけは困難であるが，ここではあえてこれを無視し，リスク指標とパラメータセンシティ
ビティの傾向を捉えるため，−0.6％までのシフト幅を試した．
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付表． CPR モデルの推定結果．
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付表．（続き）
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付表．（続き）
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Analysis of Parameter Sensitivity of a CPR Model in MBS Evaluation

Jun Kataoka

The Graduate University for Advanced Studies

We estimate a CPR (Conditional Prepayment Ratio) model of RMBS (Residential
Mortgage-Backed Securities) by using real data as Minimum AIC estimates, referring to
Richard and Roll (1989). Theoretical prices and risk indices of RMBS, such as duration,
convexity and WAL, were calculated with Monte Carlo simulation. Finally, the parameter
sensitivities of prices and risk indices were estimated. It was shown that the parameter
sensitivity varies according to market interest rate change. This result is important in
risk analysis of RMBS. Theoretical Price and risk indices of MBS greatly depend on the
CPR model. Generally, there is no model that does not need tuning. Because, as time
passes, new information is added, the optimum model changes. If the model parameters are
unstable, risk indices of the MBS estimated using the model may be unstable, too. Thus it
is useful to know the parameter sensitivity of risk indices beforehand. This makes possible
to know how much the risk indices change when parameter changes are anticipated. It
can also make the risk management stricter grasping the parameter sensitivity ahead. It
is especially operative for MBS, and adequate use of parameter sensitivity helps sound
growth of the MBS market.

Key words: MBS, CPR model, duration, convexity, WAL, parameter sensitivity.


