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あらまし EMアルゴリズムはボルツマンマシンや確率的パーセプトロンなどの学習を始め，HMMやその他隠れた確率

変数を持つ確率分布の学習に対して広く持ちいられている．このアルゴリズムは繰り返し演算により最尤推定を求めるも

のであり，計算量が少なく実現が容易だが，一般に収束が遅い．一方，統計学の分野で Fisher のスコアリング法と呼ばれ

る手法があり，これも同様のモデルに対して適用できる繰り返し演算である．スコアリング法は収束は速いが計算量が多

く実現が難しい．本論文では EMアルゴリズムを再帰的に用いてスコアリング法を近似し，EMアルゴリズムを加速でき

ることを示す．Louis や Meng and Rubin も同様のアプローチを行なっているが，本手法はそれらに比べ，計算量が少な

く実現が容易である．計算機実験を交えて結果を示す．

キーワード EMアルゴリズム，Fisher のスコアリング法，最尤推定，Louis turbo

1 はじめに

EM(Expectation Maximization) アルゴリズム [9]は，
直接観測できない確率変数をもつ確率モデルの最尤推

定 (MLE: Maximum Likelihood Estimate) のために，
Dempster ら [4] によって提案された．例えば，隠れた
細胞があるボルツマンマシン [2] や確率的パーセプトロ
ン，Mixture of Expert networks[5][6][7] などは直接観
測できない確率変数を持ち，EMアルゴリズムを適用で
きる．また音声認識で広く使われているHMM (Hidden
Markov Model)[10] にも適用され，大きな成功を納めて
いる．

具体的な計算はモデル毎に異なるが，EMアルゴリズ
ムは繰り返し演算で最尤推定を求める手法である．各繰

り返しで行う演算は通常簡単であるが，収束は一般に遅

い．EMアルゴリズムの加速を行うアルゴリズムは Louis
による Louis Turbo [8]と呼ばれるものがあるが，理論的
な導出に留まっている．また，具体的な計算法が Meng
and Rubinによって提案されている [11]が，計算量が多
く，適用できるモデルは少ないと考えられる．

一方，統計学の分野では，このような確率モデルの最

尤推定を求める手法として Fisherのスコアリング法 (ス
コアリング法) [9] と呼ばれるアルゴリズムがある．スコ
アリング法も EMアルゴリズムと同様に繰り返し演算で
最尤推定を行い，収束は EMアルゴリズムよりも速い．
ただし，各繰り返し演算の計算は複雑であり，前にあげ

た神経回路網モデルやHMMなどパラメータの数が多い
場合，適用するのは難しい．
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本論文では，再帰的に EMアルゴリズムを用い，EM
アルゴリズムとスコアリング法を結びつけることができ，

結果的に EMアルゴリズムを加速できることを示す．本
アルゴリズムは 2つの段階からなる．まず，与えられた
データを用いて通常の EMアルゴリズムを行う．次の段
階では，与えられたデータではなく，モデル自身がデー

タを作り出し，そのデータを用いて EMアルゴリズムを
行う．この 2 つの段階を通じて得たパラメータを用いる
と，単に EMアルゴリズムを行うよりも良いパラメータ
を作りだせる．以下，スコアリング法と EMアルゴリズ
ムの関係を示し，提案するアルゴリズムの理論的導出を

示す．さらに計算機実験の結果を示し，実際に本アルゴ

リズムによりEMアルゴリズムが加速できることを示す．

2 EMアルゴリズムとスコアリング
法

2.1 EMアルゴリズム

ボルツマンマシン [2]や，確率的パーセプトロン [1]の
パラメータを推定する場合を考えよう．これらのモデル

は，確率変数を x = (y, z) とし，y は観測できる確率
変数 (出力細胞)，z は観測できない隠れた確率変数 (中
間層の細胞の出力)と定義すれば，p(x|θ) = p(y, z|θ) と
表せる．このようなモデルのパラメータ推定を行う際，

我々が教師から得られるデータは観測できる確率変数 y

についてのサンプル {y1, · · · , yN} のみである．この y

についての経験分布を q̂(y) =
∑N

s=1 δ(ys)/N と定める．
我々は q̂(y) から θ を推定しなければならない．
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p(x|θ) の y についての周辺分布は，

p(y|θ) = Ep(z|θ) [p(x|θ)] =
∫
p(x|θ)dµ(z)

と表される．l(y|θ) = log p(y|θ) とすると対数尤度は，

L(Y N |θ) def=
1
N

N∑
s=1

l(ys|θ)

=
∫
q̂(y)l(y|θ)dµ(y) = Eq̂(y) [l(y|θ)],

となる．最尤推定では尤度あるいは対数尤度 L(Y N |θ)
を最大にするパラメータ θ̂ を求める．

θ̂ = argmax
θ

L(Y N |θ). (1)

本論文で扱うモデルのように，観測できない確率変数 z

がある場合，最尤推定を直接 (1)式から求めるのは難し
い．この場合に EM アルゴリズムを適用できる．
ここでは，p(x|θ) は指数型分布族であるとして扱う．

指数型分布族とは，その確率分布関数が次のように表せ

るものをいう．

p(x|θ) = exp

(
n∑

i=1

θiri(x) − k(r(x)) − ψ(θ)

)
.

(2)

θ = (θ1, · · · , θn)T は自然母数と呼ばれψ(θ) はその関数
である．また r(x) = (r1(x), · · · , rn(x))T であり k(r(x))
はその関数である．様々なモデルが指数型分布族に含ま

れる．先に述べたボルツマンマシンや，確率的パーセプ

トロン，HMMも指数型分布族に属する [1][2]．ただし，
たとえ p(x|θ)が指数型分布族であっても，y に関する周
辺分布 p(y|θ) は必ずしも指数型分布族には属さない．

EM アルゴリズムは繰り返し演算で最尤推定を求め

るアルゴリズムであり，ある初期パラメータ θ0 からパ

ラメータを更新していく．新しいパラメータ {θt} (t =
1, 2, 3, · · ·) を求める際には，次の 2つの手続きを行う．

• Expectation-ステップ: Q(θ, θt)を計算する

Q(θ, θt) = Eq̂(y)p(z|y,θt) [l(y, z|θ)]

=
N∑

s=1

p(z|y, θt)l(y, z|θ)

• Maximization-ステップ: Q(θ, θt) を最大にするパ
ラメータを求める．

θt+1 = argmax
θ

Q(θ, θt)

E-ステップ と M-ステップ の手続きを通じ，θt から

θt+1 を得るが，この新たなパラメータに関して尤度の

値が大きくなっていることを示せる [4]，すなわち次式が
成り立つ，

L(Y N |θt+1) ≥ L(Y N |θt).

E- とM-ステップを繰り返すとパラメータは収束し，こ
れが最尤推定であると考えられる．一回の E- M-ステッ
プを通じて得られるパラメータについて，次の近似が得

られる．証明に関しては [9](3.76),[12] を参照のこと．な
お，この近似が成り立つのは，指数型分布族の場合のみ

で，曲指数型分布族では成り立たない (付録 A)．

θt+1 � θt +GX
−1(θt)∂L(Y N |θt). (3)

ここで ∂ = (∂1, · · · , ∂n)T = (∂/∂θ1, · · · , ∂/∂θn)T であ

り，GX(θ) = (gXij(θ)) は確率分布 p(x|θ) の Fisher 情
報行列である．定義は，

gXij(θ) = Ep(x|θ) [∂il(x|θ)∂j l(x|θ)]

= −Ep(x|θ) [∂i∂jl(x|θ)].

である．(3)式から，EM アルゴリズムが GX で定めら

れる計量に基づき，その最急降下の方向にパラメータを

更新していることが分かる．

2.2 スコアリング法との関係

次に，統計学において Fisher のスコアリング法と呼
ばれる手法と EMアルゴリズムとの関係について述べ
る．スコアリング法も繰り返し演算によってパラメータ

を更新するが，その更新ルールは，

θt+1 = θt +GY
−1(θt)∂L(Y N |θt), (4)

と表される．スコアリング法は EMアルゴリズムよりも
収束が速いことが知られている．これは (3)式と (4)式
の係数行列 GX(θ)−1 と GY (θ)−1 の差によって生じる．

GY (θ) = (gY ij(θ)) も GX(θ) と同様に Fisher情報量行
列であるが周辺分布 p(y|θ) の情報量行列である．

gY ij(θ) = Ep(y|θ) [∂il(y|θ)∂j l(y|θ)]

= −Ep(y|θ) [∂i∂jl(y|θ)].

GX(θ) と GY (θ) との間には次の関係式が成り立つ．

−l(y|θ) = −l(x|θ) + l(z|y, θ)

−Ep(y|θ) [∂i∂jl(y|θ)] = −Ep(x|θ) [∂i∂jl(x|θ)]

+Ep(x|θ) [∂i∂jl(z|y, θ)]

GY (θ) = GX(θ) −GZ|Y (θ) (5)
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GZ|Y = (gZ|Y ij
(θ)) は次のように定まる条件付きFisher

情報量行列である．

gZ|Y ij
(θ) = −Ep(y|θ)

[
Ep(z|y,θ) [∂i∂jl(z|y, θ)]

]
= Ep(y|θ)

[
gZ|yij

(θ)
]
.

GY，GX，GZ|Y は一般に正定値対称行列である．
スコアリング法で用いる Fisher 情報量行列 GY

−1 は

EMアルゴリズムの対象となる確率分布では直接求める
ことが難しい．本論文で提案するアルゴリズムは，EM
アルゴリズムを用いてスコアリング法を近似しようとい

う物である．理論的導出には次の定理が重要となる．

定理 1 GY
−1 は次のように GX , GZ|Y によって展開で

きる．

GY
−1 =

(
I +

∞∑
i=1

(GX
−1GZ|Y )i

)
GX

−1 (6)

証明 (6)式は，GY，GX，GZ|Y の同時対角化により
簡単に導かれる [9]．
この結果を用いると (4) 式は，

θt+1 = θt +GY
−1∂L(Y N |θt)

= θt +GX
−1∂L(Y N |θt)

+GX
−1GZ|YGX

−1∂L(Y N |θt)

+(GX
−1GZ|Y )2GX

−1∂L(Y N |θt)

+ · · · (7)

と書き直せる．(3)式と (7)式を比べると，EMアルゴリ
ズムはスコアリング法をGX で展開したときの 1次近似
だとみなせる．

3 提案するアルゴリズム

前章で述べた通り，スコアリング法はパラメータ θ を

計量GY に基づいて最急降下の方向に更新していく．こ

れは通常 EM アルゴリズムよりも収束が速い．しかし

ながら，GY
−1 の計算は HMMや混合分布など EMア

ルゴリズムの対象となるモデルでは簡単ではない．本論

文では，EMアルゴリズムを再帰的に用いてスコアリン
グ法を近似する手法を提案する．

ある θt から一度 EM ステップを行い，パラメータを
一度更新したとしよう．このとき得られた θt+1 は，一

つの確率分布 p(y|θt+1) を与える．そこで，経験分布の
q̂(y)の代わりに p(y|θt+1) を真の分布としてパラメータ
θt を EMステップで更新する．もし p(y|θt+1) が連続
分布の場合には p(y|θt+1) にしたがってデータを生成し

て，そのデータを用いて学習を行う．離散分布の場合に

は p(y|θt+1) そのものを真の分布として学習を行えば良
い．EM ステップを 1回行ったあとで得られたパラメー
タを θ̄t+1 とすると，この新たに得られたパラメータは

θt とも θt+1 とも異なる．提案するアルゴリズムでは，

θt，θt+1，θ̄t+1 の 3 つのパラメータから，より良い推
定量を作り出す (図 1)．これが提案するアルゴリズムの
概要である．理論的な導出を示すため，まず θ̄t+1 の持

つ性質を示す．

定理 2 p(y|θt+1) を真の分布とし，θt から一度 EM ス
テップを行い，得られたパラメータを θ̄t+1 とする．こ

のとき，θ̄t+1 には次の性質がある．

θ̄t+1 − θt � GX
−1GY GX

−1∂L(Y N |θt). (8)

図 1: アルゴリズムの概要
Fig 1. Flowchart of the proposed algorithm

証明 付録 Bを参照のこと．
(3)式，(5)式と (8)式から，

θ̄t+1 − θt

� GX
−1(GX −GZ|Y )GX

−1∂L(Y N |θt)

� (θt+1 − θt) −GX
−1GZ|YGX

−1∂L(Y N |θt)

(9)

が得られる．スコアリング法の 2次の項の近似は．

GX
−1GZ|YGX

−1∂L(Y N |θt)

� (θt+1 − θt) − (θ̄t+1 − θt) = θt+1 − θ̄t+1,

となる．スコアリング法の 2次までの近似は，

θ′ = 2θt+1 − θ̄t+1

3



= θt + (θt+1 − θt) + (θt+1 − θ̄t+1)

� θt +GX
−1(I +GZ|YGX

−1)∂L(Y N |θt),

とすればよい．また，同様の手法を用いて更に高次まで

スコアリング法を近似できる．

系 1 p(y|θ̄t+i−1) を真の分布 (教師)として θt から EM
ステップを一回行い，得られたパラメータを θ̄t+i とす

る (i = 1, 2, · · ·, であり，θ̄t = θt+1 と定める)．θ̄t+i は

次の性質を持つ．

θ̄t+i − θt � (GX
−1GY )iGX

−1∂L(Y N |θt)

= (I −GX
−1GZ|Y )iGX

−1∂L(Y N |θt)

証明 定理 2の証明と同じ方法で行えば良い (付録B)．
この結果を用いると，θ̄t, · · ·, θ̄t+i, と θt から，

(GX
−1GZ|Y )iGX

−1∂L(Y N |θt) が近似でき，スコアリ
ング法を i次まで近似できる．ただし，対象とするモデ

ルが連続分布の場合，次章のシミュレーションのように

Monte Carlo 的な手法を用いる必要があるため，2 次以
上の近似は誤差が大きくなり，用いられない．

また，離散分布に対しては i = n であれば，以下の

理由からそれ以上の次数については線形演算で計算でき

る．gi を次のように定める，

g0 = GX
−1∂L(Y N |θ)

...

gn = (GX
−1GZ|Y )nGX

−1∂L(Y N |θ).

θ は n 次元なので，g1, · · · , gn は線形従属となる．そ

こで，

gn = a1g1 + · · ·+ an−1gn−1

となる a1, · · · , an を求めれば，

gn+1 = (GX
−1GZ|Y )n+1GX

−1∂L(Y N |θ)

= a1g2 + · · ·+ an−1gn

となり，実際に EMステップを行うまでもなく，線形演
算でより高次の近似を順次求めることができる．このよ

うに，与えられたデータを用いて EM step を行った後，
与えられたデータではなくデータを作り出しそれを学習

すれば，より良いパラメータを求られる．以上が提案す

るアルゴリズムである．

4 シミュレーション

4.1 対数線形モデル

まず，対数線形モデルを用いた計算機実験の結果を示

す．モデルは (図 2) (A,B,C) 3つの確率変数を持ってお

り，A,B,C はそれぞれ {Ai}, {Bj}, {Ck} (i = 1, · · · , I,
j = 1, · · · , J , k = 1, · · · , K) の値のどれかをとる．我々
はそのうち，A,B の値を観測できるが，C (潜在変数)
は観測できない．モデルの確率分布は，P (A,B,C) =
P (Ai|Ck)P (Bj |Ck)P (Ck) と定める．つまり観測できな
い変数 C の条件つきで A と B は独立だと仮定し，そ

れぞれは多項分布に従うとする．

我々は，データから A, B についての周辺分布のみし
か得られない．すなわち，mij = nij/

∑
i′j′ ni′j′ を得る

だけである．ここで，nij は (A = Ai, B = Bj) を観測
した個数である．この周辺分布は，パラメータを用いて

P (Ai, Bj) =
∑

k Pi|kPj|kPk となる．得られた観測デー

タ mij = nij/
∑

i′j′ ni′j′ から，潜在変数C も含めてパラ

メータを推定しなければならない．ここで，EMアルゴリ
ズムが適用できる．シミュレーションでは，I = J = 5,

..
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1
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1

J

1

K
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.

..

.
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図 2: モデルの定義
Fig 2. Definition of the model
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図 3: 対数尤度の増加の様子．計算量は考慮せず，EM
アルゴリズム，及び提案するアルゴリズムの 1ステップ
をそれぞれの横軸とした

Fig 3. The increase of the Log-likelihood

K = 2とした．すなわち，求めたい周辺分布は p(Ai, Bj)
であり，これは要素が 25 の多項分布となる．もし，24
のパラメータを持っているとすれば，この分布を正確に
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表現できるが，モデルは (K−1)+K(I−1)+K(J −1) =
17のパラメータしか持っておらず，完全には分布を表現
できない．教師分布は乱数で作った多項分布を用い，モ

デルのパラメータをこの教師分布に合うように推定する．

図 3 は学習を通じての尤度の変化の結果である．提
案した手法を用いて，スコアリング法を 2次，そして 3
次まで近似し，学習を行った．図から，EM アルゴリズ
ムに比べ，高次の近似を行った方が収束が速いことがわ

かる．

4.2 正規混合分布
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図 4: 教師モデルと学習の初期分布
Fig 4. The teacher model and the initial model for
learning

前節の実験で扱った分布は離散分布であり，EMステッ
プを行う際，分布からサンプルを得る必要は無く，その

分布自体を用いれば良かった．しかし，分布が連続分布

である場合には，実際にサンプルを作り出し，そのサン

プルに対して EMステップを行う，すなわち p(y|θt+1)
から θ̄t+1 を求める際には，データ {ȳ1, · · · , ȳN′} をサン
プリングによって作り，それを用いてEMステップを行
う必要がある．このようなサンプリングを行う場合，実

際にアルゴリズムがどのように働くかを知るために，こ

こでは 2次元の正規混合分布 [13]を用いて実験を行った．
図 4に教師モデルと学習する際に用いた初期分布の密度
関数を示す．両方とも 6つの正規分布の重ね合わせで定
義されている．ただし，初期分布ではそれぞれの分散が

大きいので，個々の正規分布は全体の分布から区別でき

ない．

EMアルゴリズムの具体的な形はここでは示さないが，
混合正規分布に対するEM アルゴリズムは簡単で，その
計算量は少ない．提案するアルゴリズムの有用性を示す

ために，次のように実験を行った．

1. 教師分布から y について 1000 個のサンプルを作
る．モデルの初期分布のパラメータ θ0 を定める．
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図 5: 学習の結果
Fig 5. Results of learning

2. 教師分布から得られたデータを用いて，EMステッ
プを一回行い，θt から θt+1 を得る．

3. 1000個の新しいデータを p(y|θt+1)から生成する．

4. 新しく作られたデータを用いて，EMステップを
一回行い，θt から θ̄t+1 を求める．

5. 新しいパラメータを θnew = 2θt+1 − θ̄t+1 とし，

θt = θnew と定めて，2 へもどる．
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図 6: 対数尤度の変化
Fig 6. The transition of the Log-likelihood according
to the iteration

EM アルゴリズムによって，そして提案するアルゴリズ
ムによって学習の結果得られた密度関数がどのようになっ

たかを図 5に示す．さらに，学習の際に尤度がどのよう
に変化していくかを図 6に示す．提案するアルゴリズム
はある種の Monte Carlo 法を用いているため，完全に
収束すせず，絶えずふらついてる．このことから，より

高次のスコアリング法の近似は行わなかった．図 6の結
果から，提案するアルゴリズムが EMを加速しているの
がわかる．
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ここで，もう一度計算量の点から提案するアルゴリズ

ムの 1ステップを見直してみる．提案するアルゴリズム
の 1ステップは実際には 2ステップの EMアルゴリズム
を含んでいる．もし，計算量も含めて EMアルゴリズム
と速さを比べるのであれば，提案するアルゴリズムの横

軸を変えて比べる方が適切であろう．図 7に結果を示す．
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図 7: 計算量を考慮した対数尤度の変化
Fig 7. The transition of the Log-likelihood according to
the iteration considering the amount of the calculation

この結果から分かるように，やはり提案するアルゴリ

ズムの方が速く最尤推定に近付いている．

次に，後半のふらつきをなくし，収束させるために，

提案するアルゴリズムを途中から通常の EMアルゴリズ
ムに変えることを考える．ここでは，切替えるタイミン

グを決めるため，

λ(t) = ηλ(t − 1) + (1 − η)L(Y N |θt), t = 1, · · · ,
λ(0) = L(Y N |θ0) (10)

という関数を用いて λ(t) の値が下がったら，通常の EM
アルゴリズムに切替えることにした．なお，η は 0.7と
した．結果を図 8に示す．この結果をみると，ほぼ 3倍
程度収束が速いことがわかる．提案したアルゴリズムと

EMアルゴリズムを組み合わせることで，かなり速く収
束するアルゴリズムを構成できる．

5 考察

実験を通じ，提案するアルゴリズムによって EMアル
ゴリズムを加速できることが示せた．ただし，計算量の

意味で加速になっているかは問題による．提案するアル

ゴリズムでスコアリング法の 2次の近似を得るため必要
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図 8: 提案するアルゴリズムと EMアルゴリズムとを組
合せた場合

Fig 8. Comnbining the proposed algorithm and the EM
algorithm

な計算量は，EMステップを 2回行うのと同じ計算量で
ある．したがって，もとの EMアルゴリズムの 2倍以上
速く収束することが期待されるがこれは一概には分から

ない．正規混合分布の実験では 2倍以上速かったが，対
数線形モデルではほとんど同じ程度の結果であった．

提案するアルゴリズムでスコアリング法を 2次まで近
似して得たパラメータを θnew とし，EMアルゴリズムを
2回行って得たパラメータを θt+2 とする．一般に θnew

�= θt+2 である．ここで L(Y N |θt+2) と L(Y N |θnew) の
大きさを比較しておこう．仮りに θt θ̄t, θt+1, θt+2 が十

分近いならば 3節の結果から L(Y N |θnew) を θt の周り

で展開して，

L(Y N |θnew) = L(Y N |2θt+1 − θ̂t+1)

� L(Y N |θt) + ∂Lt
TGX(θt)−1∂Lt

+∂Lt
TGX(θt)−1GZ|Y (θt)GX(θt)−1∂Lt.

(11)

ここで，Lt = L(Y N |θt) とした．同様に，

L(Y N |θt+2) = L(Y N |θt+2 − θt+1 + θt+1)

� L(Y N |θt) + ∂Lt
TGX(θt)−1∂Lt

+∂Lt
TGX(θt+1)−1∂Lt

−∂Lt
TGX(θt+1)−1GY (θt)GX(θt)−1∂Lt

= L(Y N |θt) + ∂Lt
TGX(θt)−1∂Lt

+∂Lt
TGX(θt+1)−1GZ|Y (θt)−1GX(θt)−1∂Lt

(12)

と書ける．ただし GY (θt) = −∑N
i=1 ∂

2l(yi|θt), GZ|Y (θt)
= −∑N

i=1 Ep(z|yi,θt)

[
∂2l(z|yi, θt)

]
とした．(11) 式と
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(12) 式のどちらが大きいかは，一概には言えない．定
性的には，収束点に近く真の分布とモデルが近くなれば

GX(θt+1)とGX(θt), GZ|Y (θt)とGZ|Y (θt)は近くなり，
EMアルゴリズムの 2ステップと提案したアルゴリズムは
ほとんど変わらないことが予想される．また，GZ|Y (θt)
と GZ|Y (θt) が O に近い場合，ほとんど差が無くなる

ことが予想できる．これは y を観測することで z に関

する情報がほとんど全て分ってしまう場合にあたる．例

えば混合正規分布で，お互いの正規分布の平均の値が分

散に比べ充分遠い場合，データを観測しただけでどの正

規分布からの出力かがほとんど明らかに分る．このよう

な場合，EMアルゴリズムとスコアリング法との差が無
くなってしまい，提案するアルゴリズムの 1ステップは
EMアルゴリズムの 2ステップとほとんど同じになる．
一方，提案するアルゴリズムの方が EMアルゴリズム

の 2ステップよりも尤度の上昇が大きくなる条件を考え
てみる．GX(θt) と GX(θt+1) とがさほど変わらないの
であれば，GZ|Y (θt) の計量よりも GZ|Y (θt)の計量の方
が大きい場合提案するアルゴリズムのほうが尤度を上昇

させる．これは，観測データ {yi} と p(y|θt)にしたがっ
て生成された yでは，{yi} に対して のほうが zについ

ての情報が明らかな場合にあたる．このように，計算量

も含め提案したアルゴリズムが EM アルゴリズムより

も常に速く収束するかは一概には明らかではない．これ

はより高次の近似を行う場合でも同様である．

連続の分布の場合，Monte Carlo 的な操作のため，尤
度L(Y N |θnew)が耐えずふらついてしまう．付録Bの結
果を用いてこの分散を推定する．Monte Carlo 法で N ′

個サンプルを発生させた場合，θnew は，正しい推定値

θ∗
new を平均に GX

−1GY (θt+1)GX
−1/N ′ 程度の分散を

持つ．Lnew = L(Y N |θnew), L∗
new = L(Y N |θ∗

new) と書
き，高次の項を無視して，Lnew を θ∗

new のまわりで展

開する．充分 N ′ が大きい場合，θnew − θ∗
new は充分小

さいと考えられることから，このような近似を用いる．

Lnew � L∗
new + ∂L∗

new
T (θnew − θ∗

new) (13)

Lnew の平均はほぼ L∗
new である．一方，分散は

∂L∗
new

T (GX
−1GY (θt+1)GX

−1)∂L∗
new/N

′ である． こ
の結果から，分散は ∂L∗

new を GX
−1GY (θt+1)GX

−1/N ′

を計量として計った長さに等しいことがわかる．これは

N ′ に反比例する．問題によってどの程度のサンプル数

が必要かを考える必要がある．

本論文では η を用い，学習法を切り替える手法を提案

した．L(Y N |θt)の分散が一定で tが大きければ λ(t)の
分散の期待値は最終的に元の分散の (1−η)2/(1−η2)倍
となる．一回のパラメータ更新での尤度の増加分は (11)
式の通りである．この増加分が分散の (1− η)2/(1− η2)

倍程度になったときに，アルゴリズムを切り替えるとい

うのが提案した手法である．例えば η = 0.7 とすると，
(1 − η)2/(1 − η2) = 9/51 であり，尤度の増加分がおお
よそ分散の 1/5程度になったときにアルゴリズムが確率
的に切りかわることになる．

6 まとめ

EM アルゴリズムの加速に関しては様々な方法が提案
されている．基本的には本論文と同様のスコアリング法

の近似を用いているが，表記が異なる．多くの場合 EM
ステップを θt+1 = EM (θt)という関数であると定義し，
このヤコビアン J と (θt+1−θt)を用いて，スコアリング
法の最急降下の方向を展開し，EMアルゴリズムの加速
としている．この J は，本論文での定義では GX

−1GZ|Y
と近似的に等しい．この J を求める単純なものとしては

Aitken 加速がある．これは関数 θt+1 = EM (θt) から直
接そのヤコビアンとして J を求める手法である [9]．ヤ
コビアンを求めるのに必要な計算量は EM アルゴリズ

ムの 1ステップと同じ程度であるとすれば，2次の近似
を行うのに対し，用いる計算量は同じ程度である．ただ

し，このようにして求めた J の固有値は必ずしも 0 と
1 の間に存在しない．
これを改良するものとして Louis による Louis Turbo

という手法が有名である [8]．Louis Tourbo では J の具

体的な計算手順は与えられていない．これに対し Meng
と Rubinは EM アルゴリズムを使って J を計算する方

法を提案している [11]．彼らの方法では J を求めるため

に，EMステップをパラメータの数だけ行う．一度 J を

求めてしまえば，スコアリング法を何次まででも近似で

きるが，2次の近似を求めるためにもパラメータ数分の
EMステップを行う必要がある．一方，本論文で提案し
た手法では，2次の近似を求めるためには，EMアルゴ
リズムを 2回行えば良く，高次の場合でも，それがパラ
メータ数以下ならば次数と同じ回数の EMを行えば良い
だけである．それ以上の場合には単なる線形演算を行え

ば良く，Mengと Rubinの手法と比べ，パラメータ数よ
りも低い次数の近似を得たいのならば計算量は少く，大

きい次数の近似には同じ計算量が必要となる．したがっ

て Meng と Rubin の手法と比べても本手法の方が計算
量が少なくてすむのである．

今後の課題として，このアルゴリズムをニューラルネッ

トワークの学習や HMM，さらに on-line 学習に用いて
いくつもりである．
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A 曲指数型分布族

曲指数型分布族では，一般に (3)式の近似は正しくな
い．(3)式の証明には，Eステップで定義されたQ(θ, θt)
について，

∂∂Q(θ, θt)
∣∣∣
θ=θt

= Eq̂(y)p(z|y,θt) [∂∂l(y, z|θt)]

= Eq̂(y)p(z|y,θt) [−∂∂ψ(θt)]

= −∂∂ψ(θt)

= −GX(θt). (14)

という指数型分布族に対する事実を用いる．しかし，こ

れは曲指数型分布族では一般に正しくない．n 個のパラ

メータからなる θ が u = (u1, · · · , um), の関数であり
(θ = θ(u)), m < n だとする．

∂2Q(u,ut)
∂uk∂ul

∣∣∣∣
u=ut

= Eq̂(y)p(z|y,ut)

[
∂2l(y, z|u)
∂uk∂ul

∣∣∣∣
u=ut

]

=
∑

i

∂2θi(u)
∂uk∂ul

Eq̂(y)p(z|y,ut) [ri(x) − ∂iψ(θ(ut))]

− ∂2ψ(θ(u))
∂uk∂ul

∣∣∣∣
u=ut

. (15)

(15) 式の第 1 項は一般には 0 とならず, (14) 式のよう
に Fisher 情報量行列とは等しくならない．ただし，θ が

u の線形関数の場合には, (15)式の第 1項は 0 となり，
(15)式の近似は正しい．
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B 定理 2の証明

(3)式より，

θt+1 − θt � GX
−1∂L(Y N |θt)

= GX
−1∂

(
Eq̂(y) [l(y|θ)]

)∣∣∣
θ=θt

と書ける．q̂(y) を p(y|θt+1) と置き換え，(3)式の導出
と同様の手続きを行うと，

θ̄t+1 − θt � GX
−1∂

(
Ep(y|θt+1) [l(y|θ)]

)∣∣∣
θ=θt

= GX
−1

∫
p(y|θt+1)∂l(y|θ)

∣∣∣
θ=θt

dµ(y).

(16)

ここで p(y|θt+1) を次のように展開する，

p(y|θt+1) � p(y|θt)

+p(y|θt) (∂l(y|θt))
T (θt+1 − θt)

この結果を用いると (16)式は次のように近似できる．

θ̄t+1 − θt

� GX
−1

∫ (
p(y|θt)∂l(y|θt)

+p(y|θt)∂l(y|θt)∂l(y|θt)T (θt+1 − θt)
)
dµ(y)

= GX
−1

(∫
p(y|θt)∂l(y|θt)∂l(y|θt)Tdµ(y)

)
·(θt+1 − θt)

= GX
−1GY (θt+1 − θt)

� GX
−1GYGX

−1∂L(Y N |θt).

ゆえに (8)式を得る．ここでは次の結果を用いた，∫
p(y|θt)∂l(y|θt)dµ(y) = 0.

また，連続の分布の場合，提案するアルゴリズムでは

Monte Carlo 法を用いたが θ̄t+1 が Monte Carlo 法の影
響で一点に定まらない．漸近的な θ̄t+1 の分布を示して

おく．今 p(y|θt+1) にしたがって，サンプルを N ′ 個生
成したとする {ȳ1, · · · , ȳN′}．p̂(y|θt+1) を次のように定
める．

p̂(y|θt+1) =
1
N ′

N′∑
i=1

δ(y − ȳi)

また θ∗
t+1 を p̂(y|θt+1) に対する最尤推定点とする．こ

れらを用いて 2 次まで (16)式を展開する．∫
p̂(y|θt+1)∂l(y|θ)

∣∣∣
θ=θt

dµ(y).

= Ep̂(y|θt+1)

[
∂l(y|θ∗

t+1)
]

(17)

−Ep̂(y|θt+1)

[
∂2l(y|θ∗

t+1)
]
(θ∗

t+1 − θt) (18)

(17) 式は 0 であり Ep̂(y|θt+1)

[
∂2l(y|θ∗

t+1)
]
は漸近的に

−GY (θt+1) と等しく θ∗
t+1 は θt+1 を中心に，分散行列

がGY (θt+1)−1/N ′の正規分布に従う．したがって，θ̄t+1

の分散行列は，GX
−1GY (θt+1)GX

−1/N ′ 程度である．
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