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カーネルヒルベルト空間を用いた回帰問題における特徴抽出
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� はじめに
統計的データ解析において次元削減は重要な手法であ

る。画像、テキスト、遺伝子発現データなど極めて高次

元なデータが溢れている今日においては、変数間の関係

の説明や可視化、予測・決定の精度向上ためのノイズ削

減、計算量の軽減などさまざまな目的のために次元削減

が用いられ、その重要度は高まっている。本論文は、�

次元入力 � から � 次元出力 � への確率的関係を考察

する回帰の問題において、� に関する情報を保持する

ように � の低次元部分空間を見つける問題を論じる。

� が与えられたときの � の条件付確率密度関数を

�� �� &���' と書くことにする。本論文では、�� の � 次

元部分空間 � が存在して、

�� �� &���' ( �� �"�� &��)��' &*'

が成り立つと仮定する。ここで )� は部分空間 � への

直交射影である。&*'式を満たす部分空間 � のことを有

効部分空間と呼ぶ。これは � の情報を完全に保持する
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部分空間である。本論文は、与えられた有限サンプルか

ら有効部分空間 � を推定する手法を導く。

この問題に対し、分布 �&�	 � ' に関するモデルや制

約をなるべく置かずに � を推定する、セミパラメトリッ

クなアプローチをとる。回帰問題での次元削減に対する

従来法としては、+	���
 ,������ -��������� &+,-� .*/0'

や 1�������	 "������ 2��������� &�"
� .**0' などの手

法が有名であるが、これらは � の周辺分布に楕円型な

どの強い制約を要する。また、3��������	 3����	�����

4��	���� &334' や 1�����	 5���� +%���� &15+� .*60'な

ども用いられることがあるが、これらはもちろん線形モ

デルを仮定している。また、射影追跡に基づく方法（.70�

.80）も可能であるが、これも �

����� 
�
�	 を回帰モ

デルに仮定している。こういった仮定を置かない本論文

のアプローチは、これら従来法よりも一般的である。

� 再生核ヒルベルト空間を用いた次
元削減

本論文では定理の証明などは省略するので、詳細は .90

を参照していただきたい。

��� 次元削減と条件付独立

以降では有効部分空間 � の次元 �（� 
 �）は既知と

する。�次元直交行列 &�	 �'を、���行列 � の列ベク
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図 *: 回帰問題における次元削減のグラフィカル表現

トルが有効部分空間 � を張るものとして定める。すると、

� と �� への � の直交射影は 
 ( ���、� ( ���

と表される。&�	 �' が直交行列であることから、確率

密度関数に関して ��&�' ( ���� &�	 �'� ���� &�	 �' (

������ &�	 �	 �' が成り立ち、これにより、&*'式は

�� ���� &���	 �' ( �� �� &���' &6'

と同値である。したがって、上式が示しているように、

� が有効部分空間であることと、
 が与えられたとき

の � と 
 の条件付独立性とは同値である（図 *）。

この独立性は、相互情報量を通じてもみることがで

きる。２つの確率変数 �� � の相互情報量 �&�	 � ' は

�&�	 � ' (
�

��� &�	 �' 	�� ��� �	�
�
�� �	��� �
�

���� により定義

される。相互情報量に関して

�&�	 �' ( �&�	 
 ' ; ��

�
�&� �
	 � �
 '

�
	 &<'

が成り立つことは容易に示せる。有効部分空間の条件 &*'

式は �&�	 �' ( �&�	 
 'を意味しているので、� は � と

� の相互情報量を保持するような部分空間だと捉えるこ

とができる。また、�&�	 �' ( �&�	 
 'は �&� �
	 � �
 ' (

/ を意味し、これは再び、
 が与えられたときの � と


 の条件付独立性であることが確認できる。

��� 再生核ヒルベルト空間上の共分散作用素

再生核ヒルベルト空間上の相互共分散作用素 .=0 を用

いて次元削減のための目的関数を導こう。集合 > 上の

関数からなる（実）再生核ヒルベルト空間 &�	 �' を考

える。ここで � : > � > � �は正定値核関数であり、

� の内積を ��	 ��� で表す。再生核ヒルベルト空間で最

も重要な性質は、再生性

��	 �&�	 �'�� ( �&�'	 &�� � >	 �� � �' &='

である。以降では、主にガウス核関数

�&� 	 ��' ( ���
�
	
� 	 ��


����
�

を用いる。再生核ヒルベルト空間に関する詳細は .60や

.*0 を参照していただきたい。

可測空間 &> 	� '� &>�	��' 上に、有界かつ可測な核

関数を持つ再生核ヒルベルト空間 &� 	 � '� &��	 ��' が

あるとする。> �>� に値をとる確率変数 &�	 � ' に対

し、� から �� への相互共分散作用素 ?�� は、任意

の � � � � � � �� に対し

��	?������
( ��� .�&�'�&� '0	�� .�&�'0�� .�&� '0

( 3��.�&�'	 �&� '0 &8'

を満たす有界作用素として定義される。存在および一

意性は -��� の表現定理による。共役作用素に関して、

?��� ( ?�� が成り立つ。特に ?�� は自己共役である。

相互共分散作用素は、以下のように確率変数の独立性

と関係する。

定理 � 	
��
� &� 	 � '� &��	 ��' を、それぞれ �
�� ��

上のガウス核関数を持つ再生核ヒルベルト空間とし、��

� をそれぞれ �
�� �� 上の確率ベクトルとすると、

���� 
� ?�� ( � &零作用素'

が成り立つ。（���� は � と � が独立であることを

表す。）

ガウス核関数を持つヒルベルト空間が十分豊かな非線

形関数を含んでおり、相互共分散作用素がその非線形相

関を表していることから、この定理の主張は容易に納得

できると思う。

&8'式の定義を用いると、条件付期待値に関する以下

の事実が示される。

定理 �� 可測空間 &> 	� '� &>�	��' 上に、有界かつ可測

な核関数を持つ再生核ヒルベルト空間 &� 	 � '� &��	 ��'

があるとし、&�	 � ' を > � >� に値をとる確率変数

とする。さらに、任意の � � �� に対し条件付期待値

�� �� .�&� ' � � ( �0 が > 上の関数として � に属す

ると仮定する。このとき

?���� �� .�&� ' � �0 ( ?�� �	 &�� � ��' &7'

が成立する。

系 �� 定理�の仮定のもと、@?� �� を ?�� の &A��?�� '�

上の右逆作用素とすると、任意の � � &A��?�� '��

� � �� に対し

��	 @?� ��?�� ����
( ��	 �� �� .�&� ' � �0���

&9'

が成り立つ。

証明の概略� ?�� は、ある有界作用素� を用いて?�� (

?
 ��
���?

 ��
� � と分解できるので &������
 *� .=0'、



-����?�� � -����?�� ( &A��?�� '� により
@?� ��?�� は ��		�
����
 である。よって系の主張は定

理 6からしたがう。

特に ?�� が可逆であると &9'式 は

�� �� .�&� ' � �0 ( ?� ��?�� � &B'

を意味している。よく知られているように、ガウス確率

変数 �� � に対しては、任意のベクトル � に対し

�� �� .��� � � ( �0 ( ��� � 
����� �

（ここでは ��� � ��� は通常の分散共分散行列）が成り

立つので、&B'式はガウス分布の条件付平均の一般化と

みなすこともできる。

次に条件付共分散作用素を定義する。可測空間 &> 	� '�

&>�	��' 上に、有界かつ可測な核関数を持つ再生核ヒル

ベルト空間 &� 	 � '� &��	 ��' があるとし、&�	 � ' を

> �>� に値をとる確率変数とする。このとき、� が与

えられたときの � の条件付共分散作用素 ?�� �� とは

?�� �� :( ?� � 	?��
@?� ��?�� &C'

により定まる �� 上の自己共役作用素のことである。

系 <により次の定理は容易に示される。

定理 �� 定理 �の仮定のもと、任意の �	 � � �� に対し、

��	?�� ������

( �� .�&� '�&� '0	 ��

�
�� �� .�&� '��0�� �� .�&� '��0

�
( ��

�
3��� ��

�
�&� '	 �&� ' � �

��
&*/'

が成り立つ。

&B'式の場合と同様に、&C'�&*/'式はガウス確率変数に

関するよく知られた関係式3��.���	 ��� ��0 ( �� &�� �	

���� � 
����� '� の拡張と考えることができる。

��� 共分散作用素による有効部分空間の特徴
づけ

定理 =より、?�� �� が自己共役作用素の意味で小さ

いほど、条件付分散 D��� �� .�&� '�
 0 は小さくなり、


は � をよりよく説明する。この事実を � の特徴づけに

用いるのは自然な発想である。これを正当化するために

次の定義をしよう。可測集合 &>	�' 上に、有界かつ可

測な核関数を持つ再生核ヒルベルト空間 &�	 �' がある

とする。&>	�' 上のすべての確率分布からなる集合を

� で表すとき、再生核ヒルベルト空間 � が確率決定

性を持つとは、写像

�� � �� &� �� ���
 .�&�'0' � �� &**'

が単写であることをいう。ここで�� は � の双対空間

を表す。.<0の ������
 6 は次の事実を示している。

定理 � 	
��
� 任意の � � /に対し、ガウス関数 �&�	 �' (

���&	
�	 �
��6��' を核関数に持つ再生核ヒルベルト

空間は確率決定性を持つ。

集合 > � >� 上の再生核ヒルベルト空間 &� 	 � '�

&��	 ��' の直積 � � �� とは、核関数 � �� を持つ

> �>� 上の再生核ヒルベルト空間のことであった .60。

以上の準備のもと条件付独立性は次のように特徴付けら

れる。

定理 �� &�  	 �  '� &� �	 � �'� &��	 ��' をそれぞれ可測

集合 >  � > �� >� 上の再生核ヒルベルト空間とし、核

関数はすべて連続かつ有界であると仮定する。&
	 �	 � '

を >  � > � � >� に値をとる確率変数とし、� (

&
	 � ' および � ( �  � � � と表すことにする。

また、任意の � � �� に対し �� �� .�&� '�
 0 � �  と

�� �� .�&� '��0 � � を仮定する。このとき、自己共役

作用素の順序に関して

?�� �� � ?� � �� &*6'

が成立する。さらに �� が確率決定性を持つとすると、

?� � �� 	?� � �� ( � 
� ���� � 
 &*<'

の同値性が成立する。

略証� 条件付分散に関するよく知られた関係式

D��� �� .�&� '�
 0 ( �� ��

�
D��� ���� .�&� '�
	 � 0

�
;D��� ��

�
�� ���� .�&� '�
	 � 0

�

を 
 に関して期待値をとると ��

�
D��� �� .�&� '�
 0

�
	

��

�
D��� �� .�&� '��0

�
( ��

�
D��� �� .�� �� .�&� '��00

�
�

/ により &*6'式を得る。等号成立は、ほとんどすべての

� に対して �� �� .�&� '��0 ( �� �� .�&� '�
 0 となる場

合であるが、�� の確率決定性より &*<'式を得る。

定理 7より、確率決定性を持つ再生核ヒルベルト空間

を用いると、有効部分空間 � は次の最小化問題の解と

して与えられる。


��
�

?�� �� 	 ���E��� �� 
 ( )�� &*='

これに基づいて有効部分空間を推定するため目的関数を

次章で導く。



� カーネル次元削減法（���）
&*='式から有限サンプルによる目的関数を導くために

は、サンプルを用いて条件付共分散作用素を推定する必

要がある。以降では、核関数としてガウス関数のみを考

えることにする。

.<0にならって（相互）共分散作用素を以下のように

推定する。� 個のサンプル &� 	 � '	    	 &��	 ��' が

与えられているとする。� ( *	 6 に対し、@��&�	 ��' を
@��&�	 ��' ( ��&�	 ��' 	

 
�

��
�# ��&�	 ��' により定めよ

う。&8'式の期待値をサンプル平均に置き換えると

*

�

��
�# 

��	 @� &�	 ��'���
�@��&�	 ��'	 ����

に一致する。さらに、ヒルベルト空間 � � �� をそれぞ

れ �@� &�	 ��'�
�
�# � �@��&�	 ��'�

�
�# の張る � 	 * 次元空間

に制限し、これらを基底にして、作用素 ?�� の制限を

行列表示すると、再生性を用いることにより、

��!���!� ��

が得られる。ここで射影行列 �� は、�� ( &*	    	 *'�

の記法のもと、�� ( �� 	
 
�
���

�
� により定義され、ま

た、� � � 行列 !���� � !���� はグラム行列と呼ばれ、

&"	 #' 成分がそれぞれ � &��	 ��'� ��&��	 ��' により定義

される。以上により、

�$� ( ��!���	 �$� ( ��!� ��

と書くことにすると、

�?�� ( �$�
�$� &*8'

が作用素の推定量として使える。

条件付共分散作用素の推定量を得るためには、逆作用

素を考える必要があるが、一般に �?�� は �� を含むた

めに非可逆である。そこで、自己共分散作用素 ?�� を

推定する際には、正則化を用い、

�?�� ( & �$� ; %��'
�

（% � /）を推定量として使うことにする。以上により、

条件付共分散作用素の推定量 �?� � �� を

�?� � �� :( �?�� 	 �?� �
�?� �� �?�� &*7'

により定める。有効部分空間を見つけるためには、この

正定値行列を最小化するように、
 を決める部分空間

を探せばよい。

正定値対称行列としての大きさをはかるには、トレー

ス、行列式、最大固有値などいろいろなものが考えられ

るが、本論文では �?� � �� の行列式を考える。行列式の

+����分解を用いると、

�?$� � %$� � % (
�
�&� � �&� �
�&�� �&��

	
(
�
� ���'����

�
��� ���

��� ��� � ���'����
�

	

の記法のもと、
�� F?� � �� ( 
�� �?$� � %$� � %� 
�� �?�� と

なる。これにより、有効部分空間 � を推定するための

目的関数が


��
������


�� �?$� � %$� � %


�� �?� � 
�� �?��

	 ただし 
 ( ��� &*9'

により得られる。ここで 
�� �?�� は定数であるが、目

的関数の対称性のために加えた。� ないし行列 � を求

めるこの最小化問題を、カーネル次元削減法（������

�	
���	��
�	�� ������	��� ���）と呼ぶことにする。

&*9' 式は、ガウス確率変数の相互情報量（のマイナ

ス）の一種の拡張とみなせる。.<0では、これを一般の

確率変数の相互情報量の近似として提案し独立成分分析

に用いたが、本論文の導出は近似ではなく理論的特徴づ

けに基づく。

カーネル次元削減法を実行するためには、目的関数の

最小化を行う必要があるが、これは非線形かつ非凸な関

数の最小化であり、非線形最適化手法が必要となる。以

下では、直線探索を併用した最急勾配法を用いた。さら

に局所解の問題を避けるために、ガウス核関数の分散パ

ラメータを徐々に小さくする、一種のアニーリング法を

用いている。また、&*9'式からわかるように、最適化に

は ��� 行列の演算を数多く行う必要があり、サンプル

数 � が大きいと計算量が増大する。これに対し、不完

全 3��	��!� 分解によって �$� などを低ランク行列で近

似すると演算量を大幅に削減することが可能である .<0。

� ���の実データへの応用
カーネル次元削減法（A2-）を実データに応用し、結

果を +,-，�"
，334，15+といった従来法と比較した。

まずデータ可視化の能力を見る目的で、$3,レポジト

リ（����:GG�������������
�G@
	����GH5-����������

��
	）の���� データを用いた。これは <種類のワイン

に対する *9次元の属性を *9Bサンプル集めたデータで

ある。クラスの情報をなるべく保持するように、各手法

で 6次元部分空間を求めた結果が図 6である。A2-が <

クラスを最もよく判別しており、6次元空間で完全な識

別が可能なことがわかる。334も <クラスを完全に分

けているが、他の手法の結果では判別は不完全である。

第二の実験では、推定された部分空間の中に、クラス

判別に必要な情報がどれぐらいよく残されているかを調

べる目的で、$3,レポジトリの <つの実データに対し、
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図 6: �	�� データの 6次元射影。�;�� ���� ���が <ク

ラスに対応。

次元削減を行った後、その部分空間へ射影したデータを

用いて +DHによる識別器を構成し、訓練データとは別

に用意されたテストデータに関する正答率を調べた。

ところで、多くの次元削減の従来法は、判別問題、特

に２クラス判別の問題に適用が難しいものが多い。+,-

は、� の空間をスライスに切り、各スライス内で � の

サンプル平均を取るので、クラス数が小さいと適用す

るのが困難になる。また、線形手法である 334や 15+

では、クラス数以上の部分空間を見つけることはできな

い。この実験では、２クラス識別にも適用可能な �"


との比較を行った。図 < にさまざまな次元の部分空間

における正答率を示した。A2- は �"
 に比べて低次

元でも高い正答率を保っていることが見て取れる。特に

,��������� データに対しては、8、*/、6/次元の正答率

は全次元を用いた場合の正答率を上回っている。これは

A2-が判別に不要な成分を有効に取り除き、ノイズ除

去の役割を果たしたためだと考えられる。

� 変数選択への応用
ここまで次元削減の方法として説明変数の線形和を求

める方法を考えてきたが、A2-の手法は説明変数の部

分集合を求める「変数選択」にも応用可能である。その

ためには、&*9'式の最小化問題の探索空間を、部分空間

全体ではなく、説明変数の部分集合（の張る部分空間）

全体に置き換えればよい。

この変数選択法を I����� "������ データ .C0 に適用

した。このデータは *<変数を用いて各地域の住宅価格

の平均値を説明するもので、8/7サンプルからなる。=個

の説明変数を選んだところ、-H� 5+�4�� 1�-4�,J�

�4K が最も有効な変数として選ばれた。これは .80が

43Lという手法を用いて選んだものと同一である。

変数選択においては、� 個の説明変数の中から � 個

選ぶ組み合わせは ��� だけあり、� が大きいとすべて

の場合を調べ尽くすのは困難になる。その場合には何ら

かの最適化手法が必要となる。詳細は省くが、ある種の

����
�サーチを用いて、遺伝子発現データ 5��!�
�� .B0

からの遺伝子選択を行った。5��!�
��は 6種類の急性

白血病を 9*6C次元の遺伝子発現データから判別するた

めのマイクロアレイデータである。<B個の訓練用サン

プルを用いて 8/個の有効な変数（遺伝子）を選択し、

その遺伝子を用いてサポートベクターマシンによる識別

子を作ったところ、訓練サンプルとは別に取られた <=

個のテストサンプルに対する正答数は <6であった。.B0

では、8個リジェクトした場合に 6C個すべてが正答で

あったと報告されているので、それと比較しても識別に

対して有効な遺伝子が選択されていると言える。

� おわりに
本論文は、再生核ヒルベルト空間を用いて回帰問題に

おける次元削減を論じた。有効部分空間を求める問題

を、条件付独立性として捉え、それをヒルベルト空間上

の共分散作用素を使って特徴付けることにより、新しい

次元削減法を提案した。

この次元削減法A2-は、条件付確率や周辺分布にモ

デルや強い条件をおかずに導かれているため、適用範

囲が非常に広い。回帰における次元削減の従来法である

+,-� �"
� 334� 11- などの方法は、条件付確率や周

辺分布に強い制約があり、その適用範囲は A2- よりも

限定されている。本論文では、A2-を実データに適用

してその有効性を確認するとともに、変数選択問題への

拡張も述べた。

A2-は理論的な背景に基づく手法であるが、その有

効性の確認は実験的に行っており、得られた推定量の統

計的性質などの理論解析は今後の課題である。特に、本

論文では有効部分空間の次元 � を固定して議論したが、

言うまでもなくその次元の選択は重要な問題である。こ

の問題に対しては、最終的な目的が予測精度で測られる

のであれば、クロスバリデーションなどの方法を適用す



ることも可能であるが、その正当性を理論検証するため

にも推定量の性質を詳しく知ることは重要である。

本論文では、回帰問題における次元削減だけを述べ

たが、共分散作用素による条件付独立性の特徴づけは、

もっと広い問題に適用することが可能であろう。特に、

条件付独立性はグラフィカルモデルを定義する際の基

本的な道具であり、本論文の方法論をもっと一般のグラ

フィカルモデルへ拡張することは興味深い問題である。
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図 <: 次元削減後のテストデータに対する +DHの判別

正解率。&�' � ( *<� & ( *=C� ' ( *=B &�' � ( <=�

& ( *8*� ' ( 6// &�' � ( </� & ( 6//� ' ( <7C（�:

説明変数の次元� & : 訓練データ数� ' : テストデータ数）


